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Uvod

Teorija grafova je grana matematike koja proucava pojam grafa i njegova svojstva.
Grafovi su cCesto korisni za modeliranje sustava u kojima postoji medusobna
povezanost izmedu elemenata. Neki od primjera su dizajniranje racunalnih ili
prometnih mreza, optimizacija transporta, modeliranje bioloskih sustava i evolucijskih
odnosa, analiza trzi$nih trendova... Kako bismo mogli opisati neki sustav koriStenjem

grafova, korisno je da moZemo brzo 1 lako provjeriti njihova svojstva.

U ovom radu ¢emo proucavati jednostavnost, povezanost, eulerovost, hamiltonovost,
mostove, kromatski broj i kromatski indeks grafa. Prvo ¢emo objasniti svaku od
navedenih znacajki, a zatim opisati izradenu aplikaciju koja ih provjerava. Aplikacija
je interaktivna — omogucuje korisniku unos grafa i izvjestava ga o njegovim osnovnim

znacajkama. Na kraju ¢emo dati upute za koriStenje aplikacije.



1. Osnovni pojmovi

Za pocetak ¢emo se upoznati s najvaznijim pojmovima u teoriji grafova.

Definicija 1.1. Graf G je uredeni par (V,E), gdje je V(G) neprazni skup vrhova, a E(G)
Jje skup bridova.

Slika 1.1 prikazuje primjere grafova.

Grotzschov graf Nul graf Ns Kocka

Slika 1.1 Primjeri grafova

Brid koji spaja razli¢ite krajeve naziva se pravi brid, dok je brid ¢iji se krajevi

podudaraju petlja. Izmedu krajeva mogu postojati i visestruki bridovi.

Definicija 1.2. Neka brid e € E spaja vrhove u, v € V. Tada su vrhovi u i v incidentni

s bridom e. Vrhovi u i v tada su susjedni.

Definicija 1.3. Neka je v €V jedan od vrhova grafa G. Stupanj vrha v definiramo kao
broj bridova grafa G s kojima je vrh v incidentan. Pritom se svaka petlja broji kao dva

brida.

Definicija 1.4. Setnju u grafu definira niz vrhova i bridova poredanih naizmjenicno,
i to tako da je brid e; incidentan s vrhovima vi.; i vi, 1 <i <k, gdje je k broj vrhova u
nizu. Ako su svi bridovi Setnje medusobno razliciti, onda je rijec¢ o stazi. Put je staza

koja ima sve medusobno razlicite vrhove.

Definicija 1.5. Ciklus je zatvorena staza koja ima medusobno razlicite sve unutarnje

vrhove (vrhove koji nisu krajnji).



U nekim slucajevima, bit ¢e nam korisno prikazati graf u obliku matrice. Na primjer,
za rjeSavanje zadataka iz podrucja elektrotehnike, Cesto je potrebno koristiti matricu

incidencije odredenog grafa.

Definicija 1.6. Matrica incidencije M grafa G koji sadrzi n vrhova i m bridova je n x
m matrica, M = [mjj], gdje element m;; oznacava koliko je puta vrh v; incidentan s

bridom e;.
Slika 1.2 prikazuje graf za koji smo konstruirali pripadaju¢u matricu incidencije M.
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Slika 1.2 Primjer grafa
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Pri izradi programskog rjesenja za ispitivanje svojstava grafa, bilo je vazno osmisliti
prikladan nacin prikaza ulaznih podataka koje dajemo programu. Ulazni podatci
moraju potpuno opisati veze izmedu vrhova i bridova grafa. To smo postigli

koriStenjem matrice susjedstva.

Definicija 1.7. Matrica susjedstva A grafa G koji sadrzi n vrhova je kvadratna matrica

reda n, A = [a;j], gdje element a;j oznacava koliko bridova spaja vrh v; s vrhom v;.

Ako graf sadrzi petlje u vrhu i, vrijednost elementa matrice susjedstva a; mora biti
dvostruko veca od broja petlji u tom vrhu. Slika 1.3 prikazuje graf ¢ija je matrica

susjedstva A.



Slika 1.3 Primjer grafa
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2. Svojstva grafa

2.1. Jednostavnost

Graf G je jednostavan ako nema nijednu petlju ni viSestruke bridove. Ako u grafu
postoji petlja ili su neka dva vrha povezana s viSe od jednog brida, graf nije
jednostavan. Tada se radi o opéem grafu, gdje nema ograni¢enja na broj petlji i bridova
izmedu istih dvaju vrhova. Primjere nekih jednostavnih grafova mozemo vidjeti na

slici (Slika 2.1.1).

&
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Slika 2.1.1 Primjeri jednostavnih grafova

Potpuni graf K, je graf u kojem su svi vrhovi medusobno povezani. Zvijezda S, je
naziv za graf u kojem postoji jedan vrh (srediSnji vrh) povezan s ostalim vrhovima, ali
medu ostalim vrhovima nema bridova. Kota¢ W, je graf dobiven tako da svaki vrh iz
ciklusa C,.; povezemo s jednim dodatnim vrhom (srediSnji vrh). Na Slici 2.1.1 su
prikazani Ks, S9 1 W7. Bipartitni graf je onaj kojemu vrhove moZemo razdijeliti u dva
disjunktna skupa, tako da je svaki brid incidentan s jednim vrhom iz jednog te jednim

vrhom iz drugog disjunktnog skupa. Na slici (Slika 2.1.1) je prikazan potpuni bipartitni



graf K24, gdje brojevi u indeksu oznacavaju broj vrhova u jednom, odnosno drugom

disjunktnom skupu.

Jednostavni graf moZe imati minimalno nula bridova. Tada se radi o nul-grafu, tj. grafu
koji sadrzi samo vrhove. Maksimalan broj bridova jednostavnog grafa je jednak broju

bridova potpunog grafa. U potpunom grafu s ukupnim brojem vrhova n, svaki vrh ima

stupanj n — I, pa je broj bridova takvog grafa n(nT_l)

2.2. Povezanost

Definicija 2.2.1. Graf je povezan ako se svaka dva vrha u grafu mogu povezati putom.

Ako graf nije povezan, moZzemo ga prikazati kao uniju vise grafova. Za grafove G; =
(Vi, E1)1 G2 = (V2, E2) koji nemaju zajednicke vrhove ni bridove, unija je definirana

kao (V; UV2, E; UE>).

Definicija 2.2.2. Komponenta povezanosti grafa G je podgraf od G koji je povezan te

nije dio niti jednog veceg povezanog podgrafa od G.

Iz prethodne definicije slijedi da je graf povezan ako ima samo jednu komponentu
povezanosti. Broj komponenti povezanosti oznacavat ¢emo sa ¢(G). Na slici (Slika

2.2.1) vidimo primjer povezanog grafa.

Slika 2.2.1 Povezani graf

Slika 2.2.2 prikazuje primjer nepovezanog grafa s tri komponente.



Slika 2.2.2 Nepovezani graf

Definicija 2.2.3. Stablo je povezani graf koji ne sadrzi ciklus. Razapinjuce stablo
grafa G je podgraf koji je stablo koje sadrzi sve vrhove grafa G.

Pronalazenje razapinjucih stabala grafa ima razne primjene, najvise u elektrotehnici
[4]. Strujni krug mozemo prikazati kao graf ¢iji vrhovi predstavljaju ¢vorove strujnog
kruga, a bridovi predstavljaju troSila. KoriStenjem matrice incidencije i Kirchhoffovih
zakona, mozemo pronaci iznose struja i napona u strujnom krugu. U nekim je

problemima koristan Kirchhoffov matri¢ni teorem o stablima [1].

Matricni teorem o stablima. Neka graf G sadrzi n vrhova i m bridova te ne sadrzi
petlje. Neka je M matrica incidencije grafa G. Konstruiramo matricu N tako da u
svakom stupcu matrice M zamijenimo jednu jedinicu s -1. Neka je Q = NN'. To znaci
da su na glavnoj dijagonali matrice Q stupnjevi vrhova. Izbacimo i-ti redak i i-ti stupac
iz matrice Q i nazovimo je Qii. Broj razapinjucih stabala grafa oznacimo s T(G). Tada

za svakii = 1,...,n vrijedi
T(G) = det Qi.

Dokaz. Iz Binet-Cauchyjevog teorema vrijedi: det Qi = YdetCxdetCT =
Y (det C)?, gdje C prolazi po svim (n — 1) X (n — 1) podmatricama matrice N bez i-
tog retka. Stupci od C ¢ine podgraf od G s n — 1 bridova i n vrhova. Zelimo dokazati

da je det C = +£1 ako ti bridovi ¢ine stablo, inace det C = 0.

Ako bridovi ne ¢ine stablo, onda postoji komponenta koja ne sadrzi i. Odgovarajuci

redci tith komponenata su linearno zavisni, tako da je det C = 0.

Ako bridovi ¢ine stablo, onda postoji vrh ji # 1 stupnja 1. Oznacimo brid koji je jedini
incidentan tom vrhu s e;. Ako izbriSemo taj vrh 1 brid, dobit ¢emo stablo s n — 2 brida.

Sada postoji vrh j2 # 1 stupnja 1 kojemu je jedino incidentan brid e;. Nastavimo



uklanjati vrhove i bridove tako da zadnji uklonjeni budu jn-1 1 en-1. Konstruiramo
matricu C' tako da dovodimo jk u k-ti redak, a ex u k-ti stupac. Matrica C' je donja

trokutasta 1 ima elemente =1 na glavnoj dijagonali. Slijedi da je det C = det C' = 1.
(]

Ako rjesavamo problem u kojem strujni krug mozemo predstaviti potpunim grafom

K, lako ¢emo naci broj razapinjucih stabala koriStenjem Cayleyevog teorema [1] .

TEOREM 1 (Cayley). Broj T(K,) razapinjucih stabala potpunog grafa s n vrhova

jednak je n"2.

Ako graf G predstavlja strujni krug pri ¢emu su bridovi zice jedini¢nog otpora koje se
sastaju u vrhovima, mozemo koristiti Matri¢ni teorem o stablima za pronalaZenje
otpora izmedu vrhova a i b. Uzimaju¢i u obzir Kirchhoffove zakone o struji 1 naponu,
dolazimo do zakljucka da je navedeni otpor jednak omjeru broja razapinjucih stabala

koji sadrze brid ab 1 ukupnog broja razapinjuéih stabala 7(G).

Osim u elektrotehnici, broj razapinjucih stabala grafa moZze biti koristan za
kontroliranje guZzve u prometu. Zamislimo prometne ceste u odredenom gradu kao
mrezu. Ako sve ceste u tom gradu tvore samo jednu osnovnu strukturu povezanu
stablom, tada moZe do¢i do svakodnevnih guzvi u prometu. Dodavanje novih
cestovnih veza stvara dodatne rute za putovanje od jednog do drugog myjesta,
povecavajudi broj razlic¢itih nacina kako se ljudi mogu kretati gradom. To smanjuje

guzve jer ljudi imaju viSe opcija za putovanje.

Slican primjer je internetski promet. Internet je velika mreZa koja povezuje razlicite
uredaje. Kako bismo vidjeli neku web stranicu na svom uredaju, podaci putuju kroz
razli¢ite posluZitelje i usmjeritelje dok ne stignu do nas. Na slici (Slika 2.2.3) vidimo
jednostavan primjer vise mogucih ruta za slanje podataka od posluzitelja (server) do

racunala (pcl).
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Slika 2.2.3 Prikaz modela internetske mreze

Uredaje mozemo prikazati kao vrhove grafa povezane bridovima koji predstavljaju
Zice (Slika 2.2.4). Zelimo pronaéi optimalnu rutu kojom podatci mogu putovati od
posluzitelja do racunala. Zamislimo da je na§ model dio neke ve¢e mreze, tj. da na
usmjeritelje mogu dolaziti i podatci s nekih drugih posluZzitelja. Upravljanje rutama na
internetu obi¢no ovisi o raznim ¢imbenicima, uklju¢ujuéi stanje mreze, opterecenje
pojedinih ruta, dostupnost 1 moguce smetnje. Ako je jedna ruta zaguSena ili ima
problema, mrezni uredaji mogu automatski preusmjeriti promet na drugu rutu kako bi
izbjegli zastoje i osigurali kontinuitet usluge. Ovaj proces se naziva dinamicko
usmjeravanje. Postoje razni algoritmi usmjeravanja koji se koriste se za odredivanje
najbolje rute u mrezama. Ako se podatci nadu u situaciji gdje bi ruta kojom bi inace
prosli stvorila ciklus, algoritam bi ih trebao usmjeriti na drugu rutu koja ne ukljucuje
ciklus. Za mreZu s prethodne slike (Slika 2.2.3), zadatak algoritma se moZe svesti na
pronalazak stabla koje je podgraf grafa (Slika 2.2.4), takav da sadrzi vrhove koji
predstavljaju posluZitelj 1 raunalo. Algoritam bi trebao usporediti viSe takvih stabala

1 na¢i ono koje predstavlja optimalnu rutu.

Ukratko, broj razli¢itih ruta ili mogucih razapinjucih stabala moze utjecati na to koliko

ée biti guzvi. Sto je njihov broj veéi, manje ée vjerojatno doéi do zagusenja.



Slika 2.2.4 Graf modela internetske mreze

2.3. Eulerovost i semi-eulerovost

Jedan od najpoznatijih problema u teoriji grafova je problem mostova u Konigsbergu
[2]. Danasnji Kalinjingrad bio je podijeljen rijekom Pregel na dva dijela, a na rijeci i
njenim pritocima bilo je sedam mostova koji su povezivali dva dijela kopna 1 dva

otoka. (Slika 2.3.1 [7]).

Konigsberg

Slika 2.3.1 Skica mostova u Konigsbergu i prikaz u obliku grafa

Pitanje je glasilo: ,,Je li moguce proci preko svakog mosta tocno jednom i vratiti se na

pocetnu toCku?‘ Leonhard Euler, jedan od najvecih svjetskih matematicara, bavio se
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ovim pitanjem u 18. stoljeu. Njegov pristup rjeSavanju problema prikazan je na
prethodnoj slici (Slika 2.3.1 [7]). Predstavio je kopno 1 otoke kao vrhove, a mostove

kao bridove grafa.

Definicija 2.3.1. Graf je eulerovski ako sadrzZi eulerovsku stazu (zatvorenu stazu koja

prolazi svakim bridom tocno jednom).

Rjesavanje problema mostova u Konigsbergu svodi se na provjeru eulerovosti grafa.
MozZemo pokusati pronaci eulerovsku stazu na grafu s prethodne slike. Kojim god
redoslijedom prolazimo bridove, ne mozemo je naci. Zaklju€ujemo da graf nije
eulerovski. Dakle, nije moguce prijeéi preko svakog mosta to¢no jednom i vratiti se
na pocetnu tocku. Umjesto trazenja eulerovske staze, Euler je otkrio lak$i nacin

rjeSavanja ovog problema. Dokazimo sljede¢i teorem [3].

TEOREM 2. Povezani graf G je eulerovski ako i samo ako je svaki njegov vrh parnog

stupnja.

Dokaz. =: Ako graf ima Eulerovu stazu, svaki put kada udemo u neki vrh grafa, iz

njega moramo 1 iza¢i. To znaci da ¢e vrh biti incidentan s bridovima koji se mogu
razdijeliti u dva skupa: oni koji ulaze u vrh i oni koji izlaze iz vrha. Jasno je da broj
¢lanova jednog i drugog skupa mora biti jednak. To povlaci da je ukupan broj ¢lanova
oba skupa (broj bridova incidentnih s promatranim vrhom) jednak dvostrukom broju

¢lanova skupa ,,ulaznih* bridova, a to je uvijek paran broj.

< : Dokazimo da je najdulja staza u grafu Eulerova staza. Neka je T = vy, ey, vi,...,em

v najdulja staza grafa. Eulerova staza je zatvorena pa moramo dokazati da vrijedi vo
= V. Pretpostavimo suprotno. Ako vrijedi vo# v, onda je vrh vo incidentan s neparnim
brojem bridova iz staze T. Vrijedi da je svaki vrh grafa parnog stupnja, $to znaci da
postoji brid grafa koji nije dio staze 7, a incidentan je s vrhom vo. Taj brid mozemo
dodati u stazu 7, Sto znaci da prvotno odabrana staza T nije bila najdulja. To je

kontradikcija iz koje zakljucujemo da ne vrijedi vo# v, Sto povlaci da vrijedi vo = vy

Eulerova staza prolazi svakim bridom grafa, tako da moramo dokazati da su ey, ...,en
zaista svi bridovi grafa G. Prvo gledamo slucaj kada vrijedi V(7T) # V(G). Neka postoji
jedan vrh grafa v koji nije ukljuc¢en u najdulju stazu. Znamo da je graf G povezan, $to

znaci da je vrh v sigurno povezan bridom s nekim vrhom koji je dio staze 7. Taj brid

11



mozemo dodati u stazu 7, §to znaci da prvotno odabrana staza T nije bila najdulja. To

je kontradikcija.

Gledamo drugi slucaj: ako najdulja staza T ima jednak broj vrhova kao graf G, ali
nema jednak broj bridova, to znaci da postoji neki brid grafa ex koji nije dio staze T.
Taj brid mora biti incidentan s neka dva vrha (ili jednim) iz grafa G. Kako su ti vrhovi

takoder dio staze 7, slijedi da je i brid ex dio staze T, §to je kontradikcija.

Dokazali smo da je odabrana najdulja staza Eulerova staza.
(]

Koriste¢i Teorem 2 mozemo lako rijesiti problem mostova u Konigsbergu. Odmah
vidimo da u grafu postoje vrhovi neparnog stupnja, Sto znaci da graf nije eulerovski i
da nije moguce prijeci preko svakog mosta tocno jednom i vratiti se na pocetak. Sada
zamislimo da je problem malo drugaciji i da pitanje glasi: ,,Je li moguce proci preko
svakog mosta tocno jednom?* Dakle, sada nas ne zanima vracanje u pocetnu tocku. I

ovaj problem moZzemo rijesiti bez traZzenja staze koja bi sadrzavala sve bridove grafa.

Definicija 2.3.2. Graf je semieulerovski ako sadrzi stazu koja prolazi svakim bridom

tocno jednom i nije zatvorena.

RjeSenje problema svodi se na provjeru semieulerovosti grafa. Koristit ¢emo sljedec¢i

korolar.

KOROLAR 1. Povezani graf G je semieulerovski ako i samo ako su tocno dva

njegova vrha neparnog stupnja.

Dokaz. Ako graf ima stazu koja prolazi svakim bridom, to znaci da svaki vrh koji nije
pocetak ni kraj te staze ima paran stupanj. Takav vrh je incidentan s bridovima koji se
mogu podijeliti na ,,ulazne* i ,,izlazne*. Ukupan broj bridova incidentnih s tim vrhom

je dvostruki broj ,,ulaznih* bridova, $to je uvijek paran broj.

Ako ta staza nije zatvorena, to znaci da su pocetni 1 krajnji vrh neparnog stupnja.
Pretpostavimo suprotno. Ako postoji krajnji vrh otvorene staze koji ima paran stupanj,
onda postoji brid koji je incidentan krajnjem vrhu, a nismo ga ukljucili u stazu. To
znaci da staza ne prolazi svim bridovima grafa, tj. graf nije semieulerovski. Dobivamo

kontradikciju iz ¢ega slijedi da pocetni 1 krajnji vrh moraju biti neparnog stupnja.
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Dakle, ,,unutra$nji“ vrhovi otvorene staze koja prolazi svakim bridom su uvijek parnog
stupnja, a krajnja dva vrha su uvijek neparnog stupnja, sto povlaci da vrijedi tvrdnja

korolara.
O

Sa slike (Slika 2.3.1 [7]) vidimo da graf nije semieulerovski jer ima viSe od dva vrha

neparnog stupnja. To znaci da nije moguce prijec¢i preko svakog mosta tocno jednom.

Ispitat cemo eulerovost poznatog grafa koji se Cesto koristi u mnogim primjerima, a to
je Petersenov graf. To je 3-regularan graf (svaki vrh je stupnja 3) koji ima 10 vrhova i
15 bridova. Na slici (Slika 2.3.2) vidimo da graf nije eulerovski jer sadrzi vrhove

neparnog stupnja.

Slika 2.3.2 Razli¢iti nacini prikaza Petersenovog grafa

Graf nije ni semieulerovski jer ima viSe od dva vrha neparnog stupnja.

Primjer 1. Kako moZemo modificirati broj bridova Petersenovog grafa tako da novi

graf bude eulerovski ili semieulerovski?

Dodavanjem novih pet bridova postiZzemo to da svaki vrh ima paran stupanj pa je graf

eulerovski. Odredimo eulerovsku stazu sa slike (Slika 2.3.3):

]1-2—-53-54—-55->1-10->4—->6—->2—>7-55-58—-53-59—>510—>6

—-7—>8—>9—>1.

Ako iz Petersenovog grafa obriSemo Cetiri brida, dobivamo semieulerovski graf.
Odredimo otvorenu stazu koja prolazi svim bridovima to¢no jednom sa slike (Slika

2.3.4):

1-2—-3-4—-55—-1->9-10-6—>7—>8—09.
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Slika 2.3.3 Eulerovski graf Slika 2.3.4 Semieulerovski graf

2.4. Hamiltonovost i semi-hamiltonovost

William Rowan Hamilton bio je irski matematicar koji je u 19. stoljecu proucavao

problem obilaska svih vrhova grafa. Definirajmo najvaznije pojmove.

Definicija 2.4.1. Hamiltonov put je put (staza kojoj su svi vrhovi razliciti) koji sadrzi

sve vrhove grafa.

Definicija 2.4.2. Hamiltonov ciklus je zatvorena staza koja sadrzi sve vrhove grafa i
ima medusobno razlicite sve unutarnje vrhove (vrhove koji nisu krajnji). Za graf G

kazemo da je hamiltonovski ako ima Hamiltonov ciklus.

Hamilton je pokuSavao rijesiti problem u kojem trgovacki putnik mora obi¢i gradove
1 vratiti se u pocetni grad. Svaki grad moze posjetiti tocno jedanput 1 ne smije dvaput
pro¢i istom cestom. Problem je prikazan grafom dodekaedra, gdje vrhovi predstavljaju
gradove, a bridovi ceste medu njima (Slika 2.4.1). RjeSavanje problema svodi se na
trazenje Hamiltonovog ciklusa. Sa slike (Slika 2.4.1) mozemo vidjeti da postoji
sljede¢i Hamiltonov ciklus: 14 - 19 - 18 - 16 > 17 520> 15— 10—> 11— 6

—-12->7-13-8—24—>2—>1—->3—->5—>9— 14,
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Slika 2.4.1 Graf dodekaedra

Dakle, u ovom slucaju, trgovacki putnik moZe obici svaki grad jednom bez ponovnih

prolazaka istom cestom 1 vratiti se u grad iz kojeg je krenuo.

Definicija 2.4.3. Semihamiltonovski graf je graf koji sadrzi Hamiltonov put (put kroz

svaki vrh).

Pogledajmo primjer Petersenovog grafa (Slika 2.4.2). Petersenov graf nije
hamiltonovski jer nema Hamiltonov ciklus, ali jest semihamiltonovski jer ima

Hamiltonov put,npr. 1 -2 —-3—-4—-5—-7—-8—-9—-10—6.

6

l\ "

PR Sy
B 3
e f

Slika 2.4.2 Petersenov graf

Petersenov graf je najmanji 3-regularan graf bez mostova koji ne sadrzi Hamiltonov
ciklus. On je jedan od cCetiriju poznatih protuprimjera Lovaszove slutnje [5] koja kaze

da svaki povezani graf koji je tranzitivan po vrhovima sadrzi Hamiltonov put. Graf G
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koji je tranzitivan po vrhovima posjeduje svojstvo da za bilo koji par vrhova v; i v2 u
G postoji automorfizam na grafu G koji preslikava vrh v; u v2. Automorfizam
predstavlja bijektivno preslikavanje grafa na sama sebe, tako da je o€uvana struktura

grafa. Drugim rije¢ima, automorfizam je izomorfizam grafa na samoga sebe.

Primjer 2. Jos$ jedna zanimljivost jest da mozemo lako dobiti hamiltonovski graf ako
Petersenovom grafu oduzmemo bilo koji vrh, ili ako dodamo brid izmedu bilo koja
dva vrha paze¢i da grafi dalje ostane jednostavan. Slika 2.4.3 prikazuje grafove nastale
oduzimanjem jednog vrha (grafovi a. i b.) te grafove nastale dodavanjem jednog brida
(grafovi c. i d.). Ispod svakog grafa je napisan redoslijed vrhova pronadenog

Hamiltonovog ciklusa.

2
8 - ' s
NV AV
b T
5./_._\? .f 8
a. 1 45352575 8— b. 6 >94—->5-59—>58—>3—>
9-5—->6—>1 2—-1—->7—6

9 g
c.l1 »2-53-54—->5—->8— dl -»-2-53-54->55—>7—>
7T—-6—->10—-9—>1 8—6—>10—-9—>1

Slika 2.4.3 Hamiltonovski grafovi

Uzimajuéi u obzir prethodne primjere, jasno je da ve¢i minimalni stupanj grafa
(najmanji stupanj vrha u tom grafu) daje vecu vjerojatnost da je graf hamiltonovski.
Sto je veéi stupanj vrha, to je vrh povezan s vise drugih vrhova pa intuitivno slijedi da

je veca vjerojatnost pronalaska Hamiltonovog ciklusa. U nekim slu¢ajevima, za
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ispitivanje hamiltonovosti ne moramo traziti Hamiltonov ciklus. Tu nam mogu pomoc¢i

sljede¢i teoremi.

TEOREM 3 ( Ore). [1] Ako jednostavan graf G ima n >3 vrha i ako je zbroj stupnjeva

svakog para nesusjednih vrhova veci ili jednak broju vrhova, onda je G hamiltonovski
graf.

Dokaz. Pretpostavimo da G nije hamiltonovski. Odaberimo neka dva vrha koja nisu
susjedna i spojimo ih bridom. Ponavljajmo postupak sve dok ne dobijemo graf koji bi,
da mu dodamo jo§ jedan brid, imao Hamiltonov ciklus. Jasno je da graf ima
Hamiltonov put. Ozna¢imo prvi vrh Hamiltonovog puta s v;, a posljednji s v,. Kako
graf nema Hamiltonov ciklus, vrhovi v; i v, nisu susjedni. Sa Slike 2.4.4 vidimo da vrh
v moze biti susjedan bilo kojem vrhu vz, ...,v,, a vrh v, moZe biti susjedan bilo kojem
vrhu vy, ...,Vs-1. Broj vrhova iz niza v, ...,v, koji su susjedni vrhu v; je stupanj vrha vy,
abroj vrhovaiz niza vy, ...,v,-1 Koji su susjedni vrhu v, je stupanj vrha v,. Prema hipotezi
teorema, zbroj stupnjeva vrhova v; i v, mora biti barem n. Iz toga slijedi da mora
postojati vrh v; susjedan vrhu vg takav da je vrh v;.; susjedan vrhu v,. To znaci da postoji
sljede¢i Hamiltonov ciklus (Slika 2.4.4) :vi—v2 — ... 5 Vi D V= V1 — .. >V
— v;. To je kontradikcija naSe pretpostavke, stoga zakljuCujemo da G jest

hamiltonovski graf.

. 7
V2 5 .
Vi1 Vi

Slika 2.4.4 Hamiltonov ciklus

O

TEOREM 4 (Dirac). [1] Ako jednostavan graf G ima n > 3 vrha i minimalni stupanj

0> g, onda je G hamiltonovski.
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Dokaz. Teorem dokazujemo koriste¢i Teorem 3. Ako svaki vrh ima minimalan stupanj
n/2, to znaci da je zbroj stupnjeva bilo koja dva nesusjedna vrha barem n. Po Teoremu

3, graf je hamiltonovski.

2.5. Most

Definicija 2.5.1. Neka je G graf koji sadrzi vrhove iz skupa V i bridove iz skupa E.
Neka je brid e € E incidentan s vrhovima vi, v2 € V. Brid e je most grafa G ako

njegovim uklanjanjem vise ne postoji put koji spaja vrhove v; i v.

Iz prethodne definicije je jasno da je most brid ¢ijim uklanjanjem u povezanom grafu
dobivamo nepovezani graf. U nepovezanom grafu, most je brid ¢ijim uklanjanjem
povecavamo broj komponenti povezanosti (¢lanova unije povezanih grafova kojom

mozemo prikazati nepovezani graf).

Slika 2.5.1 prikazuje primjer stabla. Stablo je graf kojem je svaki brid most.

@ @- L ®

Slika 2.5.1 Stablo

Slika 2.5.2 prikazuje jo$ jedan primjer povezanog grafa koji ima most. Jasno je da bi

uklanjanjem sredi$njeg brida graf postao nepovezan, tako da je taj brid most.

Slika 2.5.2 Primjer mosta u povezanom grafu
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Sljedeca slika (Slika 2.5.3) prikazuje primjer nepovezanog grafa s dvije komponente,
zvijezdom S7 i kotacem Ws. Ako bismo uklonili bilo koji brid zvijezde, dobili bismo
nepovezani graf s tri komponente: zvijezdom Ss, kotacem Ws te jednim nepovezanim

vrhom. Dakle, svaki brid zvijezde je most pa graf (Slika 2.5.3) ima 6 mostova.

Slika 2.5.3 Primjer mosta u nepovezanom grafu

2.6. Kromatski broj i kromatski indeks

Definicija 2.6.1. Kromatski broj y(G) je najmanji broj boja kojima moZemo obojiti
vrhove grafa G tako da ne postoje dva susjedna vrha kojima je pridruzena ista boja.
Kromatski indeks y'(G) je najmanji broj boja kojima mozemo obojiti bridove grafa

tako da ne postoje dva susjedna brida kojima je pridruzena ista boja.

KaZemo da je graf k-obojiv ako se vrhovi mogu obojiti u & ili manje boja, tako susjedni
vrhovi nemaju istu boju. Ako je graf k-obojiv, ali nije (k-1)-obojiv, onda je k kromatski
broj grafa. Ako u grafu ne postoje bridovi, vrijedi y(G) = 1. KaZzemo da je graf bridno
k-obojiv ako se bridovi mogu obojiti u k boja tako da su susjedni bridovi obojeni
razli¢itom bojom. Ako takav graf nije bridno (k-1)-obojiv, onda je k njegov kromatski

indeks.

TEOREM 5 (Brooks). [1] Neka je G povezani graf bez petlji i dvostrukih bridova koji
nije potpun. Neka je najveci stupanj nekog vrha u G jednak A > 3. To znaci da je G A-

obojiv.
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Primjer 3. Sest igraca Zeli igrati igru. Slika 2.6.1 prikazuje igraée kao vrhove grafa, a
bridovi spajaju igrace koji ¢e igrati jedan protiv drugog. Igrac¢i se moraju podijeliti u
timove, 1 to tako da ni u jednom timu nisu dva igraca koji ¢e igrati jedan protiv drugoga.

Koji je najmanji broj timova koji se moze sastaviti?

Neka je svaki tim predstavljen drugom bojom. To znaci da dva susjedna vrha na grafu
(Slika 2.6.1) ne smiju biti iste boje. RjeSenje ovog problema svodi se na pronalazak

kromatskog broja grafa. Sa slike (Slika 2.6.2) vidimo da je kromatski broj 3.

Svaki igra¢ mora igrati protiv svakog igraca s kojim je susjedan. U jednom danu se
moze igrati viSe meceva, ali jedan igra¢ u jednom danu smije sudjelovati samo u

jednom mecu. Koji je najmanji broj dana potreban za zavrsiti igru?

Neka je svaki dan u kojem se igra predstavljen drugom bojom. To znaci da dva brida
incidentna istom vrhu na grafu ne smiju biti iste boje. Moramo prona¢i kromatski

indeks grafa. Sa slike (Slika 2.6.2) je jasno da je kromatski indeks 3.

3
4
o 6
& 2
Slika 2.6.2 Graf s obojenim vrhovima
Slika 2.6.1 Graficki prikaz igraca i bridovima

Ako je graf k-partitan, to znaci da je svaki brid incidentan s neka dva vrha koji ne
pripadaju istom podskupu particije. U svakom podskupu, vrhovi su iste boje, Sto znaci

da nisu susjedni. Za takav graf vrijedi y(G) = k. (Slika 2.6.3)

TEOREM 6 (Konig). [1] Neka je G bipartitan graf s najvecim stupnjem nekog vrha
A. Za takav graf vrijedi x'(G) = 4.
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TEOREM 7 (Vizing). [1] Neka je G jednostavan graf s najvecim stupnjem A. Tada
za njegov kromatski indeks vrijedi A < y'(G) <4 + 1.

Slika 2.6.3 prikazuje 3-partitan graf za koji vrijedi y(G) = 3. Maksimalni stupanj grafa
je 4 1ivrijedi y'(G) = 4.

Mnogi grafovi imaju kromatski indeks x'(G) = 4. Jedan primjer grafa koji ima
kromatski indeks y'(G) = 4 + 1 je Petersenov graf (Slika 2.3.2). Njegov maksimalni

stupanj je 3, a kromatski indeks 4.

Ako je graf potpun i ima neparan broj vrhova n, onda vrijedi y'(G) = n. Ako je broj

vrhova paran, onda y'(G) = n — 1. (Slika 2.6.3)

3-partitni graf: y =3,y =4 Ks:x=8,x=7 Ksiyx=3,x=3

Slika 2.6.3 Primjeri grafova
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3. Neke primjene teorije grafova

3.1. Elektrotehnika

Primjenu teorije grafova u elektrotehnici pokazat ¢emo na primjeru strujnog kruga.
Strujni krug mozemo prikazati kao graf Ciji vrhovi predstavljaju ¢vorove, a bridovi
grane (dijelove strujnog kruga kojima prolazi ista struja). KoriStenjem Kirchhoffovih
zakona, mozemo pronaci iznose struja i napona u strujnom krugu. Slika 3.1.1 prikazuje

shemu strujnog kruga i prikaz u obliku grafa. Strelice oznacavaju smjer struje.

2 2
()
e; €4
€3 “ €6
1-<—| |—4—| |—>—3 1 3

e
I L <
1

Slika 3.1.1 Shema strujnog kruga i pripadajuci graf

Prvo ¢emo konstruirati matricu incidencije A usmjerenog grafa. Redci matrice
predstavljat ¢e vrhove grafa, a stupci bridove. Ako vrh i nije incidentan bridu j,
pripadajuc¢i element matrice a;; bit ¢e 0. Ako je vrh i incidentan bridu j, gledamo smjer
strelice brida u odnosu na vrh. Ako brid ,,izlazi* iz vrha i, element matrice a;; bit ¢e 1,

a ako brid ,,ulazi““ u vrh i, a;; ¢e biti -1 [4].

1 -1 -1 0 0 0

a-|-1 0 0o 1 1 o0
o 1 0 -1 0o -1f
o 0 1 0 -1 1

Definirajmo vektor struja grana I kao vektor ¢iji su elementi iznosi struje u pojedinoj

grani:
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Prvi Kirchhoffov zakon kaze da zbroj struja koje ulaze u neki ¢vor strujnog kruga mora
biti jednak zbroju struja koje izlaze iz tog ¢vora. Prema tome, za matricu incidencije

A 1 vektor struje [ vrijedi

_il_
1 -1 -1 0 0 0 iy g — iy — I3 0
Ax] = -1 0 0 1 1 0 *1:3 _ _.i1+.i4+.i5 _ 0.
0 1 0 =1 0 =1] [is I, — Iy — g 0
o 0 1 0 -1 1 s iz — is+ i 0
i)

Sada ¢emo pronaci jedno razapinjuée stablo grafa. Na slici (Slika 3.1.2) razapinjuce
stablo ¢ine vrhovi i bridovi oznaceni punom crtom. Takvi bridovi nazivaju se grane
stabla (e3, es, es), a bridovi grafa (Slika 3.1.1) koji nisu dio odabranog razapinjuceg

stabla su spone ili neovisne grane (e;, ez, e4) [4].

€5
€1 €4

€3 €6

€2

Slika 3.1.2 Razapinjuce stablo grafa i spone

Temeljna petlja je naziv za petlju koju ¢ine grane razapinjuceg stabla uz jednu dodanu
sponu. U ovom slucaju pronalazimo tri temeljne petlje (Slika 3.1.3) i konstruiramo

spojnu matricu. Spojna matrica S je matrica kojoj redci predstavljaju temeljne petlje,
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a stupci sve grane i spone (Slika 3.1.3). Proizvoljno odaberemo smjer svake temeljne

petlje.

€2

Slika 3.1.3 Temeljne petlje

Ako j-ti brid ne pripada i-toj temeljnoj petlji, pripadajuci element matrice s;; bit ¢e 0.
Ako j-ti brid pripada i-toj temeljnoj petlji, gledamo kojeg je smjera: ako se smjer brida
J podudara sa smjerom temeljne petlje i, element matrice s;; bit ¢e /, u suprotnom c¢e
biti -/. Vrijedi

10 1 0 1 O

S=10 0 0 1 -1 -1}

01 -1 0 O 1
Drugi Kirchhoffov zakon kaZe da je algebarski zbroj napona u svakoj nezavisnoj petlji
strujnog kruga jednak nuli. Definirajmo vektor napona grana U kao vektor ¢iji su

elementi iznosi napona u pojedinoj grani:

1z toga slijedi:
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_ul_

Uz
1 0 1 0 1 0 Us Uy + Uz + Us 0
S+xU=10 0 0 1 -1 _1*u4= Uy — Us — Ug| = |0].
01 -1 0 O 1 u U, — Uz + Ug 0

5

[ U

3.2. Kemija

Teorija grafova koristi se za modeliranje 1 analiziranje kompleksnih kemijskih
struktura. Molekularne strukture Cesto se prikazuju pomocu grafova, gdje vrhovi
predstavljaju atome, a bridovi veze izmedu njih. Ovakva reprezentacija olakSava
vizualizaciju i analizu molekularnih svojstava. Korisna je i za rjeSavanje problema
identifikacije izomera (molekula s istim kemijskim formulama koje imaju razlicite
strukture). Kemijske reakcije takoder se mogu modelirati pomocu grafova: bridovi u
grafu predstavljaju kemijske veze, a putovi u grafu odrazavaju razlicite reakcijske

putove. Slika 3.2.1 prikazuje primjer kemijskog spoja 2,3,5-trimetilheksana.

Slika 3.2.1 Model 2,3,5-trimetilheksana

Spoj se sastoji od ukupno 9 atoma ugljika (C) i 20 atoma vodika (H). Sljedeca slika

(Slika 3.2.2) prikazuje sazetu strukturnu formulu 2,3,5-trimetilheksana.
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] 2 3 4 5 6
H3:C— (|3H— (|3H— CH>— (|3H— CH3

CHs CHs CHs

Slika 3.2.2 Sazeta strukturna formula 2,3,5-trimetilheksana

Kemijski spoj ¢emo prikazati graficki tako da jedan vrh grafa predstavlja jedan atom

ugljika, a bridovi predstavljaju jednostruke veze medu njima (Slika 3.2.3).

7

AV AVA

Slika 3.2.3 Prikaz 2,3,5-trimetilheksana u obliku grafa

Cesto je korisno prikazati udaljenosti izmedu vrhova uz pomo¢ matrice. Konstruirat
¢emo matricu udaljenosti D za prethodni graf. Element matrice udaljenosti djj

predstavlja udaljenost (duljinu najkraceg puta) izmedu i-tog i j-tog vrha [6].

0 1 2 3 4 5 2 3 5]
1 01 2 3 4 1 2 4
21 01 2 3 2 1 3
32101 2 3 2 2
D=14 3 2 1 0 1 4 3 1
54 3 2 1 05 4 2
2 1 2 3 45 0 3 5
3212 3 4 3 0 4
5 4 3 2 1 2 5 4 0

Americki kemicar Herbert Wiener je u 20. st. proucavao kemijska svojstva alkana
(aciklickih zasi¢enih ugljikovodika). DoSao je do spoznaje da je zbroj udaljenosti svih

parova atoma (izuzev atoma vodika) u nekoj strukturi povezan s mnogim razlicitim
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fizikalnim i1 kemijskim svojstvima. Tu veli¢inu nazivamo Wienerov indeks ili

Wienerov broj [6], za koji vrijedi (1):

W=%ZZdU. (1)

Wienerov indeks za 2,3,5-trimetilheksan iznosi 96.

Osim udaljenosti atoma, za ispitivanje raznih svojstava vazan je 1 broj veza atoma u
strukturi. Hrvatsko-ameri¢ki znanstvenik Milan Randi¢ proucavao je nacine
povezanosti atoma u molekuli i predstavio veli¢inu indeksa povezanosti y, koji se po
njemu jo$ naziva i Randi¢ev indeks [6] (2):

X©= Y : @

St geometrijska srednja vrijednost q

Geometrijska srednja vrijednost brida q koji spaja vrhove v; i v; se racuna kao

\/ deg(v;) = deg (v;). Randi¢ev indeks korelira s vaznim svojstvima alkana, poput

vrelista, topljivosti u vodi i veli¢ine molekule. Za 2,3,5-trimetilheksan iznosi 4.0366.

Jo§ jedna fizikalna veli¢ina koja opisuje strukturu kemijskog spoja jest Balabanov
indeks J [6]. Alexandru Balaban je rumunjski kemicar koji je osamdesetih godina
proslog stoljeca definirao veli¢inu koja uzima u obzir zbroj prosje¢nih udaljenosti

atoma u strukturi spoja (3):

©)= o Y
C+1qEE(G) d;d,

M oznacava broj bridova u grafu, ¢ je ciklomatski broj (najmanji broj bridova koji se

(3)

trebaju izbrisati tako da graf nema ciklus), a d; je zbroj elemenata matrice udaljenosti

D u retku i. Balabanov indeks za 2,3,5-trimetilheksan je 3.3766.

2,3,5- trimetilheksan je jedan od 35 strukturnih izomera molekule C9H>o. Slika 3.2.4

prikazuje jo§ neke izomere iste molekule i njihove grafove.
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Nonan 4-metiloktan

2,2,4 A-tetrametilpentan

Slika 3.2.4 Izomeri molekule CoH»g
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4. Razvoj aplikacije

4.1. Tehni¢ke znacajke

Aplikacija za ispitivanje svojstava grafa omogucuje korisniku da na interaktivan na¢in
provjeri je li neki graf jednostavan, povezan, eulerovski, semieulerovski,
hamiltonovski, semihamiltonovski, ima 1i mostove te koji su mu kromatski broj i

kromatski indeks. Slika 4.1.1 prikazuje korisni¢ko sucelje nakon provjere svojstava.

Ispitivanje svojstava grafa

Dodsa) vrhove Dodsa] bridove }
Matrica susjedstva:

Reset

Prika2i svojstva

Graf je jednostavan
Graf je povezan

Graf nije eulerovski
Graf je semieulerovski
Graf je hamiltonovski

Graf nije semihamiltonovski

Graf nema mostove
Kromatski indeks je 3

Kromatski broj je 3

Slika 4.1.1 Izgled korisnickog sucelja

Aplikacija trazi korisnika unos podataka koji opisuju graf. Korisnik klikom miSa
ucrtava vrhove svog grafa, nakon ¢ega se pojavljuje matrica susjedstva. Korisnik moze
dodati bridove ispunjavanjem matrice susjedstva ili izravno ucrtati klikom misa na
vrhove incidentne Zeljenom bridu. Klikom na gumb ,,Prikazi svojstva®, pokreée se
program koji ucitava matricu susjedstva. Uneseni podatci prolaze kroz niz funkcija
koje provjeravaju navedena svojstva. Tijekom rekurzivnog trazenja kromatskog broja
1 kromatskog indeksa, vrhovima i bridovima se dodjeljuju boje. Izlazni parametri su
rezultati testova navedenih svojstava te prikaz grafa. Vrhovi i bridovi grafa prikazani
su na mjestima na kojima ih je ucrtao korisnik te su obojeni u skladu s pronadenim

kromatskim brojem i kromatskim indeksom.
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4.1.1. Razvojno okruzenje

Projekt je izraden pomoc¢u web tehnologija, ukljucuju¢i HTML, CSS i JavaScript, a za
manipulaciju canvas elemenata koristi se Fabric.js biblioteka. Urediva¢ koda za
implementaciju projekta je Visual Studio Code. Projekt je testiran koriStenjem Live

Servera u okviru Visual Studio Codea te pokretan u Chrome web pregledniku.
4.1.2. Struktura projekta

Koristili smo HTML za osnovnu strukturu korisni¢kog sucelja aplikacije. Izgled i
oblikovanje elemenata na stranici ostvareno je u CSS-u. Za izradu programskog
rjeSenja koristili smo JavaScript programski jezik uz Fabric JavaScript biblioteku koja

omogucava crtanje grafa. Na slici (Slika 4.1.2) su prikazane datoteke projekta.

Slika 4.1.2 Struktura projekta

Datoteka index.html se sastoji od dva glavna strukturna blok elementa: header u kojem
je deklariran naslov aplikacije (nalazi se na vrhu i proteZe cijelom Sirinom ekrana) te
grid-container koji omogucava da ostatak stranice ima oblik tablice koja se sastoji od
jednog retka 1 dva stupca. Prvi stupac sadrzi objekte tipa button, a to su gumbi ,,Dodaj
vrhove®, ,,Dodaj bridove* i ,,Reset” te objekt tipa canvas Cije koriStenje omogucéava
fabric.js biblioteka. Canvas sluzi za korisnikovo ucrtavanje vrhova grafa, a nakon
provedenog ispitivanja svojstava, na njemu se prikazuju obojeni vrhovi i bridovi.

Drugi stupac sadrzi strukturni blok matrix u kojem je prikazana matrica susjedstva
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ispod koje se nalazi gumb ,,Prikazi svojstva®. U drugom stupcu se takoder nalazi

strukturni blok result u kojem su prikazani rezultati ispitivanja svojstava.

Glavne funkcionalnosti projekta izvedene su u datoteci script.js. Klikom na gumb
»Dodaj vrhove* poziva se funkcija activateAddingVertex (). Tada je za
korisnika omoguéeno dodavanje vrhova grafa na ekranu. Klikom na podrucje elementa
canvas, poziva se funkcija startAddingVertex () koja povecava broja¢ vrhova
numOfVertices za jedan, pronalazi koordinate kursora u trenutku klika i na tom
mjestu na ekranu prikazuje krug unutar kojega je prikazan njegov redni broj. Prilikom
dodavanja vrhova, svi su obojeni coral bojom heksadecimalnog zapisa #FF7F50, a

kasnije ¢e im boja biti promijenjena.

Klikom na gumb ,,Dodaj bridove* poziva se funkcija uploadTable () iz datoteke
adjacencyMatrix.js. Ona stvara kvadratnu matricu ¢ije dimenzije ovise o globalnoj
varijabli numOfVertices, odnosno o broju vrhova. Korisniku se prikazuje prazna
matrica koju treba ispuniti te gumb ,,Prikazi svojstva“. Korisnik moze ispuniti matricu
crtanjem bridova klikom miSa na krajnje vrhove Zzeljenog brida ili izravnim

upisivanjem brojeva u matricu.

Klikom na gumb ,Prikazi svojstva® poziva se funkcija calculate (). Ako je
korisnik u matricu unio neocekivanu vrijednost, prikazuje se upozorenje 1 korisnik
moze ispraviti gresku. Ako je sve u redu, pokrece se ispitivanje svojstava za graf

odreden matricom susjedstva.

4.1.2.1 Provjera jednostavnosti

Prvo se provjerava je li graf jednostavan pozivanjem funkcije checkSimple () iz
datoteke checkSimple.js. Prolazimo kroz elemente matrice susjedstva. Ako naidemo
na element koji predstavlja vise bridova izmedu dva vrha, funkcija vraca false. Ako
naidemo na petlju (brid koji je incidentan samo s jednim vrhom), funkcija takoder

vraca false. Ako prodemo cijelu matricu, funkcija vraca true i graf je jednostavan.
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4.1.2.2 Provjera povezanosti

Zatim se provjerava povezanost grafa pozivom funkcije checkConnected () iz
datoteke checkConnected.js. Graf je povezan ako mozemo naci Setnju koja obuhvaca

bilo koji par vrhova. Pogledajmo primjer grafa koji ima pet vrhova (Slika 4.1.3).

Slika 4.1.3 Primjer grafa

Definiramo pomoc¢no polje tempArr €iji broj elemenata je jednak broju vrhova te im

dodjeljujemo vrijednost nula (Slika 4.1.4).

0 0 0 0 0

Slika 4.1.4 Pomo¢no polje

Prvom elementu (koji predstavlja prvi vrh) dodjeljujemo vrijednost jedan. Prolazimo
po matrici susjedstva. Gledamo prvi red. Ako naidemo na brid koji spaja neki vrh s
prvim vrhom, u polju tempArr dodjeljujemo vrijednost jedan elementu koji
predstavlja taj vrh te smatramo da smo te vrhove ,,prosli“. U sljede¢im redovima, za
svaki brid na koji naidemo, provjeravamo spaja li neki vrh koji jo§ nismo ,,prosli* s
nekim koji jesmo. Ako je to istina, onda u pomo¢nom polju elementu koji predstavlja
taj vrh dodjeljujemo vrijednost jedan, kao i elementima koji predstavljaju njemu

susjedne vrhove, a koje prethodno nismo ,,prosli* (Slika 4.1.5).
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Matrica susjedstva:

Pomocno polje:

Slika 4.1.5 Prikaz ispunjavanja pomo¢nog polja

Kada dodemo do kraja matrice, provjeravamo imaju li svi elementi pomo¢énog polja
vrijednost jedan. Ako nemaju, funkcija vraca indeks elementa matrice susjedstva koji
prvi nije povezan s pocetnim vrhom i vracéa false. U suprotnom vraca true i graf je

povezan.

4.1.2.3 Provjera eulerovosti

Funkcije za provjeru eulerovosti deklarirane su u datoteci checkEuler.js. Ako je graf
povezan, poziva se funkcija checkEulerForConnected (). Definirana je
varijabla numOf0Odd koja ¢e sluziti kao broja¢ vrhova neparnog stupnja i dodijeljena
Joj je vrijednost nula. Za povezani graf je jednostavno provjeriti je 1li eulerovski.
Potrebno je samo provjeriti postoji li vrh neparnog stupnja. Za svaki red matrice
susjedstva (vrh), brojimo broj bridova. Ako taj broj bude neparan, graf nije eulerovski
1 broja¢ vrhova neparnog stupnja se povecava za jedan. Ako i samo ako je na kraju
broja¢ numOf0Odd jednak dva, graf je semieulerovski. Ako smo dosli do kraja matrice
bez pronalaska vrha s neparnim stupnjem, graf je eulerovski, $§to povla¢i da nije
semieulerovski. Slika 4.1.6 prikazuje provjeru stupnjeva vrhova grafa s prethodne
slike (Slika 4.1.3). U ovom slucaju je broj neparnih stupnjeva jednak dva, $to znaci da

je graf semieulerovski.
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Matrica susjedstva:

1 —

1 1 —> 9
1 1 —> 2

1 1 —> 2

1 — 1

Slika 4.1.6 Provjera stupnja svakog vrha

Ako graf nije povezan, poziva se funkcija checkEulerForDisconnected().
Koristimo varijablu indexOfDisconnected u kojoj je nakon poziva funkcije
checkConnected () spremljen indeks vrha koji prvi nije spojen s prvim vrhom u
matrici. Provjeravamo postoji i brid koji spaja taj vrh s nekim drugim (ili istim)

vrhom:

e ako ne postoji, stvaramo novu matricu u kojoj iskljucujemo taj vrh i
provjeravamo je li graf koji je predstavljen novom matricom povezan. Ako jest,
poziva se funkcija checkEulerForConnected (), a ako nije, poziva se
checkEulerForDisconnected (), tj. funkcija poziva samu sebe.

e ako postoji, provjeravamo je li taj brid petlja (ili ako postoji viSe bridova,
provjeravamo jesu li svi bridovi petlje). Ako jest, provjeravamo je li ta petlja
jedini brid u grafu (ako ima viSe petlji, provjeravamo da su to jedini bridovi u
grafu). Ako jest, graf je eulerovski (i nije semieulerovski). Ako u grafu postoji

jos bridova, graf nije eulerovski ni semieulerovski.

4.1.2.4 Provjera hamiltonovosti

Zatim provjeravamo je li graf hamiltonovski i semihamiltonovski pozivom funkcije
checkHamiltonian () iz datoteke checkHamilton.js. Ako se graf sastoji od samo
jednog vrha bez bridova, graf je hamiltonovski i nije semihamiltonovski. U suprotnom
trazimo hamiltonovski ciklus (ciklus koji povezuje sve vrhove). Definiramo pomoc¢nu

varijablu tempArr kao polje dimenzije broja vrhova i na poc¢etku svakom elementu
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dodjeljujemo vrijednost nula. U for-petlji imamo broj iteracija jednak broju vrhova, a
sluzi za pozivanje funkcije hamiltonianRecursion (). U toj funkciji
pokusavamo dobiti ciklus koji obuhvaca sve vrhove tako S§to pozivamo funkciju
addVertex () koja vraca true ako je poslani parametar vrh koji je susjedan vrhu koji
smo zadnje upisali u pomo¢no polje i ako taj vrh nismo ve¢ ,,prosli“. Nakon dodavanja
vrha, funkcija hamiltonianRecursion () poziva samu sebe. Ako ne dode do
zadnjeg vrha, vraca false. Slika 4.1.7 prikazuje trazenje Hamiltonovog ciklusa na

primjeru grafa. Rekurzija vraca false i graf nije hamiltonovski.

I 1 f f 2 F 8
P L S

v

w

[ v} 1] vl
4 x T W

Slika 4.1.7 Postupak traZzenja Hamiltonovog ciklusa

Paralelno s trazenjem Hamiltonovog ciklusa, provjerit ¢emo i semihamiltonovost. Zato
imamo for-petlju kojom provjeravamo postoji li put koji obuhvaca sve vrhove tako $to
u  svakoj  iteraciji  kre¢emo od  sljede¢ceg vrha 1 pozivamo
hamiltonianRecursion (). Ako smo nakon dodavanja vrhova u pomoéno polje

dosli do zadnjeg vrha, provjeravamo je li on spojen s prvim:

e ako nije, graf nije hamiltonovski, ali jest semihamiltonovski.
e ako jest, provjeravamo ima li graf viSe od dva vrha:
o ako ima, graf je hamiltonovski i nije semihamiltonovski.
o ako graf ima samo dva vrha, provjeravamo jesu li spojeni s vise od
jednog brida:
= ako jesu, graf je hamiltonovski i nije semihamiltonovski.

* ako nisu, graf nije hamiltonovski i jest semihamiltonovski.
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4.1.2.5 Provjera mostova

Nakon toga provjeravamo ima li graf mostove pozivom funkcije
bridgeRecursion () iz datoteke checkBridge.js. Stvaramo pomo¢nu matricu
tempArr u koju upisujemo vrijednosti elemenata matrice susjedstva. Ovisno o

povezanosti grafa, trazimo mostove na sljede¢i nacin:

e ako je graf povezan, pozivamo funkciju checkBridge (). Unutar te
funkcije prolazimo kroz matricu susjedstva, briSemo brid na koji prvi naidemo
(mijenjamo vrijednost elementa u matrici susjedstva) i provjeravamo je li takav
graf (s promijenjenom matricom) povezan. Ako nije, nasli smo most. Ako jest,
vra¢amo staru vrijednost u promijenjeni element matrice i1 briSemo drugi brid
te ponavljamo postupak dok ne nademo most. Ako dodemo do kraja matrice,
zakljuCujemo da nema mosta. Slika 4.1.8 prikazuje pronalazak mosta na

povezanom grafu.

Slika 4.1.8 Postupak trazenja mosta na povezanom grafu

e ako graf nije povezan, definiramo pomoc¢no polje verticesArray
dimenzije broja vrhova i svim elementima dodjeljujemo vrijednost nula. Kako
budemo posjecivali vrhove, mijenjat ¢emo vrijednosti pripadaju¢ih elemenata
polja u jedan. Kre¢emo od prvog vrha i trazimo vrhove koji su povezani s njim.
Kada prodemo cijelu matricu, definiramo dvije nove matrice, tempArr i
tempArr2:

o prva matrica se sastoji od vrhova koji su povezani s prvim vrhom
originalne matrice susjedstva (to su vrhovi koji su predstavljeni

elementima polja verticesArray koji imaju vrijednost jedan).
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o druga matrica se sastoji od ostalih vrhova originalne matrice susjedstva
(onth  vrhova koji su predstavljeni elementima  polja
verticesArray koji imaju vrijednost nula).

Slika 4.1.9 prikazuje slucaj trazenja mosta u nepovezanom grafu. Pozivamo
funkciju checkBridge () kojoj kao parametar dajemo matricu tempArr.
Ako je most pronaden, izlazimo uz funkcije bridgeRecursion (). Ako
nije, funkcija bridgeRecursion () poziva samu sebe i kao parametar
uzima matricu tempArr2 i cijeli postupak se ponavlja dok ne nademo most

ili dodemo do kraja originalne matrice susjedstva, kada zaklju¢ujemo da graf

nema most.
tempArr
1 1
> 1 EE——
5 L 5
3 tempArr2

Slika 4.1.9 Postupak traZzenja mosta na nepovezanom grafu

4.1.2.6 Provjera kromatskog broja

Jedno od svojstava koje trazimo je 1 kromatski broj grafa. Funkcija
checkChromaticNum () sadrzi for-petlju s brojem iteracija jednakim broju vrhova
grafa (jer je to najvec¢i moguci kromatski broj za taj graf). U svakoj iteraciji se poziva
funkcija isChromaticNum () kojoj se kao parametar daje redni broj iteracije.
Unutar te funkcije definiramo varijablu tempArr koja sluzi kao pomocno polje
dimenzije broja vrhova te se svakom elementu dodjeljuje vrijednost nula. Poziva se
funkcija chromaticNumRecursion (). Ona kao parametre uzima broj za koji
ispitujemo je li kromatski, pomo¢no polje tempArr €iji elementi predstavljaju vrhove

kojima dodjeljujemo boje te vrh koji pokuSavamo obojiti. U for-petlji pozivamo
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funkciju addColorNum () kojom Zelimo dodijeliti boju trenutnom vrhu (boja se

moze dodijeliti vrhu ako nije ve¢ dodijeljena susjednom vrhu):

ako uspijemo, funkcija chromaticNumRecursion () poziva samu sebe za
sljede¢i vrh. Ako obojimo sve vrhove, funkcija vraca true i pronaden je
kromatski broj. Funkcija isChromaticNum () vraca true i unutar funkcije
checkChromaticNum () seizlazi iz for-petlje.

ako nismo uspjeli obojiti vrh, idemo u sljedecu iteraciju for-petlje kojom se vrh
pokusava obojiti drugom bojom ponovnim pozivom  funkcije
addColorNum (), a maksimalni broj iteracija je jednak broju za koji
ispituyjemo je li kromatski. Ako nikako ne uspijemo obojiti vrh,
chromaticNumRecursion () vraca false, isChromaticNum () vraca
false, a unutar funkcije checkChromaticNum () idemo u sljedecu iteraciju
for-petlje kojom provjeravamo je li sljedec¢i broj jednak kromatskom broju

grafa.

Slika 4.1.10 prikazuje postupak bojenja vrhova.

1 2 & 2 @ @

Slika 4.1.10 Postupak trazenja kromatskog broja

4.1.2.7 Provjera kromatskog indeksa

Prije trazenja kromatskog indeksa, pozivamo funkciju drawEdges () kojom ¢emo

nacrtati bridove grafa, a onda ¢emo ih kasnije, paralelno s traZenjem kromatskog

indeksa, bojiti. Pozivamo funkciju checkChromaticIndex (). Prije toga smo

definirali varijablu edgeMatrix kao matricu susjedstva bridova grafa. To jest,

elementu ij matrice susjedstva bridova je pridruZena vrijednost jedan ako je i-tom bridu

susjedan j-ti brid. Kromatski indeks ¢emo naci pronalaskom kromatskog broja matrice

susjedstva bridova. Funkcije koje koristimo su analogne onima za trazenje kromatskog
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broja, uz to $to u funkciji chromaticIndRecursion () dodjeljujemo boje

bridovima i prikazujemo ih na ekranu (Slika 4.1.11).

—> —>

® @ *——

Slika 4.1.11 Postupak trazenja kromatskog indeksa

Korisniku se osim prikazanog grafa s obojenim vrhovima i bridovima prikazuje i

rezultat poziva funkcije calculate (), tj. sva ispitana svojstva.

4.2. Upute za koristenje

Pokretanjem aplikacije, korisniku je prikazana stranica s naslovom ,Ispitivanje
svojstava grafa®. Ostatak stranice podijeljen je u dva dijela: lijevi dio sluzi za prikaz

grafa, a desni za prikaz matrice susjedstva i ispitanih svojstava. (Slika 4.2.1).

Ispitivanje svojstava grafa

Dodaj vrhove Dodaj bridove

Reset

Slika 4.2.1 Izgled stranice nakon pokretanja aplikacije

Klikom na gumb ,,Dodaj vrhove®, otklju¢ava se moguénost crtanja (dodavanja vrhova
klikom miSa) na lijevoj strani. Korisnik dodaje sve vrhove grafa kojem Zeli ispitati

svojstva. Na svakom vrhu se ispisuje njegov redni broj radi lakSeg snalazenja. Klikom
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na gumb ,,.Dodaj bridove®, korisnik moze klikom misa ucrtavati bridove i to na na¢in
da prvo klikne na jedan, a zatim na drugi vrh s kojim ¢e zeljeni brid biti incidentan.

Brid se odmah pojavljuje na ekranu (Slika 4.2.2).

11 3

12

8

Slika 4.2.2 Izgled prostora za crtanje nakon ucrtavanja grafa

Klikom na gumb ,,Dodaj bridove®, korisniku se s desne strane prikazuje prazna matrica
koju ispunjava na sljedeci na¢in: element ij matrice predstavlja brid izmedu vrhova i i
J te mora imati vrijednost koja odgovara broju bridova izmedu dva vrha. Ako izmedu
dva vrha nema bridova, moze se upisati nula ili ostaviti prazno. Ako neki vrh i ima
petlje, u element matrice ii se upisuje vrijednost dvostruko veca od broja petlji za taj
vrh. Nakon klika na gumb ,,PrikaZi svojstva®, aplikacija upozorava korisnika na
netocan unos ako matrica nije simetri¢na, ako je vrijednost elementa na mjestu ij gdje

je i =j neparan te ako je unesena vrijednost koja nije cijeli broj.

Dakle, korisnik moZe unijeti bridove grafa izravnim ucrtavanjem na lijevu stranu
ekrana klikom miSa na odabrane vrhove, ili ispunjavaju¢i matricu susjedstva. Korisnik

moze 1 kombinirati ta dva nacina.

Nakon ispravnog unosenja vrijednosti elemenata u matricu, korisnik klikom na gumb
,»Prikazi svojstva‘ pokrece u¢itavanje matrice u program i testiranje trazenih svojstava.
Ako se radi o jako slozenom grafu (s velikim kromatskim indeksom), moguce je da ¢e
program trebati nekoliko sekundi za provjeru svih svojstava. Nakon izvodenja
programa, korisnik na lijevoj strani moze vidjeti graf kojem su vrhovi i bridovi obojeni

u skladu s pronadenim vrijednostima za kromatski broj i kromatski indeks. Na desnoj

40



strani 1 dalje vidi matricu susjedstva ispod koje se nalaze rezultati ispitivanja (Slika

4.2.3).

Dodaj vrhove Dodaj bridove . .
Matrica susjedstva:

Reset

PrikaZi svojstva

Graf je jednostavan
Graf je povezan
Graf nije eulerovski
Graf nije semieulerovski
Graf nije hamiltonovski
Graf je semihamiltonovski
Graf nema mostove
Kromatski indeks je 4
Kromatski broj je 3

Slika 4.2.3 Rezultat provjere svojstava

4.3. Testiranje

Na sljede¢im slikama (Slika 4.3.1, Slika 4.3.2, Slika 4.3.3, Slika 4.3.4) prikazani su

primjeri grafova i rezultati ispitivanja njihovih svojstava.

Graf je jednostavan
Graf je povezan
Graf nije eulerovski
Graf nije semieulerovski
Graf je hamiltonovski
Graf nije semihamiltonovski
Graf nema mostove
Kromatski indeks je 3
Kromatski broj je 2

Slika 4.3.1 Heawoodov graf i njegova svojstva
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Graf je jednostavan
Graf je povezan
Graf nije eulerovski
Graf nije semieulerovski
Graf je hamiltonovski
Graf nije semihamiltonovski

Graf nema mostove
Kromatski indeks je 5
Kromatski broj je 4

Slika 4.3.2 Ikosaedar i njegova svojstva

Graf je jednostavan
Graf je povezan
Graf je eulerovski
Graf nije semieulerovski
Graf je hamiltonovski
Graf nije semihamiltonovski
Graf nema mostove
Kromatski indeks je 4
Kromatski broj je 4

Slika 4.3.3 Primjer eulerovskog grafa

Graf nije jednostavan
Graf nije povezan
Graf nije eulerovski
Graf nije semieulerovski
Graf nije hamiltonovski
O O Graf nije semihamiltonovski
Graf ima mostove
Kromatski indeks je 3
Kromatski broj je 3

Slika 4.3.4 Primjer nepovezanog grafa
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Zakljuéak

Cilj zavr$nog rada bio je opisati svojstva grafova te napraviti racunalnu aplikaciju za
njihovo ispitivanje.

Definirani su sljede¢i pojmovi: jednostavnost, povezanost, eulerovost, hamiltonovost,
mostovi, kromatski broj i kromatski indeks grafa. Izradena je interaktivna aplikacija
koja omogucava korisniku provjeru navedenih svojstava. Korisnik unosi vrhove i
bridove grafa, nakon ¢ega se odreduju njegove znacajke, a rezultat se prikazuje na
ekranu. Vrhovi 1 bridovi su obojeni u skladu s pronadenim kromatskim brojem i

kromatskim indeksom grafa.

Aplikacija ima ograni¢enja s obzirom na broj vrhova i bridova. Za grafove s
maksimalnim stupnjem vrha manjim od sedam, aplikacija bi trebala dati rjeSenje za
manje od dvije sekunde. Za slozenije grafove, izvodenje programa moze trajati vise
od minute. Na brzinu programa najviSe utjeCu rekurzivne funkcije za trazenje
kromatskog broja i kromatskog indeksa. S obzirom da je koriSteno iscrpno
pretrazivanje prolazeci po vrhovima po njithovom rednom broju, sam raspored ucrtanih

vrhova utjece na brzinu pronalaska kromatskog broja grafa.
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Sazetak

Racunalna aplikacija za odredivanje znacajki grafa

Teorija grafova ima razne primjene, kako u matematici, tako i u drugim podruc¢jima.
Neka od najvaznijih svojstava grafova su jednostavnost, povezanost, eulerovost,
hamiltonovost, postojanje mostova, kromatski broj i kromatski indeks. Cilj ovog
zavrsnog rada bio je prouciti 1 opisati navedena svojstva i napraviti aplikaciju za
njihovo ispitivanje.

Prvo je svaka od ispitivanih znacajki detaljno objaSnjena te su dani primjeri grafova.
Dokazani su najvazniji teoremi. Navedene su neke primjene teorije grafova, npr. u
kemiji i elektrotehnici. Izradena je interaktivna ra¢unalna aplikacija koja omogucava
korisniku odredivanje znacajki grafa. Za izradu aplikacije koriSten je JavaScript
programski jezik i Visual Studio Code urediva¢ koda. Na kraju je opisan nacin rada

programa i dane su upute za koristenje.

Kljucne rijeci: graf, jednostavan, povezan, Euler, Hamilton, kromatski broj, kromatski

indeks, aplikacija, JavaScript
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Summary

A Computer Application for Determining Graph Features

Graph theory has various applications, both in mathematics and in other fields. Some
of the most important properties of graphs are simplicity, connectivity, Eulerianity,
Hamiltonianity, existence of bridges, chromatic number and chromatic index. The goal
of this undergraduate thesis was to study and describe the mentioned properties and to

create an application for their verification.

First, each of the examined features was thoroughly explained, accompanied by
examples of graphs. The most important theorems were proven. Some applications of
graph theory were mentioned, such as in chemistry and electrical engineering. An
interactive computer application was developed, enabling users to determine the
features of a graph. JavaScript programming language and Visual Studio Code editor
were used for the application development. The program's functionality and

instructions for usage were described at the end.

Keywords: graph, simple, connected, Euler, Hamilton, chromatic number, chromatic

index, application, JavaScript
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