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1. Uvod

Teorija vjerojatnosti jedno je od najvažnijih područja matematike koje se najviše pri-

mjenjuje u područjima matematičke statistike, kao i u raznim područjima fizike, bi-

ologije, ekonomije i drugdje. Područje teorije vjerojatnosti bavi se proučavanjem slu-

čajnih varijabli, njihovih distribucija i karakteristika kao što su očekivanje i disperzija.

Matematička statistika bavi se proučavanjem i obradom manjeg dijela populacije koju

nazivamo uzorak. Podatci prikupljeni iz odabranog uzorka sortiraju se, analiziraju i

interpretiraju metodama teorije vjerojatnosti.

Kako bismo bolje razumjeli očekivanje potencijalnih velikih uzoraka i njihovu

aproksimaciju, prvo je važno upoznati se s osnovama teorije vjerojatnosti i matema-

tičke statistike. U drugom poglavlju objašnjena je teorijska pozadina potrebna za ra-

zumijevanje osnovnih pojmova kao što su slučajna varijabla, očekivanje i uzorak, dok

je u treÂcem poglavlju detaljnije opisan postupak aproksimacije očekivanja korištenjem

asimptotskog razvoja.

U četvrtom poglavlju predstavit Âcemo rezultate aproksimacije za očekivanja koja

smo definirali u prethodnom poglavlju. KoristeÂci razvijenu aplikaciju, aproksimirat

Âcemo očekivanja za uzorke različitih duljina na slučajnim varijablama s jednolikom i

normalnom distribucijom.
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2. Teorijska podloga

U ovom poglavlju upoznat Âcemo se s osnovnim pojmovima iz područja vjerojatnosti i

statistike. Definirat Âcemo slučajnu varijablu i bitne pojmove vezane uz njih kao što su

očekivanje, ishodišni i centralni momenti i sl.

2.1. Slučajne varijable

Prilikom realizacije nekog pokusa ostvaruje se elementaran doga Ådaj ω ∈ Ω. Cilj po-

kusa je upravo mjerenje neke numeričke veličine koja ovisi o realizaciji tog elemen-

tarnog doga Ådaja. Jednostavan primjer je model bacanja novčiÂca. Elementarni doga Ådaji

su pismo i glava koje Âcemo redom označiti s 0 i 1. Time smo definirali preslikavanje

iz skupa Ω u skup S = {0, 1}. Upravo takvo preslikavanje nazivamo slučajna varijabla.

Razlikujemo dvije vrste slučajnih varijabli, diskretne i kontinuriane slučajne varija-

ble. Gore spomenuti primjer predstavlja diskretnu slučajnu varijablu. Glavna razlika je

što diskretne varijable poprimaju svoje vrijednosti unutar diskretnog skupa, dok konti-

nuirane mogu poprimiti vrijednost kao bilo koji realni broj unutar nekog intervala. Cilj

ovog poglavlja je definirati detaljnije obje slučajne varijable i uočiti razlike i sličnosti.

Preslikavanje X : Ω → S je diskretna slučajna varijabla ako je za svaki xk ∈ S

skup Ak := {ω ∈ Ω : X(ω) = xk} doga Ådaj. Označimo

pk := P (Ak) = P (X = xk). (2.1)

Za ove brojeve vrijedi:

1) Vjerojatnost svakog doga Ådaja mora biti veÂca od nule, pk > 0,

2) Zbroj svih vjerojatnosti mora iznositi 100% odnosno 1,
∑

pk = 1.

Zakon razdiobe slučajne varijable X sastoji se od područja vrijednosti koje ona po-

prima i odgovarajuÂcih vjerojatnosti

X ∼
(

x1 x2 x3 . . .

p1 p2 p3 . . .

)

. (2.2)
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Funkcija razdiobe kontinuirane slučajne varijable X je funkcija F: R -> [0,1] defi-

nirana formulom

F (x) := P ({X < x}). (2.3)

Poznavanjem funkcije razdiobe, moguÂce je izračunati vjerojatnost pojave slučajne va-

rijable na intervalu [ a, b ], a < b

F (b) = P ({X < b})
= P ({X < a} ∪ {a ≤ X < b})
= P ({X < a}) + P ({a ≤ X < b})
= F (a) + P ({a ≤ X < b})

(2.4)

P ({a ≤ X < b}) = F (b)− F (a).

Kod kontinuiranih slučajnih varijabli uvodimo novi pojam koji nazivamo funkcija gus-

toÂce. Za slučajnu varijablu X kažemo da je kontinuirana ukoliko postoji nenegativna

funkcija gustoÂce f : R → R

F (x) =

∫ x

−∞

f(t)dt. (2.5)

U točkama neprekinutosti od funkcije gustoÂce vrijedi

f(x) =
dF (x)

dx
. (2.6)

Nezavisnost slučajnih varijabli je primjenjiva i na diskretne i na kontinuirane slučajne

varijable. Slučajne varijable X i Y su nezavisne ukoliko za sve intervale A i B, gdje

A,B ∈ R vrijedi

P (X ∈ A, Y ∈ B) = P (X ∈ A) · P (Y ∈ B). (2.7)

U nekom stohastičkom pokusu najčešÂce promatramo više slučajnih varijabli. Svaka

od tih varijabli ima svoju razdiobu koja često, ali ne i nužno ovisi o drugim slučajnim

varijablama. Takav sustav višedimenzionalnih varijabli nazivamo slučajjni vektori.

Slučajni vektor jest ure Ådena n-torka slučajnih varijabli X = (X1, X2, ..., Xn) :

Ω → R
n. Takav vektor nazivamo n-dimenzonalan vektor. Funkciju razdiobe slučajnog

vektora definiramo kao

F (x1, . . . , xn) := P (X1 < x1, . . . , Xn < xn), (x1, . . . , xn) ∈ R
n, (2.8)

a gustoÂcu razdiobe slučajnog vektora kao

f(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn)

∂x1 . . . ∂xn

. (2.9)
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2.2. Ishodišni i centralni moment

Slučajne varijable se opisuju i interesantne su nam zbog svojih numeričkih karakteris-

tika. Neka je n prirodni broj. Ishodišni moment reda n definiramo formulom

E(Xn) =
∑

k

xn
k · pk. (2.10)

Centralni moment µn reda n za očekivanje mX od X , definiramo

µn := E[(X −mX)
n] =

∑

k

(xk −mX)
n · pk. (2.11)

Očekivanje ili centralni moment reda 1 je najvažnija karakteristika slučajnih varija-

bli. Očekivanje diskretne slučajne varijable je definirano kao suma svih vrijednosti

pomnoženih s vjerojatnosti pojavljivanja te vrijednosti

E(X) :=
∑

k

xkpk. (2.12)

Očekivanje zapravo predstavlja težište slučajne varijable.

Slika 1. Očekivanje mx diskretne slučajne varijable je težinska sredina njezinih realizacija.

Dok je za kontinuiranu slučajnu varijablu definirano kao

E(X) =

∫ ∞

−∞

xf(x) dx. (2.13)

Očekivanje ima svojstvo linearnosti tj. za sve brojeve s i t, gdje s, t ∈ R vrijedi

E(sX + tY ) = sE(X) + tE(Y ). (2.14)

Ukoliko su X i Y nezavisne, vrijedi

E(XY ) = E(X)E(Y ). (2.15)
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Disperzija je još jedna interesantna numerička karakteristika koja opisuje rasipanje

slučajne varijable. Definiramo ju kao centralni moment drugog reda (n=2)

D(X) = E[(X − µ)2] = E(X2)− µ2, (2.16)

tj. za kontinuiranu slučajnu varijablu vrijedi

D(X) =

∫ ∞

−∞

(x− µ)2f(x) dx =

∫ ∞

−∞

x2f(x) dx− µ2. (2.17)

Svojstva disperzije su

D(X + Y ) = D(X) +D(Y ),

D(sX) = s2D(X).
(2.18)

Veličina koja prikazuje odstupanje varijable X nazivamo standardna devijacija σX te

vrijedi σX :=
√

D(X).

2.3. Primjeri razdioba slučajnih varijabli

U ovom poglavlju upoznat Âcemo se s osnovnim pojmovima iz područja vjerojatnosti i

statistike. Definirat Âcemo slučajnu varijablu i bitne pojmove vezane uz njih kao što su

očekivanje, ishodišni i centralni momenti i sl.

2.3.1. Jednolika razdioba

Slučajna varijabla X koja nasumično uzima broj unutar intervala [a, b] ima jednoliku

razdiobu na intervalu [a, b]. Kažemo da je varijabla X jednoliko ili uniformno distribu-

irana na intervalu [a, b], ukoliko je zadana funkcijom razdiobe

F (x) =
x− a

b− a
, a ≤ x ≤ b, (2.19)

odnosno funkcijom gustoÂce

f(x) =
1

b− a
, a ≤ x ≤ b. (2.20)
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Slika 1. Grafovi funkcije gustoće i funkcije razdiobe jednolike razdiobe,na intervalu [a,b]

Sada kad znamo kako glasi funkcija gustoÂce jednolike razdiobe i kako se računa

očekivanje neprekinutih slučajnih varijabli, moguÂce je izraziti očekivanje slučajne va-

rijable X s jednolikom razdiobom na intervalu [a, b]

E(X) =

∫ ∞

−∞

xf(x) dx

=

∫ b

a

x
1

b− a
dx

=
b+ a

2
.

(2.21)

Na sličan način možemo odrediti disperziju te slučajne varijable

D(X) = E[(X −mX)
2]

= E(X2)− E(X)2

=

∫ b

a

x2f(x)dx− E(X)2

=
(b− a)2

12
.

(2.22)

2.3.2. Normalna razdioba

Normalna razdioba je jedna od najvažnijih razdioba upravo zbog svoje učestalosti.

Slučajnu varijablu X s normalnom razdiobom označavamo kao X ∼ N (a, σ2). Graf

ove funkcije je zvonolika krivulja koju još nazivamo i Gaussova krivulja.
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Slika 1. Graf gustoće normalne razdiobe, za vrijednost parametra a = 0

Slučajna varijabla X ima normalnu razdiobu s parametrima a ∈ R i σ2 > 0 ako je X

neprekinuta slučajna varijabla s razdiobom

f(x) =
1√
2πσ2

e−
(x−a)2

2σ2 . (2.23)

Izaberemo li parametre a = 0 i σ = 1, dobivamo slučajnu varijablu N (0, 1) koja se

zove jedinična normalna razdioba. Njezinu gustoÂcu označavamo sa

ϕ(u) =
1√
2π

e−
1
2
u2

. (2.24)

Znamo da je pomoÂcu funkcije gustoÂce moguÂce odrediti funkciju razdiobe

Φ(u) =

∫ u

−∞

ϕ(t)dt =
1√
2π

∫ u

−∞

e−
1
2
t2dt. (2.25)

Vidimo da je funkcija ϕ parna pa možemo napisati

Φ(u) =

∫ u

−∞

ϕ(t)dt

=

∫

0

−∞

ϕ(t)dt+

∫ u

0

ϕ(t)dt

=
1

2
+

1

2

∫ u

−u

ϕ(t)dt

=
1

2

[

1 + Φ∗(u)
]

.

(2.26)

Funkciju razdiobe Φ možemo zapisati pomoÂcu funkcije

Φ∗(u) =
1√
2π

∫ u

−u

e−
1
2
t2dt. (2.27)
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Slika 2. Vrijednost funkcije Φ
∗ jednaka je površini ispod grafa, unutar intervala [-u,u ]

Očekivanje i disperziju normalne razdiobe moguÂce je izračunati koristeÂci karakteris-

tičnu funkciju. Za X ∼ N (a, σ2) vrijedi

ϑ(t) = eita−
1
2
σ2t2

ϑ′(t) = (ia− σ2t)eita−
1
2
σ2t2

ϑ′(0) = ia

ϑ′′(t) =
[

−σ2 + (ia− σ2t)
2
]

eita−
1
2
σ2t2

ϑ′′(0) = −σ2 − a2.

Sada je moguÂce izraziti očekivanje i disperziju

E(X) = −iϑ′(0) = a

D(X) = −ϑ′′(0) + ϑ′(0)2 = σ2.

2.4. Osnovni elementi statistike

Statistika se bavi proučavanjem nekog masovnog skupa, kojeg nazivamo populacija.

Podatak koji proučavamo se naziva obilježje te se u praksi često proučava više obi-

lježja. Populaciju čini skup Ω, a obilježje opisujemo pomoÂcu slučajne varijable X.

Glavni problem statistike je upravo odre Ådivanje numeričkih karakteristika i razdiobe

slučajne varijable X.

Vrlo često je populacija prevelika i nepotrebno je statistički obraditi čitavu popu-

laciju. U tom slučaju uzimamo manji skup te populacije koji nazivamo uzorak. Bitno

je dobro odrediti uzorak kako bi on mogao predstavljati čitavu populaciju.
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Neka je X slučajna varijabla s razdiobom F. Slučajne varijable X1, . . . , Xn nazi-

vamo nezavisnim kopijama slučajne varijable X ukoliko vrijedi da su:

1. me Ådusobno nezavisne,

2. imaju razdiobu identičnu razdiobi slučajne varijable X.

Takvu n-torku slučajnih varijabli nazivamo uzorak. Ukoliko je x1 realizacija slučajne

varijable X1, tj. xn realizacija slučajne varijable Xn, tada (x1, . . . , xn) nazivamo re-

alizacija ili vrijednost uzorka (X1, . . . , Xn). Broj n predstavlja veličinu tj. dimenziju

uzorka.

Za nepoznato očekivanje a populacije X odabiremo statistiku

X̄ =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
(2.28)

koju nazivamo sredina uzorka.

Označimo nepoznato očekivanje

E(X̄) = a. (2.29)

Varijabla X je slučajna te prema svojstvima očekivanja vrijedi

E(X̄) = E

(

X1 +X2 + · · ·+Xn

n

)

=
1

n
(E(X1) + E(X2) + · · ·+ E(Xn))

= a.

Isto tako označimo disperziju

D(X̄) = σ2. (2.30)

Znamo da su varijable X1, X2, ..., Xn nezavisne pa vrijedi

D(X̄) = D

(

X1 +X2 + . . .+Xn

n

)

=
1

n2

n
∑

i=1

D(Xi)

=
σ2

n
.

(2.31)

Gdje je σ2 varijanca tj. disperzija populacije.

Vidimo da je disperzija statistike X̄ obrnuto proporcionalna veličini uzorka. Iz

čega možemo zaključiti da što je veÂci uzorak to Âce više vrijednosti biti koncentrirane

oko srednje vrijednosti E(X̄) = a. Što znaÂci da Âce X̄ biti dobra procjena za a.

9



Nepoznato očekivanje a populacije X procjenjujemo pomoÂcu sredine uzorka

X̄ =
1

n

n
∑

i=1

Xi. (2.32)

Za tu slučajnu varijablu vrijedi

E(X̄) = a, (2.33)

D(X̄) =
σ2

n
. (2.34)

10



3. Asimptotski razvoj

3.1. Općenito o asimtptoskim razvojima

Cilj ovog poglavlja je upoznati se s asimptotskim redovima, odnosno asimptotskim ra-

zvojem. Za početak je potrebno definirati O-notaciju. Neka su x i x0 točke u području

R kompleksne ravnine. Promatramo dvije funkcije f(x) i g(x), g(x) ̸= 0.

Ako postoji broj A, takav da je |f(x)/g(x)| ≤ A za sve x iz R, tada pišemo

f(x) = O(g(x)), x → x0 u R. (3.1)

Ako vrijedi f(x)/g(x) → 0 kada x → x0, tada pišemo

f(x) = o(g(x)), x → x0 u R. (3.2)

DEFINICIJA 1. Kažemo da je red

∑∞

k=0
akρk(x)

asimptotski razvoj funkcije f(x) kada x → x0 u području R, ako vrijedi

f(x) =
n
∑

k=0

akρk(x) + o(ρn(x)), x → x0 u R. (3.3)

Često pišemo

f(x) =
n
∑

k=0

akϕk(x), x → x0. (3.4)

Mnogo funkcija može imati isti asimptotski razvoj i za te funkcije kažemo da su ekvi-

valentne. Funkcija f(x) može imati drugačiji razvoj na nekom drugom području R i

za neki drugi x0.

DEFINICIJA 2. Asimptotski razvoj

f(x) ∼ a0 +
a1
x

+
a2
x2

+
a3
x3

+ . . . , x → ∞ (3.5)
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zovemo asimptotski red potencija.

Prisjetimo se što znači kada konvergentan red potencija reprezentira funkciju. Ako

vrijedi

f(x) =
∑∞

k=0
akx

k, |x| < r,

Sn(x) =
∑n

k=0
akx

k,

tada red potencija reprezentira f(x) za svaki fiksni x, |x| < r, u smislu da je

limn→∞(f(x)− Sn(x)) = 0.

Za dovoljno velik n i fiksni x, možemo aproksimirati funkciju f(x) koristeÂci sumu

Sn(x).

Usporedimo to s asimptotskim redom potencija. Slijedi da za asimptotski red

f(x) =
∑∞

k=0
akx

−k, |x| < r,

Sn(x) =
∑n

k=0
akx

−k,

i fiksni n vrijedi

limx→∞ xn(f(x)− Sn(x)) = 0.

Odnosno za dovoljno velik x u R možemo aproksimirati funkciju f(x) koristeÂci sumu

Sn(x).

Za asimptotski razvoj potencija koristit Âcemo zapis

f(x) ∼
∞
∑

k=0

akx
−k. (3.6)

Asimptotski red potencija Âcemo kraÂce zvati asimptotski red, odnosno asimptotski ra-

zvoj potencija Âcemo kraÂce zvati asimptotki razvoj.

3.2. Asimtptoski razvoji potencijskih sredina

Uzmimo sad slučajan vektor e⃗ = (1, 1, ..., 1) duljine n. Tada n-torku (x1, x2, ..., xn)

možemo zapisati kao

(x1, x2, ..., xn) = (x+ a1, x+ a2, ..., x+ an) = xe⃗+a⃗,
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gdje x predstavlja srednju vrijednost n-torke (x1, x2, ..., xn). Definirajmo

mk = mk (⃗a, 0) =
ak1 + ak2 + . . .+ akn

n
= Mk (⃗a)

k, m0 := 1. (3.7)

TEOREM 1. OpÂca formula za potencijsko očekivanje ima sljedeÂci asimptotski

razvoj

Mr(xe⃗+ a⃗) = x ·
∞
∑

k=0

ck(r, a⃗) · x−k, (3.8)

gdje je c

ck(r, a⃗) =
1

k

k
∑

j=1

[

j(1 +
1

r
)− k

](

r

j

)

mjck−j(r, a⃗), k ∈ N. (3.9)

Gdje je prvih par koeficijenata

c0(r, a⃗) = 1,

c1(r, a⃗) = m1,

c2(r, a⃗) = −1

2
(r − 1)(m2

1 −m2),

c3(r, a⃗) =
1

6
(r − 1)

(

(2r − 1)m3

1 − 3(r − 1)m1m2 + (r − 2)m3

)

,

c4(r, a⃗) = − 1

24
(r − 1)

(

(3r − 1)(2r − 1)m4

1 − 6(r − 1)(2r − 1)m2

1m2 + 3(r − 1)2m2

2

+ 4(r − 2)(r − 1)m1m3 − (r − 3)(r − 2)m4

)

.

Za izračun točnih vrijednosti koeficijenata potrebno je supstituirati r s vrijednosti

željenog reda.

Za sve X vrijedi

A(xe⃗+ a⃗) = x+ A(⃗a).

KOROLAR 1. Geometrijska srednja vrijednost ima sljedeÂci asimptotski razvoj

G(xe⃗+ a⃗) = x ·
∞
∑

k=0

ckx
−k, (3.10)

gdje je c0 = 1 i ck

ck =
1

k

k
∑

j=1

(−1)j−1mjck−j, k ≥ 1. (3.11)
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Srednja geometrijska vrijednost s prvih par koeficijenata glasi

G(xe+ a) =x+m1 +
1

2
(m2

1 −m2)x
−1

+
1

6
(m3

1 − 3m1m2 + 2m3)x
−2

+
1

24
(m4

1 − 6m2

1m2 + 3m2

2 + 8m1m3 − 6m4)x
−3

+ . . .

(3.12)

KOROLAR 2. Harmonijska srednja vrijednost ima sljedeÂci asimptotski razvoj

H(xe⃗+ a⃗) = x

∞
∑

k=0

ckx
−k+1, (3.13)

gdje je c0 = 1 i ck

ck =
k
∑

j=1

(−1)j−1mjck−j, k ≥ 1. (3.14)

Srednja harmonijska vrijednost s prvih par koeficijenata glasi

H(xe⃗+ a⃗) =x+m1 + (m2

1 −m2)x
−1

+ (m3

1 − 2m1m2 +m3)x
−2

+ (m4

1 − 3m2

1m2 +m2

2 + 2m1m3 −m4)x
−3

+ . . .

(3.15)

KOROLAR 3. Kvadratna srednja vrijednost ima sljedeÂci asimptotski razvoj

Q(xe⃗+ a⃗) = x ·
∞
∑

k=0

ckx
−k, (3.16)

gdje je c0 = 1, c1 = m1 i ck

ck =

(

3

k
− 2

)

m1ck−1 +

(

3

k
− 1

)

m2ck−2, k ≥ 2. (3.17)

Srednja kvadratna vrijednost s prvih par koeficijenata glasi

Q(xe⃗+ a⃗) =x+m1 +
1

2
(−m2

1 +m2)x
−1

+
1

2
m1(m

2

1 −m2)x
−2

+
1

8
(−5m4

1 + 6m2

1m2 −m2

2)x
−3

+ . . .

(3.18)
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TEOREM 2. Koeficijenti ck, k ∈ N0 su homogeni polinomi u varijablama (a1, a2, ..., an)

i vrijedi

ck(r, a⃗) =
∑

α1,α2,...,αk≥0
α1+2α2+···+kαk=k

qα1,...,αk
(r)m1(⃗a)

α1 · · ·mk (⃗a)
αk , (3.19)

gdje
∑

α1,α2,...,αk≥0

α1+2α2+···+kαk=k

qα1,...,αk
(r) = 0, k ≥ 2. (3.20)

Neka su X1.X2, ..., Xn nezavisne kopije slučajne varijable X koje zadovoljavaju

sljedeÂce uvjete:

1. Poznata je funkcija razdiobe varijable X i ona je simetrična oko neke točke µ tj.

oko svoje srednje vrijednosti

2. µ je dovoljno velik, tako da vrijedi P (X < 0) → 0 kada µ → ∞

3. X ∈ Lk, k ∈ N.

Definirajmo sada centriranu slučajnu varijablu

Ai := Xi − µ (3.21)

i slučajan uzorak

A = (A1, A2, ..., An). (3.22)

Sada Âcemo za aproksimaciju očekivanja E[Mr(X)], primjeniti asimptotsko proširenje

E[Mr(X⃗)] = E[Mr(xe⃗+ a⃗)] = x ·
∞
∑

k=0

E[ck(r, A⃗)]x
−k, x → ∞. (3.23)

LEMA 1. Za svaki neparni k vrijedi E[Ck(r, A⃗)] = 0.

Dokaz. Zbog Teorema 2, znamo da vrijedi

E[mα1
1 . . .mαk

k ] = 0

tj.

E[Aβ1

1 Aβ2

2 . . . Aβn
n ] = E[Aβ1

1 ]E[Aβ2

2 ] . . . E[Aβn
n ] = 0.

LEMA 2. Vrijedi
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E[m2

1] =
µ2

n
,

E[m4

1] =
µ4

n3
+

3(n− 1)µ2
2

n3
,

E[m2

1m2] =
µ4

n2
+

(n− 1)µ2
2

n2
,

E[m2

2] =
µ4

n
+

(n− 1)µ2
2

n
,

E[m1m3] =
µ4

n
.

(3.24)

Dokaz.

E[m2

1] =
1

n2
E

[

n
∑

i=1

Ai

]2

=
1

n2

(

n
∑

i=1

E[A2

i ] +
∑

i ̸=j

E[Ai]E[Aj]

)

=
µ2

n
, (3.25)

E[m4

1] =
1

n4

(

n
∑

i=1

E[A4

i ] + 3
∑

i ̸=j

E[A2

i ]E[A2

j ]

)

=
µ4

n3
+

3(n− 1)µ2
2

n3
. (3.26)

KoristeÂci ove dvije leme možemo procjeniti očekivanje potencijskih sredina na slje-

deÂci način.

TEOREM 3. Očekivanje potencijske sredine ima sljedeÂce proširenje:

E[Mr(X⃗)] = µ+
d2
µ

+
d4
µ3

+O

(

1

µ5

)

, µ → ∞, (3.27)

gdje je µ srednja vrijednost i

d2 =
r − 1

2
· n− 1

n
· µ2,

d4 = −r − 1

24
· n− 1

n

[

3µ2

2

(

(3r − 1)(2r − 1)

n2
− 2(r − 1)(2r − 1)

n
+ (r − 1)2

)

−µ4

(

(3r − 1)(2r − 1)

n2
− (2r − 1)(3r − 5)

n
+ (r − 2)(r − 3)

)]

.
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4. Implementacija i rezultati

U ovom poglavlju Âcemo proÂci kroz implementaciju i rezultate aproksimacije za geome-

trijska, harmonijska i kvadratna očekivanja na uzorcima različitih duljina za slučajne

varijable s jednolikom i normalnom razdiobom.

Za implementaciju zadatka razvili smo jednostavnu aplikaciju koristeÂci programski

jezik Python, verziju 3.10.6. Za implementaciju uzoraka jednolike i normalne razdiobe

korišten je paket Numpy, a za izračun egzaktne vrijednosti geometrijskog očekivanja

normalne razdiobe bilo je potrebno implementirati gama funkciju i konfluentnu hiper-

geometrijsku funkciju za što je korišten paket Scipy.special.

Korisnik u terminalu odabire red očekivanja koje želi izračunati. Zatim odabire

razdiobu te upisuje podatke koji se odnose na tu razdiobu, granice intervala a i b kada

je u pitanju jednolika razdioba, odnosno µ i σ kada je u pitanju normalna razdioba.

Aplikacija kao rezultat vraÂca tablicu s izračunom očekivanja dobivenih asimptotskim

razvojem i Monte Carlo metodom s ponavljanjima od 104 i 105. U slučaju kada je oda-

bran red očekivanja 0 tj. geometrijsko očekivanje, tada se računa i egzaktna vrijednost

očekivanja.

Pokrenut Âcemo aplikaciju za obje razdiobe, za geometrijsko, harmonijsko i kva-

dratno očekivanje, a za svaku razdiobu Âcemo uzeti dvije različite sredine. Navedeni

izračuni bit Âce provedeni na uzorcima duljine 10, 20 i 100. To Âce nam omoguÂciti da

vidimo kako sredina i duljina uzorka utječu na samu aproksimaciju. Podatci dobiveni

Monte Carlo metodom poslužit Âce nam za usporedbu rezultata.
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Slika 10. Primjer korištenja aplikacije

4.1. Rezultati za jednoliku razdiobu

Pretpostavimo da X ima jednoliku razdiobu na intervalu [a, b], gdje vrijedi 0<a<b.

Tada

x = µ = E(X) =
a+ b

2
(4.1)

slučajne varijable A1, ...., An su jednoliko rasprostranjene na
[

− b−a
2
, b−a

2

]

=: [−t, t]

i tada vrijedi

µ2 = E[A2

1] =
(b− a)2

12
=

1

3
t2,

µ4 = E[A4

1] =
(b− a)4

80
=

1

5
t4.

(4.2)

POSLJEDICA 1. Ako je slučajna varijabla X definirana s jednolikom razdiobom

na intervalu [a, b] ∈ R. Tada razvoj očekivanja glasi:

E[Mr(X)] = µ+
d2

µ
+

d4

µ3
+O

(

1

µ5

)

, µ → ∞, (4.3)

gdje vrijedi

d2 =
r − 1

6
· n− 1

n
t2, (4.4)

d4 = −r − 1

360
· n− 1

n

[

2(3r − 1)(2r − 1)− (2r − 1)(r + 5) + (2r2 + 5r + 13)
]

t4.

(4.5)

Kao što smo spomenuli, izrazit Âcemo očekivanja reda 0, -1, 2 tj. geometrijsko,

harmonijsko i kvadratno očekivanje, kada µ → ∞

E[G(X)] = µ−1

6
·n− 1

n
t2µ−1+

1

360
·n− 1

n

(

2n2 + 5n+ 13
)

t4µ−3+O
(

µ−5
)

, (4.6)
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E[H(X)] = µ−1

3
·n− 1

n
t2µ−1+

1

90
·n− 1

n

(

12n2 + 6n+ 5
)

t4µ−3+O
(

µ−5
)

, (4.7)

E[Q(X)] = µ+
1

8
· n− 1

n
t2µ−1 − 1

360
· n− 1

n

(

30n2 − 21n+ 31
)

t4µ−3 +O
(

µ−5
)

.

(4.8)

Za geometrijsko očekivanje tako Åder imamo egzaktnu formulu

E[G(X)] =

(

n

n+ 1

)

· b
1+1/n − a1+1/n

b− a
· 1
n
. (4.9)

Pokrenut Âcemo aplikaciju za geometrijsko, harmonijsko i kvadratno očekivanje slu-

čajnih varijabli X ∼ U(100, 110) i X ∼ U(1000, 1010)

Tablica 1. Geometrijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ U(100, 110)

Tablica 2. Geometrijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ U(1000, 1010)

Tablica 3. Harmonijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ U(100, 110)

Tablica 4. Harmonijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ U(1000, 1010)
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Tablica 5. Kvadratno očekivanje slučajne varijable X ∼ U(100, 110)

Tablica 6. Kvadratno očekivanje slučajne varijable X ∼ U(1000, 1010)

4.2. Rezultati za normalnu raziobu

Primjena slučajne varijable X s normalnom razdiobom s očekivanjem µ > 0i stan-

dardnom devijacijom σ.

Posljedica 2. Neka je slučajna varijabla X definirana normalnom razdiobom s

očekivanjem µ > 0 i standardnom devijacijom σ. Tada razvoj očekivanja glasi:

E[Mr(X)] = µ+
d2

µ
+

d4

µ3
+O

(

1

µ5

)

, µ → ∞, (4.10)

gdje vrijedi

d2 =
r − 1

2
· n− 1

n
· σ2, (4.11)

d4 = −r − 1

8
· n− 1

n
·
[

(2r − 1) · (r − 3)

n
+ (3r − 5)

]

· σ4. (4.12)

Opet Âcemo izraziti očekivanja reda 0, -1, 2 tj. geometrijsko, harmonijsko i kvadratno

očekivanje, kada µ → ∞

E[G(X)] = µ− n− 1

2n
· σ

2

µ
− (n− 1)(5n− 3)

8n2
· σ

4

µ3
+O(µ−5), (4.13)

E[H(X)] = µ− n− 1

n
· σ

2

µ
− (n− 1)(2n− 3)

n2
· σ

4

µ3
+O(µ−5), (4.14)

E[Q(X)] = µ− n− 1

2n
· σ

2

µ
− (n− 1)(n− 3)

8n2
· σ

4

µ3
+O(µ−5). (4.15)
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Ovdje bi trebalo napomenuti kako je slučajna varijabla X definirana na skupu R, a

Mr(X) je definiran samo za pozitivne brojeve. Kako gledamo slučajeve gdje µ →
∞, vjerojatnost P(X < 0) je zanemariva. Prisjetimo se funkcije gustoÂce jedinične

normalne varijable

ϕ(x) =
1√
2π

e−
1
2
x2

, x ∈ R. (4.16)

Tada vrijedi

P (Z > x) =

∫ ∞

x

ϕ(u) du ≤
∫ ∞

x

u

x
ϕ(u) du =

1

x
ϕ(x). (4.17)

Za opÂcu slučajnu varijablu X vrijedi

P (X < 0) = P (Z < −µ

σ
) = P (Z >

µ

σ
) ≤ 1√

2π

µ

σ
e−

µ2

2σ2 → 0, µ → ∞. (4.18)

Opet Âcemo izraziti egzaktnu formulu za geometrijsko očekivanje

E[Xp] = E[|X|p] +O(σµe2σ
2

), (4.19)

E[|X|p] =
1√
π
σp2

p

2Γ

(

p+ 1

2

)

1F1

(

−p

2
,
1

2
,−1

2

(µ

σ

)2
)

. (4.20)

Za veliki µ dobivamo:

E[G(X)] ≈ σ

√

2

π2

(

Γ

(

n+ 1

2n

)

1F1

(

− 1

2n
,
1

2
,−1

2
(
µ

σ
)2
))n

. (4.21)

Gama funkcija definirana je nepravim integralom

Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx, α > 0, (4.22)

gdje 1F1 predstavlja konfluentnu hipergeometrijsku funkciju.

Pokrenut Âcemo aplikaciju za geometrijsko, harmonijsko i kvadratno očekivanje slu-

čajnih varijabli X ∼ N(105, 25
3
) i X ∼ N(1005, 25

3
)

Tablica 7. Geometrijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ N(105, 25
3
)
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Tablica 8. Geometrijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ N(1005, 25
3
)

Tablica 9. Harmonijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ N(105, 25
3
)

Tablica 10. Harmonijsko očekivanje slučajne varijable X ∼ N(1005, 25
3
)

Tablica 11. Kvadratno očekivanje slučajne varijable X ∼ N(105, 25
3
)

Tablica 12. Kvadratno očekivanje slučajne varijable X ∼ N(1005, 25
3
)
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5. Zaključak

Glavni cilj ovog rada bio je pokazati kako aproksimirati očekivanja potencijskih sre-

dina velikih uzoraka. Za aproksimaciju očekivanja koristili smo asimptotski razvoj

sredina. Trebalo je osmisliti pravilnu strukturu koda kojom bi implementirali izra-

čune asimptotskog razvoja, očekivanja simulacija dobivenih Monte Carlo metodom i

egzaktne formule za slučaj kada je u pitanju geometrijsko očekivanje.

Završni rad je ostvaren kroz tri poglavlja. U prva dva poglavlja upoznajemo os-

novne pojmove iz vjerojatnosti i statistike, asimptotske razvoje potencijskih sredina, a

u treÂcem prolazimo kroz implementaciju i rezultate samog zadatka.

Iz dobivenih podataka vidljivo je kako je aproksimacija bolja što je veÂce očekiva-

nje, što se slaže s našom pretpostavkom. Korisno je spomenuti da je implementacija

zadatka bila vrlo jednostavna te da je za pokretanje i izvo Ådenje programa potrebno

vrlo malo vremena. Potencijske sredine su najvažnija klasa sredina u matematici, ali

problem je što ih je teško izračunati. Upravo zato nam je bio cilj pokazati točnost

aproksimacije i brzinu kojom se dolazi do rješenja.

U rezultatima smo prikazali tri najčešÂce korištene sredine uz aritmetičku, a to su

geometrijska, harmonijska i kvadratna. Iako je implementacija primjenjiva na poten-

cijske sredine bilo kojeg reda.
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Aproksimacija očekivanja potencijskih sredina velikih uzoraka

Sažetak

Potencijske sredine su jedne od najvažnijih klasa sredina i imaju široku primjenu

u raznim područjima. Cilj ovog završnog zadatka bio je aproksimirati ta očekivanja

pomoÂcu asimptotskog razvoja potencijskih sredina za velike uzorke. Rad prikazuje

izvode matematičkih formula koje su nam bile potrebne za implementaciju zadatka.

Zadatak smo implementirali u obliku aplikacije naredbenog retka koristeÂci programski

jezik Python. Proveli smo testove za jednoliku i normalnu razdiobu, na uzorcima raz-

ličitih dimenzija i različitih sredina. Tako Åder smo izvrtili testove za najčešÂce korištene

sredine tj. geometrijsku, harmonijsku i kvadratnu.

Ključne riječi: potencijska očekivanja; asimptotski razvoj

Approximation of Expectation of Large Data Power Means

Abstract

Power means are one of the most important classes of means and have a wide range

of applications in various fields. The goal of this final task was to approximate these

expectations using the asymptotic expansion of power means for large samples. The

paper presents the derivatives of mathematical formulas that were necessary for imple-

menting the task. We implemented the task in the form of a command-line application

using the Python programming language. We conducted tests for uniform and normal

distributions, on samples of different dimensions and different means. We also con-

ducted tests for the most commonly used means, namely geometric, harmonic, and

quadratic means.

Keywords: power means; asymptotic expansion


