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1. Uvod

Kad bi se netko htio ukljuciti u svijet financija, ste¢i imovinu i uc¢inkovito upravljati
njome, ubrzo bi se upoznao s pojmom rizika. Cilj je ulaga¢a minimizirati rizi¢nost vlasti-
tog portfelja kako bi tijekom vremena imao stabilnu zaradu. Rizik se moze mjeriti varija-
bilnoS$¢u povrata imovine u portfelju. U tom slucaju se racuna kovarijacijskom matricom
povrata - statistickim alatom koji pruza informacije o individualnim rizicima i zajednic-
kom kretanju povrata razlic¢itih imovina. U financijama su ove matrice najceSce viso-
kodimenzionalne i mijenjaju se tijekom vremena zato $to opisuju meduodnos povrata
velikog broja imovine koji se takoder konstantno mijenjaju. PoZeljno je znati kakva ¢e
biti kovarijacijska matrica u buduénosti kako bi se znalo modelirati buducdi rizik. Za iz-
rac¢un buducih kovarijacijskih matrica potrebni su povijesni podaci $to zna predstavljati
problem jer su u pravilu vremenski prozori iz kojih se ti podaci dobivaju kratki. Tako
se dobije uzoracka kovarijacijska matrica koja ima puno vec¢i broj dimenzija od broja
uzoraka iz kojih je izracunata. U takvim slucajevima standardni procjenitelji buduceg
meduodnosa imovine, koji se temelje na opisanoj matrici, imaju puno Suma zbog cega
moZe doci do greSaka u upravljanju rizikom i optimizaciji portfelja. Kako bi se zaobiSao
ovaj problem, potrebno je pronaci novi pristup procjeni buduce kovarijance. Medu vre-
menskim nizovima povrata imovine postoje zajednicki latentni (skriveni) faktori koji se
mogu opisati faktorskim modelima. Njima se moZe rekonstruirati kovarijanca povrata
imovine. Time se problem svodi na procjenu buducih faktora iz kojih se zatim izracuna
procjena buduce kovarijacijske matrice. Cilj diplomskog rada je usporediti razli¢ite mo-

dele strojnog ucenja u kvaliteti procjene buduéih faktora.



2. Faktorski modeli financijskih
vremenskih nizova

TrziSna cijena je trenutna cijena po kojoj se imovina ili usluga moZze kupiti ili prodati.
Vrijednost povrata r; u danu d se racuna kao omjer razlike u cijenama imovine tog i

prijaSnjeg dana te cijene prijaSnjeg dana:

rg = P4 Pit 2.1)

Pa—1

Ovako izracunati povrati predstavljaju stopu povrata na investiciju te mogu biti pozitivni

(dobitak) ili negativni (gubitak). Odnos povrata i cijene prikazan je na slici[2.1]

Srednja ili o¢ekivana vrijednost slu¢ajne varijable X ima posebnu vaznost u statistici
zato $to opisuje gdje je distribucija zadane varijable centrirana [1]]. Ra¢una se kao aritme-
ticka sredina realiziranih vrijednosti slu¢ajne varijable. Varijancom slucajne varijable X
opisuje se njena rasprSenost oko srednje vrijednosti i karakterizira se varijabilnost u dis-
tribuciji. Racuna se kao ocekivanje kvadriranog odstupanja slu¢ajne varijable od njene

srednje vrijednosti:

1 N
A2 . o 2
6 =57 izgl(rl 73 (2.2)
N predstavlja ukupan broj realizacija slucajne varijable.

Medusobna ovisnost dvije slucajne varijable se mjeri njihovom kovarijancom:
L X
Gu = N_1 Z(rji — M) jie — M) - (2.3)
j=1
Pojednostavljeno, ako se uz velike vrijednosti X ocitavaju i velike vrijednosti Y, odnosno

ako se uz male vrijednosti X ocitavaju i male vrijednosti Y, moZe se pretpostaviti da Ce te

dvije varijable imati pozitivnu kovarijancu [1/]. Predznak indicira je li njihov odnos pozi-
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Slika 2.1. Odnos cijene i povrata financijske imovine.

tivan - ako jedna raste i druga raste, ili negativan - ako jedna raste druga pada. Magnituda
varijance niSta ne govori o snazi meduodnosa zato $to ovisi o koriStenim mjernim jedi-
nicama [I]]. Kada su X i Y statisticki nezavisne slucajne varijable njihova kovarijanca je
nula. Obratno generalno ne vrijedi - dvije sluc¢ajne varijable mogu imati kovarijancu nula
i joS uvijek biti statisticki zavisne. Kovarijanca opisuje samo linearni odnos izmedu dvije
slu¢ajne varijable te ako je jednaka nuli, varijable X i Y jo§ uvijek mogu imati nelinearan

odnos $to znaci da nisu nezavisne [1]].

Mjera meduovisnosti koja ne ovisi o mjernim jedinicama i magnitudom izrice snagu
odnosa dvije slu¢ajne varijable zove se korelacijski koeficijent [1]]. Ra¢una se formulom
Jik

p = , 2.4
i 55, (2.4)

gdje je &;, kovarijanca slucajnih varijabli, a &; i &, njihove standardne devijacije koje se

racunaju formulom

(&}
Il
Q

(2.5)



Vrijednost korelacije zadovoljava nejednakost —1 < p < 1 te iznosi 0 onda kada je i ko-
varijanca jednaka 0, a 1 ako su slucajne varijable savrSeno linearno meduovisne. Odnos

kovarijance i korelacijskog koeficijenta prikazan je slikom[2.2]

Odnos kovarijance i korelacije financijske imovine
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Kovarijanca kriptovaluta s indeksom trzista

Slika 2.2. Prikaz odnosa kovarijance i korelacijskog koeficijenta povrata 100 kriptovaluta u od-
nosu na povrate indeksa trzi§ta. Moguce je primijetiti kako su vrijednosti korelacijskog koefici-
jenta skalirane u odnosu na kovarijancu.

Vedi broj slu€ajnih varijabli prikazuje se slu¢ajnim vektorom. Ako je Q prostor uzo-
raka, slucajni vektor x je moguce prikazati kao funkciju iz prostora uzoraka u N-dimen-
zionalni realni vektor RN [2]:

x:Q—> RN, (2.6)

Kovarijacijska matrica slu¢ajnog vektora je kvadratna matrica koja sadrZi sve kovarijance
i varijance ulaznih varijabli tog vektora [3]. Ona je multivarijatna generalizacija vari-

jance jedne slucajne varijable. Racuna se formulom

1 < ,
= N_1 ;(xi — 1) (x; — ). (2.7)

Ako se s x4, ..., x5 0znaci N elemenata slucajnog vektora x, slijedi da je  kvadratna ma-



trica dimenzionalnosti N X N i strukture [3]]

s=| |, (2.8)

gdje su elementi na dijagonali varijance slu¢ajnih varijabli, a oni izvan dijagonale njihove

medusobne kovarijance.

Osnovni zahtjev svake statisticke analize financijskih podataka je da podaci koji se
proucavaju imaju neka statisticka svojstva koja ostaju stabilna tijekom vremena, u su-

protnom nema smisla pokusati ih identificirati [4]].

Nepromjenjivost statistiCkih svojstava povrata tijekom vremena odgovara hipotezi o
stacionarnosti kojom se tvrdi da je za svaki skup trenutaka u vremenu ¢, ..., ; i bilo koji
vremenski interval t zdruZena distribucija povrata r(t,, N), ..., r(t;, N) ista kao zdruZena
distribucija povrata r(t, + 7, N), ..., r(t; + 7, N) [4]. Odnosno, stacionarnost osigurava da
distribucija ne ovisi o vremenu ¢, §to omogucava da se opaZanja iz razliCitih trenutaka u

vremenu mogu iskoristiti za izracun jednog zajednickog statistickog momenata.

Unatoc tomu $to se koristi u postoje¢im modelima, pretpostavka o stacionarnosti po-
vrata nema empirijsku podlogu zato $to povrati u pro$losti ne moraju na ikoji na¢in odra-
Zavati buduce povrate. Dobro je poznata €injenica da zarada od proizvoda/imovine u raz-
li¢itim trenucima na slobodnom trZiStu nema nikakve znacajne autokorelacije. Funkci-
jom

C(t) = p(r(t,N),r(t + 7,N)) (2.9

je opisana autokorelacija povrata koja prolaskom vremena brzo konvergira u nulu [4].
Ova Cinjenica se Cesto koristi kao jedan od dokaza ucinkovitog trzista [4]. Nepostojanje
autokorelacije je intuitivno lako za razumjeti - ako povrati pokazuju znacajnu korelaciju,
ona se moze iskoristiti za kreiranje jednostavne strategije s pozitivnhom o¢ekivanom zara-
dom; takve strategije statisticke arbitraZe ¢e posljedi¢no reducirati korelaciju osim za vrlo

kratke periode koji predstavljaju vrijeme potrebno da trZiSte reagira na nove informacije

[4].
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Slika 2.3. Fenomen grupiranja volatilnosti na primjeru povrata Bitcoina.

Nepostojanje korelacije medu povratima ne implicira i medusobnu neovisnost nji-
hove promjene tijekom vremena. Jednostavne nelinearne funkcije povrata, poput apso-
lutnih ili kvadriranih povrata, pokazuju pozitivhu autokorelaciju i dosljednost. Razlog
tomu je poznati fenomen grupiranja volatilnosti: izglednije je da ¢e velike promjene u
cijenama biti pracene velikim promjenama, nego malim [4]. Graf na slici prikazuje

ovaj fenomen na dnevnim povratima Bitcoina.

U jedno-faktorskim modelima procjene povrata portfelja, poput Capital Asset Pri-
cing Modela (CAPM), o¢ekivani povrati imovine su odredeni isklju¢ivo njenom osjetlji-
voS¢u na rizik trziSta. Iako viSe-faktorski modeli bolje objasnjavaju razlic¢ite druge as-
pekte rizika oCekivanih povrata, CAPM jako dobro objasnjava volatilnost cijena tijekom
vremena za $to koristi trziSne 8 koje nisu direktno osmotrive i mijenjaju se tijekom vre-
mena [5]. Ove $ je moguce izracunati iz podataka i iskoristiti ih za rekonstrukciju kova-
rijacijske matrice povrata. One su zapravo koeficijenti latentnih faktora na kojima pociva

rjeSenje problema procjene.



Svrha faktorske analize je opisati kovarijacijski odnos izmedu velikog broja varijabli
uz pomoc¢ nekolicine latentnih slucajnih vrijednosti koje se zovu faktori [6]. Faktorski
model se temelji na pretpostavci da se varijable mogu grupirati na temelju njihove ko-
relacije. Odnosno, pretpostavlja da su sve varijable unutar jedne grupe medusobno jako
korelirane i da su slabo korelirane s varijablama u ostalim grupama. 1z toga se moze za-
kljuciti da svaka grupa predstavlja jedan skriveni konstrukt, ili faktor, koji je odgovoran
zanjihovu korelaciju. Zato se na faktorsku analizu moZe gledati kao na pokusSaj procjene

kovarijacijske matrice [6]], za Sto se koristi i u ovom radu.
Primjer rastava slucajnog vektora x na faktore izgleda ovako:

xl_:ul:;811F1+612F2+"'+;31pFP+€1

Xy — My = B Fy + BpFy+ - + B, Fp t €

Xy = pn = BuF1 + BuaFy + - + B, Fp + ey

Sto se matri¢no moze zapisati kao:

X—u=BF+e¢. (2.10)

U danim jednadZbama u je vektor srednjih vrijednosti slu¢ajnih varijabli dimenzi-
onalnosti N X 1, F je vektor dimenzionalnosti P X 1 koji ¢ine zajednicki latentni slucajni
faktori modela, a vrijednosti vektora €, dimenzionalnosti N X 1, predstavljaju dodatne iz-
vore varijacije u podacima. Koeficijenti §;; se zovu koeficijentima i-te varijable na j-tom

faktoru, zato se matrica B naziva matrica faktorskih koeficijenata.

Navedeni opis faktorskog modela sa sobom vuce odredene implikacije u vezi kovari-



jacije slucajnih varijabli. Stoga se za slucajne vektore F i € pretpostavlja da vrijedi [6]:

I

E(F)= 0 , 0;;(F) = E[FF'] = ,
(Px1) (PxP)
Y, 0 0
0 17, 0
E(e)= 0 , o;j(e)=E[ee’]|= ¥ =
(NX1) (NXN) : :
0 0 .. Py

Na temelju ovih pretpostavki moguce je dobiti strukturu kovarijance faktorskog modela,

koja u financijama dodatno ukljucuje skaliranje faktorskih koeficijenata varijancom in-
(2.11)

deksa trzista:
A Al
o 5 R
2=ppo,,+¥.

3 je procijenjena kovarijacijska matrica, a ¥ idiosinkratska komponenta. Iz navedenog

rastava kovarijance moguce je dobiti izraze za varijancu i kovarijancu pojedina¢nih va-

rijabli [6]:

Koeficijenti faktora () se raCunaju izravno iz podataka te predstavljaju odnos poje-

dine imovine i cjelokupnog trZiSta. Idiosinkratsku komponentu nije mogude izraCunati

izravno iz podataka. 1z tog razloga koristi se njena procjena:
(2.12)

gdje je S uzoracka kovarijacijska matrica.
TrziSni indeks je portfelj kojim se predstavlja trZiSte. Povrati ovog indeksa se koriste

pri usporedbi imovine i trZiSta. Pri kreiranju trZiSnog indeksa, povrati imovine skalirani

su proporcionalno njihovoj trzi§noj kapitalizaciji.

Tezine kojima se povrati mnoZe u indeksu ponderiranom prema trziSnoj kapitaliza-



ciji ratunaju se formulom

mcap;

w; = (2.13)

TN
Zj=0 mcap;

gdje je mcap; iznos trziSne kapitalizacije pojedine imovine, a N ukupan broj odabranih

imovina. Iz toga proizlazi da je ukupan povrat trZiSnog indeksa zbroj umnozaka pojedi-

nacnih povrata imovine i njihovog udjela u ukupnoj trziSnoj kapitalizaciji:

N
Find = D, Wil . (2.14)
i=0

U financijama se s 8 oznacava volatilnost financijske imovine ili portfelja u odnosu
na trziSte. TrZiSna § pruZa investitoru procjenu koliko ¢e dodatnog rizika preuzeti ako u
svoj portfelj uvrsti neku imovinu te mu pomaze razumjeti krece li se ta imovina u skladu
s ostatkom trzista [7]. Racuna se tako da se kovarijancu povrata imovine i trzista podijeli

s varijancom povrata trziSta:

s Giind
p=—=". (2.15)
o'ind

Konacni iznos trziSne bete ovisi o viemenskom prozoru nad kojim se racuna. U kontek-
stu koristenja faktorskog modela za procjenu rizi¢nosti portfelja, ove ¢e § posluziti kao

koeficijenti za izracun kovarijacijske matrice.
Sto znace razlicite vrijednosti trzisnih beta?

« f > 1: Promjena u povratima imovine je tijekom vremena volatilnija od povrata

trzista.[[7]

« B =1: Promjena povrata imovine prati promjene u povratima trziSta. Dodavanje
ove imovine u portfelj ne povecava rizik portfelja, ali ni ne poveéava izglednost da

¢e portfelj ostvariti ve¢u zaradu od predvidene.[7]

« 0 < 8 < 1: Povrati imovine su manje volatilni od povrata trzista. Uklju¢ivanjem

ove imovine u portfelj ¢ini ga manje rizicnim od istog portfelja bez te imovine.[7]

« B < 0: Negativna trziSna beta znaci da je imovina negativno korelirana s povratima

trzista. [[7]]
Prvi pokusSaji procjene kovarijacijske matrice faktorskog modela temeljili su se na

10



izravnoj predikciji trziSnih . Taj se pristup nije pokazao dobrim iz dva razloga:

1. koriSteni modeli bi redovito davali kao procjenu s koje objasSnjavaju viSe od 100%
varijance radi ¢ega bi neki elementi na tragu idiosinkratske komponente bili nega-
tivni:

6°—B o2 <0

ind

Sto na kraju rezultira kovarijacijskom matricom koja nije pozitivno definitna,

2. nije moguce ocuvati trag uzoracke kovarijacijske matrice (S) $to moze biti pozeljno

svojstvo pri procijeni buduce varijance.

Pozitivna definitnost je nuZno svojstvo kovarijacijske matrice radi kojeg se preslo na
novi pristup procjeni. Ono osigurava da su svi elementi na tragu procijenjene idiosinkrat-
ske komponente pozitivni. Taj pristup se temelji na procjeni korelacijskog koeficijenta
izmedu financijske imovine i indeksa trzi$ta iz kojeg se kasnije izracunaju koeficijenti

faktorskog modela.

Kako iz korelacijskog koeficijenta izracunati trZiSne bete? Najlaksi nacin za odgovo-
riti na to pitanje je krenuti obrnutim smjerom - kako od trZi§nih §-a do¢i do korelacijskog
koeficijenta. 1z formule za rastav kovarijance faktorskog modela moze se izvesti for-

mula za varijancu pojedine imovine:

6; =B,0,,tY; - (2.16)

Pod pretpostavkom da ne postoje dodatni izvori varijacije u podacima (idiosinkratska

komponenta je jednaka 0) vrijedi:
67 =B o> (2.17)
Na dobiveni izraz primjeni se ograni¢enje da § ne smiju objasnjavati vise od 100% vari-

jance:

6; —B,02,>0. (2.18)
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Nejednadzba se podijeli s varijancom imovine:

Zatim se § zamijeni prema formuli i nakon korjenovanja dobije:

A 2
O'i,indo'ind 1
4 A2 =
O-indoi
1
& 1ind
1< _ i,in <1
Oi0ind

Sto je upravo izraz za korelacijski koeficijent (2.4). TrZiSnu 8 dobijemo iz korelacijskog
koeficijenta tako da ga pomnoZimo omjerom standardnih devijacija povrata imovine i

trzista:

of Giind 6; Ciind &
= = — =p;. (2.19)

ind

p'ind 4 -
"90ina Gi0ing Oind O

Ovako izracunate § imaju garanciju da objaSnjavaju manje od 100% varijance zato
Sto su podaci financijskih vremenskih nizova nad kojima su izraCunate standardizirani

- vrijednost korelacijskog koeficijenta nikada nece izaci iz ograni¢enja |p| < 1.

Razli¢iti modeli na razli¢it nacin modeliraju povezanost ulaznih parametara i ciljne
varijable (korelacijskog koeficijenta). Kod modela koji se temelje na neuronskim mre-
zama u izlaznom sloju se kao aktivacijska funkcija koristi tangens hiperbolni (slika[2.4.)
koji ima horizontalne asimptote u tockama —11i 1 te odli¢no moZe posluZiti za predikciju

vrijednosti korelacije. ViSe o samim modelima se mozZe pronaci u poglavlju
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Slika 2.4. Tangens hiperbolni [8].
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3. Modeli strojnog ucenja za pro-
cjenu latentnih faktora

U ovom poglavlju opisane su teorijske osnove i funkcioniranje modela strojnog u¢enja

koji su kori$teni u procjeni latentnih faktora.

3.1. Osnovni modeli

U istraZivanjima u kojima se isprobavaju razlic¢iti modeli i usporeduje njihova efikasnost
potrebno je postaviti osnovne modele koji sluZe kao referentna to¢ka u usporedbi. Ako
napredniji (kompliciraniji) modeli imaju loSije rezultate od ovih osnovnih, moguce je
do¢i do zakljutka da uvodenjem naprednijih metoda i algoritama nije postignut Zeljeni

napredak i zato nema potrebe za njima.

U ovome radu osnovni modeli zapravo nisu modeli ve¢ povijesne trZiSne § koje se
dobiju iz podataka formulom[2.15Ideja je da Ce trzi$ne bete u buduénosti ostati iste kao
i u proslosti, odnosno da je koeficijente faktorskog modela moguce procijeniti njihovim
trenutnim vrijednostima. Izracun trZi$ne f ovisi o vremenskom prozoru nad kojim se
racuna iz ¢ega proizlaze Cetiri osnovna "modela’, a radi se o § izraCunatim nad vremen-

skim prozorima u proSlost od 7, 30, 90 i 180 dana.

3.2. Linearna regresija

Regresijom nad skupom D dobiva se funkcija h kao aproksimacija stvarne funkcije pres-
likavanja ulaznih parametara u ciljnu varijablu [9]. Empirijska pogreska funkcije h na

skupu za ucenje D najjednostavnije se moZze definirati kao [9]]

N
E(h|D) = X ,(y; — h(x))*. (3.1)

i=1
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Pogreska se mjeri kao zbroj kvadratnih odstupanja predvidene i stvarne vrijednosti [9].

Regresija je linearna ako vrijednost h(x) linearno ovisi o ulaznim vrijednostima x:

n
h(X) = v;X; + UyXy + -+ + U, X, + Uy = Z VX + U, =Ux+ U, (3.2)

i=1
gdje su v; parametri teZina koje treba nauciti na temelju skupa primjera D [9]]. Cilj je pro-
naci regresijsku funkciju h koja minimizira empirijsku pogresku [9]. Istrenirani model
vrsi predikciju uvr§tavanjem nevidenih uzoraka u regresijsku funkciju. Linearna regre-

sija spada u algoritme nadziranog strojnog ucenja.

3.3. Polinomijalna regresija

Ako je linearan model prejednostavan, empirijska pogreska bit ¢e i nakon optimizacije
prevelika [9]]. U tom slu¢aju moguce je odabrati sloZeniji regresijski model - polinomi-

jalni. Polinomijalna regresija drugog reda s dvije ulazne vrijednosti x; i x, ima oblik
h(x;0) = Uy + U1X] + U,X, + UsX1X, + U)X + UsX; . (3.3)

Znacajka x,x, se naziva interakcijska znacajka (eng. cross-term) i modelira interakciju
izmedu tih vrijednosti. U slu¢aju vec¢eg broja ulaza formulu ¢ine svi parovi interakcijskih

znacajki.

3.4. Regresor slucajnih Suma

Slucajne Sume (eng. Random Forest) su algoritam nadziranog strojnog ucenja koji kom-
binira viSe stabala odluke u jedinstveni model koji predvida kontinuirane vrijednosti
[10], a radi na temelju procesa bagginga (skraceno od Bootstrap Aggregating, slika[3.2]) -
nasumicno se izabere podskupove podataka za treniranje i nad njima izgradi manja sta-
bla odluke [10]. Slika prikazuje stiliziranu vizualizaciju strukture i funkcioniranja
jednog stabla odluke.

Svako stablo odluke rekurzivno particionira prostor ulaznih parametara tako da su
uzorci sa slicnim ciljnim vrijednostima zajedno grupirani. Za svaku mogucu podjelu

6 = (j,t,) na temelju parametra j i praga t,,, podskup podataka Q,, s n,, uzoraka u
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Slika 3.1. Stilizirana vizualizacija strukture i funkcioniranja regresijskog stabla [3].

&voru m se dijeli na podskupove Q'Y°(8) i Q4¢(9):

7°(6) = (VI < 6, Q57(6) = Qp Qi (6).

Kvaliteta podjele parametara u ¢voru m se raCuna s pomocu funkcije gubitka H koja je u
ovom slucaju srednja kvadratna pogreska (formula[3.1)):

lijevo desno

G(Qm6) = H(Q,""(6)) + —2—H(Q{"(6)) . (3.4)

Odabir parametara koji ¢e se koristiti u iducoj iteraciji rekurzije vrsi se minimizacijom
funkcije kvalitete:
0 = argmingG(Q,,,0) . (3.5)

Rekurzija traje dok se ne stigne do maksimalne dopustene dubine ili n,, < min,,,,qq ili
n, = 1 [11]. Kona¢na predikcija se dobije kao aritmeti¢ka sredina svih vrijednosti na

listovima stabla odluke.
Neke prednosti regresora slucajnih Suma u odnosu na druge modele su:
« ne Cini pretpostavke o distribuciji podataka,
« nema problema s predikcijom varijabli koje imaju nelinearan odnos,

« izbjegava prenaucenost kreiranjem sluc¢ajnih podskupova podataka na kojima tre-
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Slika 3.2. Proces bagginga.

nira stabla odluke,

« koristi model bijele kutije - objaSnjenje uvjeta podjele je lako objasniti koristenjem

Booleove logike [11]],

« pruZainformaciju o korisnosti pojedinih ulaznih parametara u dobivanju konac¢ne

predvidene vrijednosti izraZenu u postocima,

3.5. Umjetne neuronske mreze

Umjetne neuronske mreZe su tip programske arhitekture koji se koristi u dubokom uce-
nju i koji oponasa rad neurona ljudskog Ziv€anog sustava. Primjenom algoritama du-
bokog u¢enja moguce je nauciti mrezu kako rijesiti razlicite tipove problema nadziranog
strojnog uenja. Funkcioniranje jednog neurona je prikazano slikom[3.3]- neuron prima
brojcane ulaze (mogu biti izlazi njegovih prethodnika ili vrijednosti ulaznih parametara)
koji se mnoZe s odgovarajuc¢im teZinama, zbrajaju i zatim predaju kao argument aktiva-

cijskoj funkciji kojom se odreduje izlazna vrijednost.

Proces treniranja neuronskih mreza jest traZenje optimalnih vrijednosti tezina i pris-

tranosti (eng. bias), a funkcionira ovako:
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Slika 3.3. Neuron umjetne neuronske mreZe.

1. tezine svih neurona se inicijaliziraju nasumi¢nim vrijednostima,
2. odredi se jesu li vrijednosti teZina vece ili manje od optimalnih,
3. optimizatorom se izracunaju nove vrijednosti teZina,

4. koraci 2. i 3. se ponavljaju sve dok se ne dostigne zadani broj iteracija (epoha) ili se
ispuni neki od uvjeta zaustavljanja (npr. greska predikcije se ne smanjuje odredeni

broj iteracija).

Optimizatori su algoritmi dubokog ucenja kojima se mijenjaju teZine neuronskih mreza
kako bi se minimizirala greS§ka predikcije. Bitan argument optimizatora je stopa ucenja -
proizvoljno odabran decimalan broj kojim se podeSava magnituda promjene. Optimiza-
tori isprobani u istrazivanju su stohasticki gradijentni spust (eng. stohastic gradient des-

cent - SGD) i adaptivna estimacija momenta (eng. adaptive moment estimation - Adam)

SGD je inacica algoritma gradijentnog spusta. Njime se iterativno osvjeZavaju teZine

neuronske mreZe u smjeru negativnog gradijenta funkcije gubitka:

0p1=6,—axVJ6,+1), (3.6)

gdje 6,,, predstavlja nove vrijednosti teZina, 6, trenutne, a « je fiksna stopa uc¢enja. Ono

Sto je posebno u vezi SGD-a je $to se nove vrijednosti tezina ra¢unaju za svaki uzorak.
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Adam optimizator proSiriva na¢in rada SGD-a tako da prilagodava stopu ucenja kod
racunanja svake teZine u mreZi pri ¢emu Koristi procjene prvog (srednja vrijednost) i

drugog (necentrirana varijanca) momenta gradijenta:

m; = Bim,_, + (1 —)VJI(6,)

v, = Bou + (1 —B)(VI6,)),

gdje su m,/v, nova vrijednost prvog/drugog momenta, 3,/3, hiperparametar propadanja
momentai VJ(6,) iznos gradijenta. Formula po kojoj se racunaju nove vrijednosti teZina

glasi:
am,

_\/7[+€'

€ je ovdje maleni broj (npr. 10~®) koji se dodaje kako se ne bi dogodilo dijeljenje s nulom

(3.7)

6n+1 = 6n

¢ime se zadrzava numericka stabilnost [12]].

Umjetne neuronske mreZe se Cesto koriste u rjeSavanju problema klasifikacije gdje
uspjeSno modeliraju preslikavanje ulaznih parametara u neku kategorijsku zavisnu va-
rijablu (npr. prepoznavanje objekata na slici). U ovom radu se njima predvida kontinu-
irana vrijednost korelacijskog koeficijenta, odnosno problem procjene je regresijski. Ne-
uronske mreZe jako dobro rade s velikim skupovima podataka i mogu prepoznati kom-

plicirane uzorke u podacima koji su mozda izvan dohvata jednostavnijih modela.
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4. Podaci i implementacija pro-
cjene latentnih faktora

U ovom poglavlju opisano je kako se u istraZivanju procjenjuju latentni faktori u finan-
cijskim vremenskim nizovima. ObjaSnjava se na koji nacin i u kojem trenutku se koriste
prethodno opisane matematicke formule i raCunarski modeli. Daje se pregled ulaznih
parametara, implementacijskih detalja i tehnologija. Opisana je cjelovita ideja istrazi-
vanja, od prikupljanja podataka do procjene latentnih faktora i kovarijacijske matrice.
U pisanju koda koriStena je interaktivna platforma Jupyter Notebook, programski je-
zik Python i njegove knjiZnice za provodenje matematickih operacija (Numpy, Scipy),
upravljanje podacima (Pandas) i implementaciju modela strojnog uc¢enja (Statsmodels,

Tensorflow, Scikit Learn).

Financijska imovina s kojom je provedeno istraZivanje su kriptovalute. Podaci su
uzeti s istrazivacke platforme Coinpaprika te se sastoje od dnevne trZiSne kapitalizacije,
volumena trgovanja i cijena nesto viSe od dvije tisuce kriptovaluta u razdoblju od 2013.
do 2021. godine. U istraZivanju se koriste podaci od 2017. godine nadalje radi velikog
broja nedostajucih vrijednosti medu starijim podacima (poveci broj kriptovaluta je nas-

tao koju godinu nakon 2013.). Pri dohvacanju se kriptovalute filtriraju prema uvjetima

popisanima u tablici

Prvi korak u procjeni latentnih faktora je prikupljanje podataka za treniranje i tes-
tiranje modela. Temelji se na mehanizmu objedinjenog (eng. pooled) klize¢eg prozora
(slika[4.1J). On radi tako da se za neko razdoblje, ¢ije trajanje je odredeno duljinom pro-
zora, dohvate informacije o financijskoj imovini i izracunaju ulazni parametri. Prozor se
zatim pomice za fiksni broj dana unaprijed i cijeli proces se ponavlja dok se ne dode do
krajnje datumske granice. Zove se objedinjeni, zato Sto se podaci, koji se dobiju u svakom

pomaku, spremaju u zajednicki (objedinjeni) skup podataka iz kojeg ¢e nastati podaci za
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Slika 4.1. Princip rada klize¢eg prozora [[13].

Testing

treniranje/testiranje tako da se taj skup izravna (eng. flatten). Izravnanjem se dobije novi

skup podataka ¢iji stupci su ulazni parametri [14], a redci uzorci financijske imovine kroz

vrijeme §to je prikazano slikom[4.2] Jedna posebnost u primjeni klize¢eg prozora u ovom

KRIPTOVALUTA

avg_mcap curr_mcap avg_vol ret_var avg_return beta7 beta30 beta90 beta180
bte bitcoin 1.1.2018,, .., 1.1.2018,,..,|1.1.2018,, .., |1.1.2018,, ..,,(1.1.2018,, ..,| 1.1.2018,, ...,

- 1.5.2021. 1.1.2018,, ..., 1.5.2021. 1.1.2018,, .., 1.5.2021. 1.1.2018,, .., 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021.
eth ethereum | 112018 -, 1.1.2018,, ..., 1.1.2018,, ..., |1.1.2018,, ..., 1.1.2018,, ..,|1.1.2018,, ...,

B 1.5.2021. 1.1.2018,, ..., 1.5.2021. 1.1.2018,, ..., 1.5.2021. 1.1.2018,, ..., 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021. 1.5.2021.
usdt tether || 112018, . 1.1.2018,, ..., 1.1.2018,, .., [1.1.2018,, .., 1.1.2018,, ..,(1.1.2018,, ...,

- 1.5.2021. 1.1.2018,, .., 1.5.2021. 1.1.2018,, .., 1.5.2021. 1:1.2018;; ..,;1.5.2021. 1.5.2021 1.5.2021. 1.5.2021 1.5.2021. 1.5.2021.

KRIPTOVALUTA

date avg_mcap curr_mcap avg_vol ret_var avg_return beta7 beta30 beta90 beta180
btc_bitcoin 1.1.2018. 22.938.709.551.200.000| 22.938.709.551.200.000| 22.938.709.551.200.000|0.001850114| -3,1831E+16|0.813917941|0.813917941|0.813917941|0.813917
btc_bitcoin 2.1.2018. 23.588.104.032.400.000| 23.588.104.032.400.000| 23.588.104.032.400.000|0.001850114| -3,1831E+16|0.813917941|0.813917941|0.813917941|0.813917
eth_ethereum 1.1.2018. 7.388.065.406.600.000 7.388.065.406.600.000 7.388.065.406.600.000|0.002813495(0.003183138 |0.969118189|0.969118189|0.969118189|0.969118
eth_ethereum 2.1.2018. 8.462.686.705.100.000 8.462.686.705.100.000 8.462.686.705.100.000|0.002813495(0.003183138 |0.969118189/0.969118189|0.969118189|0.969118

Slika 4.2. Izravnavanje podataka s obzirom na ulazne parametre modela.

istraZivanju je Sto se on dijeli na dva manja vremenska prozora iz kojih se dobiju "podaci

u uzorku” (eng. in-sample) i "podaci izvan uzorka" (eng. out-of-sample). Podaci izvan

uzorka se koriste za izracun korelacijskog koeficijenta koji se predaje kao ciljna varijabla

modelima. Oni se nalaze u buducnosti od odabranog referentnog trenutka koji dijeli dva
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manja vremenska prozora. Duljina njihovog prozora je sedam dana. Podaci u uzorku
se koriste za izracun vrijednosti ulaznih parametara koji se predaju modelima. Njihov
vremenski prozor se nalazi u proslosti u odnosu na odabrani referentni trenutak i traje,

ovisno o modelu, sedam, trideset, devedeset ili sto osamdeset dana.

U svrhu implementacije mehanizma klize¢eg prozora napisano je nekoliko pomo¢-

nih klasa, a sam algoritam ide ovako:
1. instancira se podatkovna struktura koja predstavlja objedinjeni skup podataka,

2. s pomocu klase za rukovanje podacima dohvate se, unutar zadanih datumskih
ograniCenja klize€eg prozora, vrijednosti trziSne kapitalizacije, volumena trgova-

nja i povrata kriptovaluta,
3. izraCunaju se teZine indeksa trZista,
4. izraCunaju se povrati indeksa trzista,

5. za svaku dohvacenu kriptovalutu izracunaju se ulazni parametri i spreme u obje-

dinjeni skup podataka,
6. klizeci prozor se pomakne za fiksni broj dana,

7. ponavljaju se koraci 2.-6. dok se vremenskim prozorom ne dode do zavr§nog da-

tuma vremenskog niza.

CryptoDataHandler je pomoc¢na klasa za rukovanje podacima koja pri inicijalizaciji uci-
tava podatke u Pandas okvire podataka (eng. data frame) i u kojoj se pri dohva¢anju pro-
vodi filtriranje podataka iz tablice Ulazni parametri koji se racunaju i spremaju u
objedinjeni skup podataka opisani su u tablici Modeli su trenirani sa svim ili pod-

skupom parametara Sto ¢e u poglavlju s rezultatima biti istaknuto.

TrZiSna kapitalizacija predstavlja ukupnu vrijednost imovine na trZiStu izraZzenu u
americkim dolarima (USD). Racuna se kao umnozak vrijednosti jedinice imovine u USD
i ukupnog broja te imovine na trzistu [15]. Volumen trgovanja je koli¢ina imovine koja
promijeni vlasnika (koristi se u trgovanju) tijekom odredenog razdoblja, naj¢es¢e jednog

dana. Generalno, imovina s ve¢im dnevnim volumenom je likvidnija te njene promjene
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Svi podaci
* Filtriranje prema datumskim ograni¢enjima zadanima Sirinom klize¢eg prozora.

Trzi$na kapitalizacija

* Ne smije sadrzavati nepoznate vrijednosti.

* Mora svaki dan biti ve¢a od zadanog praga od milijun USD.

* Dohvaca se samo prvih N kriptovaluta poredanih silazno prema trzi$noj
kapitalizaciji. Broj N se proizvoljno odreduje.

Volumen trgovanja
* Mora u svakom trenutku biti ve¢i od nula.
* Ne smije imati nepoznate vrijednosti.

Cijena
* Ne postoje uvjeti filtriranja po cijeni kriptovalute.

Povrati

* Ne smiju drasti¢no odskakati od ostalih povrata (eng. outlier), u suprotnom se
smatraju Sumom. Gornja i donja granica ekstremnih vrijednosti su empirijski
odredene.

* Varijanca im mora biti razli¢ita od nula. SluZi za izbacivanje stablecoinova iz skupa
podataka koji smetaju predikciji.

Tablica 4.1. Uvjeti filtriranja podataka.

u cijeni imaju veéi znacaj [[16]]. Svi parametri, osim povijesnih 8, su transformirani prije

treniranja. Primjenjuju se dva pristupa transformaciji:
1. standardizacija koriStenjem Z vrijednosti,

2. primjena prirodnog logaritma (trenutna i prosjecna trziSna kapitalizacija, prosj-
ecni volumen), kvadratnog korijena (varijanca povrata) ili anualizacije (trenutni

i varijanca povrata).

Transformacije se provode zato §to postoje velike razlike u redovima veli¢ina parame-
tara Sto modelima oteZava modeliranja njihovog odnosa s ciljnom varijablom i povecava

pogresku procjene.

Iduc¢i korak procjene latentnih faktora je treniranje modela strojnog ucenja za $to se
koriste njihove ugradene metode. Bitno je osigurati da su dimenzionalnosti podataka za
treniranje ispravne kako se ne bi dogodile greske kasnije u predikciji. Glavna razlika je

u dimenzionalnosti izmedu skupa podataka kojeg ¢ine samo povijesne £ i ostalih koji
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Parametar Definicija

beta7 uzoracka povijesna trzi$na 8 na vremenskom prozoru od 7 dana
beta30 uzoracka povijesna trziSna 8 na vremenskom prozoru od 30 dana
beta90 uzoracka povijesna trzi$na 8 na vremenskom prozoru od 90 dana
beta180 uzoracka povijesna trzi§na § na vremenskom prozoru od 180 dana
avg_mcap prosjecna trzi$na kapitalizacija u prethodnih 180 dana
current_mcap trziSta kapitalizacija u referentnom trenutku promatranja

avg_vol prosjecni volumen trgovanja u prethodnih 180 dana

avg_ret prosjecni povrati u prethodnih 180 dana

var_ret varijanca povrata u prethodnih 180 dana

Tablica 4.2. Opis ulaznih parametara modela strojnog ucenja.

sadrZe vrijednosti svih ulaznih parametara.

Model linearne regresije je uzet iz knjiznice statsmodels. ToCnije, radi se o klasi Or-
dinary Least Squares (OLS). Podacima se kod koriStenja ovog modela prije treniranja i
testiranja metodom add_constant dodaje stupac jedinica radi mnoZenja s teZinom koja
odreduje pristranost regresije. Za treniranje se koristi metoda fit, a za predikciju me-
toda predict. Najveca prednost ovog modela je detaljni ispis rezultata nakon treniranja.
Primjer ispisa modela koji se trenirao nad skupom podataka sastavljenog od povijesnih

trzi$nih 8 prikazan je na slici

Polinomijalna regresija je ostvarena s pomocu nekoliko klasa i funkcija iz knjiZnice
Scikit Learn. Funkcijom make_pipeline kreira se instanca klase Pipeline koja omo-
gucava izvodenje operacija nad podacima korak po korak. Predaju joj se instance klasa
PolynomialFeatures i Ridge. Klasa PolynomialFeatures kreira novi skup podataka
koji se sastoji od svih polinomijalnih kombinacija ulaznih parametara stupnja manjeg ili
jednakog od zadanog. U istraZivanju se koristi polinom drugog stupnja koji na primjeru
podataka s dva ulazna parametra a i b ima kombinacije: 1, a, b, a®, ab, b*. Ridge klasom
je implementirana OLS regresija s L2 regularizacijom. Regularizacija se koristi u svrhu

sprjecavanja prenaucenosti modela polinomijalne regresije.

Kao §to je opisano u odjeljku[3.4] Random Forest regresor trenira nad podskupovima
podataka zadani broj stabala odluke iz ¢ijih izlaza usrednjavanjem daje kona¢nu predik-
ciju. Takvim nac¢inom predikcije se kontrolira prenau¢enost modela. Implementacija i
ovog modela je uzeta iz knjiZnice Scikit Learn. Pri instanciranju se objektu predaju iduci

hiperparametri:
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Dep. Variable: 10 R-squared (uncentered): 0.861
Model: OLS Adj. R-squared (uncentered): 0.858
Method: Least Squares F-statistic: 322.3
Date: Wed, 08 May 2024 Prob (F-statistic): 6.34e-88
Time: 22:09:12 Log-Likelihood: -134.24
No. Observations: 212 AIC: 276.5
Df Residuals: 208 BIC: 289.9
Df Model: 4
Covariance Type: nonrobust

coef std err t P>t [6.0825 0.975]
7 0.3411 0.081 4,211 0.000 0.181 0.501
30 0.1733 0,171 1.013 0.312 -0.164 0.511
90 0.1717 0.289 0.594 08.553 -0.398 0.742
180 0.2980 0.227 1.314 0.190 -0.149 0.745
Omnibus: 66.783 Durbin-Watson: 1.766
Prob(Omnibus): 0.000 Jarque-Bera (JB): 282.788
Skew: 1.178 Prob(JB): 3.92e-62
Kurtosis: 8.144 Cond. No. 26.4

Slika 4.3. Ispis rezultata linearne regresije nakon treniranja.

« n_estimators broj stabala odluke u modelu; koristi se 50 stabala odluke,

« max_depth maksimalna dopustena dubina pojedinog stabla odluke; zadana vri-

jednost dubine je 3,

« random_state broj koji kontrolira nasumicnost procesa bagginga i nasumicnost
uzorkovanja ulaznih parametara pri razdvajanju ¢vora; koristi se empirijski oda-

bran broj 37.

Za sve ostale hiperparametre koriste se njihove zadane (eng. default) vrijednosti. Na
slici se nalazi primjer stabla odluke nakon treniranja na kojem je moguce pratiti

slijed odluka do listova.

Neuronske mreZe nude puno opcija u dizajniranju njihove arhitekture. Za potrebe
ovog istrazivanja u izradi modela je koriStena knjiZznica TensorFlow. Koriste se Keras
sekvencijski modeli unaprijedne neuronske mreZe s tri sloja - ulazni, skriveni i izlazni.

Primjer arhitekture jedne od koristenih neuronskih mreza prikazan je naslicii.5] Ulazni
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x[6] <= 0.515
squared_error = 0.13
samples = 1836

value = 0.62
x[8] <= 0.177 x[8] <= 0.666
squared_error = 0.166 squared_error = 0.097

samples = 588 samples = 1248

value = 0.461 value = 0.692
x[1] <= 19.979 x[4] <= 16.995 x[6] <= 0.818 x[5] <= 0.443

squared_error = 0.172 squared_error = 0.154 squared_error = 0.123 squared_error = 0.049

samples = 65 samples = 523 samples = 689 samples = 559
value = 0.169 value = 0.498 value = 0.618 value = 0.783

AN ANYANYA

squared_error = 0.161 | squared_error = 0.103 | squared_error = 0.114 | squared_error = 0.183 | squared_error = 0.132 | squared_error = 0.048 | squared_error = 0.108 | squared_error = 0.039
samples = 54 samples = 11 samples = 247 samples = 276 samples = 590 samples = 99 samples = 52 samples = 507
value = 0.226 value = -0.18 value = 0.562 value = 0.438 value = 0.596 value = 0.752 value = 0.613 value = 0.802

Slika 4.4. Primjer stabla odluke od kojih je napravljen Random Forest regresor.

ulazni_sloj | InputLayer | float32 skriveni_sloj | Dense | float32 izlazni_sloj | Dense | float32
input: | output: > input: output: > input: ‘ output:
[(None, 9)] | [(None, 9)] (None, 9) (None, 64) (None, 64) | (None, 1)

Slika 4.5. Primjer arhitekture modela umjetne neuronske mreZze.

sloj InputShape je komponenta koja definira oblik i tip podataka. NuZna je za odrediva-
nje ulazne dimenzije tenzora na ¢emu se gradi ostatak arhitekture. Ovaj sloj ne provodi
nikakve izracune ve¢ samo sluZi kao ulazna to¢ka modela. Skriveni sloj ¢ini potpuno

povezani (gusti) unaprijedni sloj koji implementira operaciju
output = activation(dot(input, kernel) + bias)

gdje je activation aktivacijska funkcija koju se primjenjuje na svaki neuron i predaje ju
se u argumentima funkcije sloja, kernel je matrica teZina koju kreira sam sloj i bias je
vektor pristranosti kojeg isto interno kreira sloj [[17]] (kako pristranost utjece na pojedini
neuron prikazano je slikom [3.3)). U istrazivanju su kao aktivacijske funkcije isprobane
Rectified Linear Unit (ReLU) i sigmoidalna funkcija (Slika [4.6]). Ovaj sloj, u svim im-

plementiranim modelima, ¢ine Sezdeset i Cetiri neurona. 1zlazni sloj je takoder potpuno
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povezani unaprijedni sloj, ali sastoji se od samo jednog neurona Ciji izlaz predstavlja pro-
cjenu korelacijskog koeficijenta. Kako je ovaj koeficijent ograni¢en uvjetom —1 < p < 1
kao aktivacijska funkcija izabran je tangens hiperbolni (Slika [2.4]) koji s asimptotama u

kodomeni na —1 i 1 zadovoljava zadano ogranicenje. Metodom compile sekvencijalnog

sigmoid ‘ RelLU

| R(z) =maz(0, 2)

-10 -5 0 5

Slika 4.6. Sigmoidalna i ReLU aktivacijska funkcija [18].

modela konfigurira se njegovo treniranje. KoriSteni argumenti metode su optimizer, loss
i metrics. Kao optimizatori koriSteni su stohasticki gradijentni spust (eng. stohastic gra-
dient descent - SGD) i Adam optimizator. Funkcija gubitka i mjera po kojoj se evaluira

modele je srednja kvadratna pogreska (eng. mean squared error).

Metoda fit, kojom se trenira neuronska mreZa, prima argumente (navedeni su samo

oni koji se koriste):
« X - ulazni parametri,
« y-ciljna varijabla; vrijednosti korelacijskog koeficijenta za dane ulazne parametre,

« batch size - koriSteni broj uzoraka po iteraciji treniranja; u istraZivanju je podeSen

na 32 uzorka po iteraciji,

« epochs - broj iteracija treniranja modela; koristi se 100 epoha,

10% podataka za treniranje je koriSteno u svrhu validacije,

« callbacks - listaimplementacija klase keras . callbacks.Callback koji se primje-

njuju tijekom treniranja; iskoriSteni su za rano stopiranje treniranja modela u slu-
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¢aju da se vrijednost funkcije gubitka ne poboljSava 5 epoha za redom. To je stan-
dardna metoda regularizacije u strojnom ucenju kojom se izbjegava prenaucenost

kod koriStenja iterativne metode ucenja.

Metoda za treniranje vra¢a History objekt koji sadrzi zapise o vrijednostima gubitka i
metrika tijekom treniranja. On daje bolji uvid u proces treniranja i $to je sve poslo po
krivu. Primjer grafa promjene srednje kvadratne pogreSke po epohi treniranja za ne-

uronsku mreZu koja u srednjem sloju koristi sigmoidalnu aktivacijsku funkciju dan je

slikom [4.7]

0.145 A
—— Train Error

Val Error

0.140 A

©

=

W

u
1

Mean Squared Error
o
=
w
o
1

0.125 - /v\’\/\./\/\/\’_—/\

0.120 A

0 10 20 30 40
Epoch

Slika 4.7. Promjena srednje kvadratne pogreSke po epohama treniranja neuronske mreZe.

Treci korak procjene latentnih faktora je kreiranje procjene kovarijacijske matrice. U
ovom koraku se takoder koristi objedinjeni klizeci prozor, ali nad razdobljem odredenim

za testiranje. Procjena se radi u svakom pomaku prozora iduc¢im redoslijedom:

1. ulazni parametri se predaju modelu koji vra¢a predikciju korelacijskog koefici-

jenta,
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2. formulom[2.19|se izratuna vektor procjena faktorskih g (koeficijenti latentnih fak-

tora; trzisne f3)
3. izracunase procjena idiosinkratske komponente faktorskog modela formulom

4. matricnim umnoskom vektora faktorskih  kreira se matrica koeficijenata koja se
zatim pomnoZi varijancom indeksa trzZiSta radi ispravnog skaliranja vrijednosti nje-

nih elemenata,

5. prema izrazu kreira se procijenjena kovarijacijska matrica.

4.1. Procjena pozitivno definitne kovarijacijske matrice

Unatoc racunanju faktorskih 8 nad standardiziranim podacima i prelasku na procjenu
korelacijskog koeficijenta, neki od regresijskih modela su i dalje imali problem da su za
procjenu davali singularnu kovarijacijsku matricu (matrica koja nema inverz i nije pozi-
tivno definitna). Razlog tomu su bili negativni elementi na dijagonali procijenjene idi-
osinkratske komponente. Kako bi se izbjegli negativni elementi, u izraCunu se, umjesto
predvidenih, koriste povijesne § vremenskog prozora od sto osamdeset dana. Po tome se
razlikuje procjena kovarijacijske matrice regresijskih modela od ostalih. Koraci imple-

mentacije su:
1. dohvate se predikcije modela,
2. kreira se matrica koeficijenata faktora iz procijenjenih g,
3. kreira se matrica koeficijenata faktora iz povijesnih g,
4. izracuna se uzoracka kovarijacijska matrica S,
5. prema formuli se dobije vrijednost idiosinkratske komponente,

6. iskoristi se formula kako bi se dobila procjena kovarijacijske matrice.
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4.2. Mjere performanse

Kako bi se mogla dati ocjena koliko je dobra dobivena procjena meduodnosa financij-
ske imovine koriste se dvije mjere performanse: log-izglednost i Frobeniusova norma

reziduala procijenjene i uzoracke kovarijacijske matrice.

Neka je skup D slucajan uzorak uzorkovan iz skupa svih mogucih primjera X. Vrijedi

pretpostavka da se primjeri x € X ravnaju po nekoj distribuciji
x® ~ P(x]6) (4.1)

gdje je 0 vektor parametara te distribucije [19]. Bududi da je D slu¢ajan uzorak iz X, on
je ujedno i reprezentativan uzorak te se onda smije pretpostaviti i da se primjeri x” € D
takoder ravnaju po istoj distribuciji kao i primjeri iz populacije X [19]. Vjerojatnost da je

iz dane distribucije izvu¢en bas uzorak D je

N
p(D16) = p(xD, ..., x™|9) = T p(x?16). (4.2)

Izraz vrijedi samo u slucaju ako su primjeri nezavisni i identi¢no distribuirani (i.i.d.),
zato $to onda vrijedi p(x@, x\?) = p(x®)p(x) te se vjerojatnost slutajnog vektora moze
napisati kao produkt vjerojatnosti pojedina¢nih sluc¢ajnih varijabli [19]. U stvarnosti,
vjerojatnost p(D|6) ovisi samo o parametru 6 zato $to je uzorak D fiksiran - to je dobiveni

skup podataka. Tu €injenicu se moZe naglasiti izmjenom zapisa formule

p(D16) = p(x, ..., xM|9) = [ [ p(x®16) = L(6|D) . (4.3)
i=1

Funkcija L zove se funkcija izglednosti (engl. likelihood function). Ona parametrima 6

pridjeljuje vjerojatnost da se iz populacije s parametrima 6 izvuce uzorak D [19]:
L:6— p(D|b). (4.4)

U radu se koristi prirodni logaritam funkcije izglednosti koji produkt vjerojatnosti pre-
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tvara u sumu:

N N
InL(6|D) = In [ [ p(x®16) = > 1In p(x©6). (4.5)
i=1 i=1
To je pozeljno iz dva razloga:
1. asimptoticka svojstva sume su laksa za analizirati [20]],

2. produkti nisu numericki stabilni, imaju tendenciju brzo konvergirati u nulu ili be-
skonacnost ovisno o tome jesu li vrijednosti pojedinog uzorka vece ili manje od 1.
Sume su dakle stabilnije iz numericke perspektive Sto je korisno ako se proracuni
izvode na racunalu koje ima ograni¢enu preciznost i ne moZze razlikovati jako mali

broj od nule, odnosno jako veliki broj od beskonac¢nosti [20]].

Distribucija koja se koristi za izracun log-izglednosti je multivarijatna normalna (Ga-

ussova) distribucija ¢ija je funkcija log-izglednosti:
L, $:D) = — ™ 1 27r) = ™ In det(s) — li(x — w8 (= ) (4.6)
lua 9 - 2 2 2 j=1 ] ,u ] ,u . .

Njeni su parametri srednja vrijednost i kovarijacijska matrica. U implementaciji se sred-
nja vrijednost dobije iz podataka izvan uzorka, a matrica je procijenjena nekim od mo-
dela. Bitno je primijetiti da je funkcija izglednosti dobro definirana samo ako je deter-
minanta kovarijacijske matrice strogo pozitivna §to implicira da je £ ograni¢ena na skup

pozitivno definitnih matrica [21].

Jedna od najstarijih i najjednostavnijih matri¢nih normi je Frobeniusova norma. De-

finira se kao kvadratni korijen zbroja svih kvadriranih elemenata matrice [22]:

(4.7)

Ova norma na neki nacin izrice "veli¢inu” matrice - matrica s malim/velikim vrijednos-

tima elemenata ima mali/veliki iznos Frobeniusove norme [22]]. U radu se koristi kako
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bi se izmjerilo koliko je procijenjena kovarijacijska matrica razli¢ita od uzoracke (4.8)):

Hﬁ‘. — S”F = i i(aij - Sij)2 . (4.8)

i=1 j=1

Sto je procjena bolja, vrijednosti reziduala su bliZe nuli te je iznos norme manji.
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5. Rezultati

U standardnoj Markowitzevoj teoriji portfelja, portfelj minimalne varijance ima najma-
nji rizik od svih mogucih izbora ulaganja u imovinu[23]. Izracun vektora optimalnih
teZina w,,y, koje predstavlja udio pojedine imovine u portfelju, ovisi jedino o meduod-
nosu (kovarijacijskoj matrici), a ne i o o¢ekivanim povratima imovine [23]]. Radi se o

optimizacijskom problemu u kojem je cilj minimizirati varijancu portfelja,

O-%wp = wi,nvpzwmvp (51)
i koji ima ograni¢enje da suma svih teZina mora biti jedan (w;,,,1 = 1, gdjeje1 N x 1

vektor jedinica) [23]. RjeSenje optimizacijskog problema moze se matri¢no izra¢unati:

1

== - (5.2)
1'>-11

Wiy )4

gdje je 27! inverz kovarijacijske matrice. U istrazivanju se koristec¢i procijenjene kovarija-

cijske matrice, u svakom pomaku klizeceg prozora, kreira i portfelj minimalne varijance.

Modeli strojnog ucenja se usporeduju s obzirom na to koliko dobro mogu iskoristiti
informacije iz proSlosti u predikciji korelacijskog koeficijenta i izra¢unu latentnih fak-
tora. Faktori se zatim koriste za procjenu buduce kovarijance financijske imovine i izra-
¢un mjera performansi. Uz to je isprobano slaganje portfelja minimalne varijance te su

modeli usporedeni i na temelju standardne devijacije njihovih povrata.

U istraZivanju se u procjeni koristi deset razli¢itih modela nad 3 razlicita skupa po-
dataka. U tablici u stupcu "model” popisane su sve koriStene kombinacije modela
i podataka (u slucaju modela neuronskih mreza i sve kombinacije s optimizatorima).
Beta; predstavlja osnovne modele koji faktorske bete procjenjuju njihovim povijesnim

vrijednostima (odjeljak [3.1)), a broj u indeksu im oznacuje duljinu vremenskog prozora
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model L ‘ lﬁ—S”F ‘ o ,(%) ‘
Beta, 86.55 0.0904 41.47
Betas, 1011.17 | 0.0578 | 33.59
Betay, 1101.39 | 0.04217 | 33.61
Betayg, 1117.39 | 0.0319* | 32.19
OLS-beta 1015.78 0.0491 32.92
OLS 1014.34 0.0564 35.29
OLS-stand 1015.00 0.0557 35.70
PolyReg-beta 1013.95 0.0500 33.72
PolyReg 1012.30 0.0626 33.62
PolyReg-stand 1005.53 | 0.0662 | 37.75
RFR-beta 1012.70 0.0527 34.12
RFR 1011.13 0.0569 34.42
RFR-stand 1011.28 0.0582 34.80

ReLU-beta-SGD 1131.14 0.0506 30.14*
ReLU-beta-Adam | 1131.89* | 0.0502 30.23
ReLU-stand-SGD 1075.27 0.0579 42.13

ReLU-stand-Adam | 1097.77 0.0523 38.32

SIGM-beta-SGD 1130.43 0.0541 30.97

SIGM-beta-Adam 1128.73 0.0527 30.41

SIGM-SGD 1101.63 0.0698 35.85
SIGM-Adam 1121.02 0.0599 31.75
SIGM-stand-SGD 1123.57 0.0559 32.33
SIGM-stand-Adam | 1111.32 0.0556 33.68

Tablica 5.1. Rezultati mjera po kojima se usporeduju procjene latentnih faktora. U stupcima
su redom s lijeva na desno: nazivi modela u kombinaciji s kori§tenim skupom podataka (i u
slu¢aju neuronskim mreZa optimizatorom), log-izglednost procjene kovarijacijske matrice izra-
Cunate iz procjene faktora, Frobeniusova norma razlike procijenjene i uzoracke kovarijacijske
matrice, anualizirana standardna devijacija povrata portfelja minimalne varijance izraZena u pos-
tocima.

nad kojim su izraCunate. Kod ostalih naziva prva rijec je ime modela strojnog ucenja koji
se koristio. Iznimka su modeli neuronskih mreza koji na tom mjestu imaju naziv akti-
vacijske funkcije koja se koristila u skrivenom sloju. Nastavci u imenima imaju iduca

znacenja:

« beta Model je treniran nad skupom podataka koji sadrzava samo vrijednosti povi-

jesnih faktorskih .

« stand Za treniranje je koriSten skup podataka sa svim ulaznim parametrima koji

su pri dohvacéanju standardizirani.

« niSta Ako u nazivu nema nastavka vezanog uz skup podataka znaci da je model
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treniran nad svim ulaznim parametrima koji su pri dohvacanju proSli drugi tip

transformacija opisan u poglavlju
« SGD U treniranju neuronske mreze koriSten je SGD optimizator.

+ Adam U treniranju neuronske mreze koriSten je Adam optimizator.
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Slika 5.1. Log-izglednost na razdoblju za testiranje.

Mjerama performanse (odjeljak [4.2]) opisana je kvaliteta procjene kovarijacijske ma-
trice. U tablici[5.1]u stupcu "L" dana je prosje¢na log-izglednost procjene (prosje¢na zato
Sto se pri testiranju koristio klize¢i prozor) kovarijacijske matrice modela nad podacima
za testiranje. Magnituda ove mjere nema neko posebno znacenje zato $to je podloZzna
razli¢itim faktorima, a najviSe broju uzoraka koji se koristio u izracunu. Svejedno, kod
usporedivanja se smije re¢i da je model ostvario bolji ili gori rezultat u odnosu na neki
drugi. Najvecu prosjecnu log-izglednost, iznosa 1131.89, je ostvario model ReLU-beta-
Adam. Svi modeli neuronskih mreZa su ostvarili jako dobre rezultate te iako je najbolji

rezultat ostvarila mreZa s ReLU aktivacijskom funkcijom, u prosjeku su mrezZe sa sigmo-
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Slika 5.2. Modeli s najgorom prosje¢nom log-izglednoscu.

idalnom aktivacijskom funkcijom u skrivenom sloju postigle bolje rezultate. Dodatno,
moguce je primijetiti da u tablici nema zapisa o neuronskim mreZama koje koriste
ReLU i nemaju oznaku o podacima (stavka "nista” u gornjem popisu). To je zato $to nji-
hovo treniranje nije bilo uspjesno i nisu mogle dati procjenu kovarijacijske matrice koja
nije singularna. Jos$ su se dva modela istaknula visokim vrijednostima log-izglednosti, a
to su povijesne faktorske 8 izracunate nad prozorima od 90 i 180 dana. TrZiSne povijesne
B su se opcenito pokazale kao dobar izvor informacija svim modelima u predikciji. U pri-
log tomu ide Cinjenica da je svaki tip modela ostvario najvi$u vrijednost log-izglednosti

kada je bio treniran nad skupom podataka koji je uklju¢ivao samo njih.

Na slici[5.1]prikazano je kretanje vrijednosti log-izglednosti tijekom razdoblja za tes-
tiranje nad sto kriptovaluta. Slika uklju¢uje modele koji imaju visoki prosje¢ni iznos
log-izglednosti. S druge strane, slikom|[5.2]prikazano je kretanje log-izglednosti modela

s njenim najgorim prosjekom.

Prosje¢na Frobeniusova norma razlike procijenjene i uzoracke kovarijacijske matrice
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Slika 5.3. Modeli s najboljom prosje¢nom vrijednosti Frobeniusove norme rezidualne matrice u
testnom razdoblju.

" tablice
F

manja zato S$to to znaci da su pojedini elementi procijenjene matrice, po vrijednostima,

w

dana je stupcem "{|T — S .1/ Optimalno je da vrijednost ove mjere bude Sto

blizi stvarnima. Najmanju prosjecnu vrijednost rezidualnih matrica ostvario je model
Beta,g,. Zanimljivo je Sto je najgori rezultat ostvario model Beta,. Medu ostalima isti¢u
se jo$ linearna regresija trenirana skupu faktorskih 8 i Betag, zato $to su jedini modeli
¢ije su rezidualne matrice ostvarile prosjecnu vrijednost norme manju od 0.05, a slijedi
ih polinomijalni regresijski model PolyReg-beta. Iznenadenje su rezultati neuronskih
mreZa koje se, iako imaju najbolje rezultate log-izglednosti, ovdje nisu na isti nacin is-
taknule. Vrijednosti Frobeniusove norme razlike procijenjene i uzoracke kovarijacijske

matrice za najbolje i najgore modele prikazane su slikama5.3]i

Kako su odluke regresora slu¢ajnih Suma interpretabilne, njegova implementacija u
knjiznici Scikit Learn sadrZi atribut u kojem je zapisana vaZnost svakog ulaznog para-

metra pri donoSenju odluka u stablima. VazZnost je izraZzena u postocima i za regresor
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Slika 5.4. Modeli s najgorom prosjecnom vrijednosti Frobeniusove norme rezidualne matrice u
testnom razdoblju.

treniran na svim parametrima (skupu koji nije standardiziran nego ima drugi tip tran-
sformacija) prikazana je na slici Rezultati na slici potvrduju status trzisnih § kao
najkorisnijih parametara. Na prvom mjestu su sedmodnevne faktorske bete koje se, kao
zaseban model, zapravo isti¢u jako loSim rezultatima. To je potencijalan razlog zasto i

regresor slu¢ajnih Suma nema dobre rezultate.

Posljednjim stupcem "c," u tablici popisane su vrijednosti anualizirane stan-
dardne devijacije povrata portfelja minimalne varijance izraZzene u postocima. Portfe-
lji su izgradeni na temelju procjene kovarijacijske matrice odgovaraju¢ih modela me-
todama opisanim na pocetku poglavlja. Optimalno je da standardna devijacija povrata
bude $to manja zato $to to znaci i da su fluktuacije (rasprSenost) povrata manje. Poslje-

di¢no je i rizik ulaganja u takav portfelj manji.

Najmanji rizik ulaganja, prema tablici ima portfelj nastao iz procjene modela
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ReLU-beta-SGD, a slijedi ga isti model s Adam optimizatorom. Ova dva modela imaju i
najvecu log-izglednost procjene. Poveznica visokog iznosa log-izglednosti i malene va-
rijabilnosti portfelja minimalne varijance ima smisla zato §to su ti portfelji napravljeni s

kovarijacijskim matricama koje najbolje prikazuju odnose povrata kriptovaluta.

beta7

beta30

avg_mcap

beta90

betal80

Parametar

avg_vol

ret_var

curr_mcap

avg_return

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
Vaznost (%)

Slika 5.5. VaZznost ulaznih parametara kod odluc¢ivanja RFR modela.
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6. Zakljucak

U prethodnim poglavljima prezentirano je istraZivanje kojim se ispituje mogu li modeli
strojnog ucenja procijeniti buduce latentne faktore u financijskim vremenskim nizo-
vima. Uz to je provedena i usporedba koji od isprobanih modela daje najbolju procjenu
(5). S faktorima se moze izra¢unati procjena kovarijacijske matrice kojom se opisuje
meduodnos financijske imovine i koja se moZe iskoristiti za modeliranje portfelja mini-

malne varijance.

Procjena kovarijance u nekim sluc¢ajevima rezultirala je singularnom kovarijacijskom
matricom. Iz tog razloga faktori se ne procjenjuju izravno, ve¢ se standardizacijom po-
dataka vremenskih nizova provodi procjena korelacijskih koeficijenata izmedu imovine
i trziSta iz kojih se raCunaju koeficijenti latentnih faktora. Konac¢na implementacija se

bazira na podacima kriptovaluta te programskom jeziku Python i njegovim knjiZnicama.

Rezultati istrazivanja pokazuju da najizglednije procjene kovarijacijske matrice i naj-
manje volatilni portfelji minimalne varijance dolaze iz modela neuronskih mreza. U
njihovim izgradnjama koriStene su aktivacijske funkcije ReLU i sigmoida te optimiza-
tori SGD i Adam. Najkorisnijim ulaznim parametrima pokazale su se povijesne trziSne
B od kojih su napravljeni osnovni modeli procjene. Medu njima se istaknuo model ko-
jeg Cine B izraCunate na vremenskom prozoru od 180 dana i koji je ostvario najmanju

vrijednost Frobeniusove norme razlike procijenjene i uzoracke kovarijacijske matrice.
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Sazetak

Procjena latentnih faktora u financijskim vremenskim
nizovima zasnovana na strojnom ucenju

lvan Linardic

Rizik u financijama predstavlja varijabilnost imovine u portfelju. Modelira ga se ko-
varijacijskom matricom povrata koja uz to pruza informacije o meduodnosu imovine.
Pozeljno je znati kakva ¢e biti kovarijacijska matrica u budu¢nosti kako bi se znalo mo-
delirati bududi rizik. U financijskim vremenskim nizovima postoje zajednicki latentni
faktori povrata koji su opisani faktorskim modelom. Procjenom buducih faktora mo-
guce je rekonstruirati buduc¢u kovarijancu imovine §to je korisno u upravljanju rizikom i
optimizaciji portfelja. Glavna ideja ovog rada je istraZiti mogu li razlic¢iti modeli strojnog
ucenja procijeniti buduce latentne faktore iz dostupnih podataka i usporediti njihove re-

zultate. Najboljim procjeniteljima pokazale su se neuronske mreZe i povijesne trziSne

B.

Kljucne rijeci: latentni faktori; kovarijanca; modeli strojnog u¢enja
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Abstract

Estimation of latent factors in financial time series based on
machine learning

lvan Linardic

In the finances risk represents the variability of the assets in a portfolio. It is mod-
eled by the covariance matrix of returns which also gives information about the relation
between the assets. It is desirable to know the value of the future covariance matrix so
one could know how to model the future risk. There are common latent factors in the
financial time series data that are described by the factor model. By the estimation of
the future factors it is possible to reconstruct the future covariance matrix of the assets
which is useful in the risk management and portfolio optimization. The main idea of this
paper is to conduct a research if different machine learning models can estimate future
latent factors using the available data and to compare their results. Neural networks and

historical market 8 showed to be the best estimators.

Keywords: latent factors; covariance; machine learning models
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