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Uvod

Latinski kvadrati su matematicki koncept prouc¢avan u sklopu kombinatorike i statistike.
Kao kvadratne matrice u kojima se svaki element iz n-¢lanog skupa pojavljuje tocno
jednom u svakom retku 1 stupcu, u primjeni na dizajn eksperimenata latinski kvadrati
osiguravaju ravnomjernu raspodjelu tretmana unutar eksperimentalnih jedinica. Ovaj
pristup je posebno koristan u situacijama gdje je potrebno kontrolirati viSe izvora
varijabilnosti, kao $to su blokovi 1 tretmani, kako bi se izolirali efekti specifi¢nih faktora.

Njihova primjena u dizajnu eksperimenata omogucava precizno upravljanje varijabilnoscu.

Povijesno gledano, latinski kvadrati su se koristili implicitno u raznim kulturnim i
znanstvenim kontekstima prije nego $to su formalno definirani i analizirani od strane
matemati¢ara Leonharda Eulera. Eulerov rad postavio je temelje za daljnje istrazivanje i

primjenu latinskih kvadrata u mnogim disciplinama.

Primjena latinskih kvadrata u dizajnu eksperimenata omogucava istraziva¢ima da
minimiziraju utjecaj sluc¢ajnih varijacija i pristranosti, Sto rezultira pouzdanijim i tocnijim
rezultatima. U poljoprivredi, psihologiji, industrijskom inZenjerstvu i mnogim drugim
podruc¢jima, latinski kvadrati pruzaju strukturiran nain za organizaciju eksperimentalnih

tretmana, ¢ime se optimizira koriStenje resursa i povecava statisticka snaga eksperimenata.

Ovaj rad e istraziti teorijske osnove latinskih kvadrata, njihovu povijest 1 razvoj te
prakti¢ne primjene u dizajnu eksperimenata. Osvrnut ¢emo se 1 na problem s kojim se
Leonhard Euler suocio, a koji je vezan za konstrukciju ortogonalnih latinskih kvadrata.
Takoder ¢emo razmotriti metode i algoritme za generiranje latinskih kvadrata. Kroz
analizu konkretnih primjera, demonstrirat ¢emo kako se latinski kvadrati mogu koristiti u
eksperimentalnom dizajnu te kako se mogu analizirati podatci dobiveni u takvom

istrazivanju.



1. Latinski kvadrati

1.1 Osnovni rezultati

Za kvadratnu matricu reda n kazemo da je latinski kvadrat ako za nju vrijedi :

e clementi matrice su elementi n-¢lanog skupa { x1, X2, ... Xn }
e usvakom retku i u svakom stupcu matrice se svaki element x;, 1 =1, 2, ... n, nalazi

na to¢no jednom mjestu

Evo primjer latinskog kvadrata reda 3:

1 [ 2713
Az 2 [ 3 |1
311 | 2

Latinski kvadrati su se implicitno koristili i prije nego su bili matematicki definirani i
analizirani. Najranija znana uporaba latinskih kvadrata je na amuletima (lat. Amuletum =
privjesak) i u obredima u Arapskim i Indijskim druStvima. Ovo je vrlo tesko datirati, no

svrstava se otprilike na 1000. godinu.

Slika 1 Srebreni amuleti iz Damaska



Francuski poljoprivredni istraziva¢ Francois Cretté de Palluel smatra se prvom osobom
koja je upotrijebila latinske kvadrate u svrhu statisticke analize. 1788. izdao je rad ,,Sur les
avantages et I’economie que procurent les raciness employees a I’engrais des moutons a
I’étable, Mémoires d’Agriculture, trimester d’éte” ili prevedeno na hrvatski ,,0
prednostima i ekonomicnosti hranidbe ovaca u stali korijenjem, Poljoprivredni ljetopis® s
ciljem dokazivanja da se ovce mogu hraniti korjenastim povréem zimi $to bi bilo jednako
efikasno kao dotadasnja dijeta kukuruza i sijena. Dizajnirao je eksperiment na nacin gdje je
16 ovci hranio razli¢itim dijetama i1 usporedio tjelesne mase. Naravno, Francois nije izri¢ito
definirao latinski kvadrat u svom radu, no implicitno ga je koristio. Naime, eksperiment je
esencijalno bio zapravo latinski kvadrat reda 4 gdje su redove predstavljale 4 vrste ovci,

stupce 4 razlicite dijete, a simbole 4 razli¢ita vremena klanja. (Andersen, 2007)

Latinske kvadrate je konceptualno definirao Leonhard Euler, Svicarski matematicar i

fizicar. Matematicki ih je definirao, istrazio im svojstva te im nadjenuo ime (Young, 2011).

Svoj naziv latinski kvadrati su dobili zbog toga Sto je Euler za simbole koristio latini¢na

slova npr.
A| B |C
B|C| A
C| A | B

Za par latinskih kvadrata kaZzemo da su izomorfni ako se mogu transformirati jedan u
drugi putem permutacija redova, kolona ili simbola. To znaci da, iako mogu izgledati

drugacije na prvi pogled, njihova osnovna struktura je ista.

Predo¢imo koliko brzo raste broj razlicitih latinskih kvadrata kako raste dimenzija n na

ne{l, 2, 3}.

Za n=1 mozemo sastaviti samo jedan latinski kvadrat i to je :

Za n=2 mozemo sastaviti dva razli¢ita latinska kvadrata:




Za n=3 taj broj se ve¢ penje na ¢ak 12:

1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 3 2
2 3 1 3 1 2 2 1 3 3 2 1
3 1 2 2 3 1 3 2 1 2 1 3
2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 1 3
1 2 3 3 1 2 1 3 2 3 2 1
3 1 2 1 2 3 3 2 1 1 3 2
3 2 1 3 2 1 3 1 2 3 1 2
1 3 2 2 1 3 1 2 3 2 3 1
2 1 3 1 3 2 2 3 1 1 2 3

2007. godine, u casopisu Journal of Combinatorial Designs, objavljeno je istrazivanje o
broju razli¢itih n-dimenzionalnih latinskih kvadrata (Alturky, 2007.). Ovdje se nisu
razmatrali svi latinski kvadrati koji nisu medusobno izomorfni nego oni kojima su
vrijednosti tretmana rasporedeni na nacin da barem na jednom mjestu imaju razli¢itu

vrijednost.
Dobiveni su slijedeci rezultati:

Tablica 1 Broj razlicitih latinskih kvadrata zan < 11

n Broj latinskih kvadrata reda n

1 1

2

12

576

161280

812851200

61479419904000

108776032459082956800

O 0| Q[ | | Bl W N

5524751496156892842531225600

—_
==

9982437658213039871725064756920320000

—
—

776966836171770144107444346734230682311065600000




Za n > 11 nije poznata tocna vrijednost broja razlicitih latinskih kvadrata jer je analiza

prezahtjevna. (Ban & Rukavina, 2012.)

Za konstrukciju latinskog kvadrata najlakSe je zapoceti promatranjem standardnog
latinskog kvadrata. Standardni latinski kvadrat reda n je latinski kvadrat za kojeg vrijedi
da su elementi 1 do n rasporedeni u prvome retku i prvome stupcu prirodnim redoslijedom.

Standardni latinski kvadrat reda 3 je

1 2 3
2 3 1
3 1 2

Veé¢ za n = 4 postoje moZe se sastaviti viSe od jednog razli¢itog standardnog latinskog

kvadrata. Medutim, uvijek nam je najlakse oblikovati kvadrat oblika

1 2 n-1 n
2 3 n 1
n 1 n-2 | n-1

Nakon oblikovanja ovakvog latinskog kvadrata, permutacijom redova, stupaca i simbola

moZemo do¢i do svih latinskih kvadrata izomorfnih s prvotnim.



1.2 Sudoku

Primjer latinskog kvadrata reda 9 je upravo popularna logicka igra Sudoku. Glavna
struktura igre Sudoku je kvadratna mreza reda 9 koja je podijeljena na devet manjih

kvadrata, svaki reda 3.

5(3 7
6 1195
918 6
8 6 3
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
41119 5
8 719

Slika 2 Izgled kvadratne mreZe igre sudoku prije unosa korisnickog rjesenja

Cilj igre je popuniti mrezu brojevima od 1 do 9 tako da se svaki broj pojavljuje tocno
jednom u svakom retku, svakom stupcu i svakom malom kvadratu reda 3. Sudoku je
zapravo potkategorija latinskog kvadrata koja nadilazi osnovne zahtjeve latinskog kvadrata
dodatnom restrikcijom da se svaki broj mora pojaviti to¢no jednom i u svakom od devet
malih kvadrata reda 3. Ova dodatna pravila ¢ine Sudoku sloZenijom 1 izazovnijom

varijantom latinskog kvadrata, koja zahtijeva viSe paznje i strategije za rjeSavanje.

5/3[4]|6[7[8[9[1]2
6/7/2|1/9|5|3]|4|8
1/9/8(3/4/2|5/6,7
8/5/9|7/6/1]4/2|3
4/2/6|8|5[3[7(9]1
7/1[3[9[2[4|8[5|6
9/6[1[5[3[7]|2[8|4
2(8(7]|4|1|9|6|3|5
3/4/5|2|8|6[1|7]|9

Slika 3 Izgled tocno popunjene mreze igre sudoku



1.3 Ortogonalni latinski kvadrati

Za dva latinska kvadrata A=[ajj] i B=[bjj] reda n kazemo da su ortogonalni ako vrijedi

sljedece:

za svaki uredeni par (m, n) takav da sum,n € {1, 2, ... , n} postoji to¢no jedan uredeni par

(1, ) takav da je
aj=mi bj=n.

Drugacije receno, latinski kvadrati su ortogonalni ukoliko njihovim superponiranjem

dobijemo to¢no n? razli¢itih uredenih parova.

Primjerice, sljedec¢i latinski kvadrati

1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2
3 4 1 2 4 3 2 1
4 3 2 1 2 1 4 3

su medusobno ortogonalni latinski kvadrati jer superponiranjem dobivamo

(L) | (22)]| B3| 44D
23) | (14| (41| (32
G4 43|12 2D
42) 3D | (24|13

(Ban & Rukavina, 2012.)

Euler je 1776. Akademiji znanosti u St. Petersburgu predstavio svoj rad pisan na
Latinskom jeziku pod imenom ,De quadratis magicis®“. Fokus rada bili su magicni
kvadrati. Magi¢ni kvadrati su matrice reda n za koje vrijedi da je suma elemenata jednaka

za svaki red, stupac i dijagonalu.



Ovdje je Euler definirao latinski kvadrat

gdje je dosao do zakljucka da ¢e svi redovi, stupci 1 dijagonale imati istu sumu elemenata

ako i samo ako vrijedi
at+b+c=3ctj.a+b=2c.

Htio je posti¢i magicni kvadrat spajanjem netom navedenog kvadrata i kvadrata

sastavljenog od grckih slova:

B | a
a |y
a Y
za kojeg takoder Zelimo da vrijedi
a+ 3= 2vy.

Cilj je bio testirati hipotezu da preklapanjem ova dva kvadrata dobijemo magicni kvadrat.

Dakle, spajanjem imamo

aty | b+p [ cta

b+oa|cty| at+f

c+B |at+a | b+y

NuzZan je uvjet da se niti jedna kombinacija slova ne zbraja dvaput, §to je u ovom uvjetu
ispunjeno. Ovdje smo zapravo izveli gréko-latinski kvadrat. Grcko-latinski kvadrat ime
dobiva zbog upotrebe slova latini¢ne 1 grcke abecede. On kombinira dva medusobno

ortogonalna latinska kvadrata: jednog s latinicnim 1 jednog s grékim slovima.



Euler je odredio parametre s (a, b, ¢c) = (0, 6, 3) i (a, B, y) = (1, 3, 2) te je tako dobio

sljede¢i magicni kvadrat :

2 9 4
7 5 3
6 1 8

Ocito, ovdje se Euler zapravo bavio ortogonalnim latinskim kvadratima iako to jo$ nije
znao. On je, zatim predlozio poznati problem 36 oficira. Zadatak je sljedeci. 36 oficira koji
dolaze iz 6 vojnih jedinica (po 6 iz svake) i1 za svaku vojnu jedinicu vrijedi da ti oficiri
imaju 6 medusobno razli¢itih ¢inova. Ovu situaciju Euler je mukotrpno pokusavao
modelirati ortogonalnim matricama reda 6, ali u tome nije uspio. Iz ovoga je zatim
napravio predvidanje da se grcko-latinski kvadrat moze sastaviti iskljuc¢ivo za veliCine
kvadrata n > 3 i n Z2 (mod 4), medutim ta teza se kroz narednih 180 godina skoro u

potpunosti opovrgnula. (Andersen, 2007)

Ovu hipotezu nije bilo lako testirati pa je tek 1901. godine Gaston Tarry dokazao da ne
postoje dva ortogonalna latinska kvadrata reda 6 ispitivanjem grubom silom. (Tarry, 1901.)
On je, naime, pronaSao sve latinske kvadrate Sestog reda i provjerio sve kombinacije
parova te uvidio da niti jedan par kvadrata nije medusobno ortogonalan. Medutim, 1959. se
uspjelo dokazati da je moguce pronaci takve kvadrate za n = 4k + 2 (za svaki k >2 ) ¢ime je

Eulerova teza opovrgnuta. (Bose & Shrikhande, 1959.)

1.4 Zagonetke s latinskim kvadratima
Zanimljivo mjesto gdje se testira vjeStina prepoznavanja latinskih kvadrata su upravo
popularni IQ testovi. Naime, Cesto se na IQ testovima mogu prona¢i zagonetke poput

sljedece.

/\

®
pAl \




* ?

Slika 4 Primjer zagonetke koja koristi ortogonalne latinske kvadrate

Vecina pri rjeSavanju ovog tipa zagonetke intuitivno zakljuCuje da u matrici trebaju biti
svaki od tri oblika po tri puta gdje je svaki od ta tri puta obojan drugom bojom. Medutim,
primjec¢ujemo kako se od nas zapravo trazi da popunimo kvadrat koji je sastavljen od dva

medusobno ortogonalna latinska kvadrata. Ti kvadrati su:

>

DAY
YAVAN
VAL

pAY

Slika 5 Rastav zagonetke na ortogonalne latinske kvadrate

Ove latinske kvadrate zasigurno znamo popuniti. U prvome kvadratu nedostaje oblik
kruga, dok u drugome bijela boja. Vidimo dakle da smo u ovim primjerima za simbole

umyjesto slova uzimali oblike i boje i to je sasvim validno. Stoga je rjeSenje ove zagonetke

/\

bijeli krug.

®
Yo A

*

Slika 6 RjeSenje promatrane zagonetke iz IQ testa
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1.5 Analogija s bojanjem grafova

Graf je matematicka struktura koja se sastoji od skupa vrhova i1 skupa bridova koji

povezuju te vrhove. Graf se moze formalno definirati kao uredeni par G=(V,E) gdje je:

e V skup vrhova, ¢esto oznacavamo V(G)

e E skup bridova, ¢esto oznacavamo E(G)

Bojanje grafa je dodjeljivanje boja vrhovima ili bridovima grafa na takav nacin da niti dva

susjedna vrha (ili brida) ne dijele istu boju. Razlikujemo dvije glavne vrste bojenja:

e Bojanje vrhova: cilj je dodijeliti boje ¢vorovima grafa tako da nikoja dva susjedna
¢vora nemaju istu boju. Broj potrebnih boja za bojanje grafa naziva se kromatski
broj grafa, oznacen s y(QG).

e Bojanje bridova: cilj je dodijeliti boje bridovima grafa tako da nikoja dva ruba
koji dijele zajednicki vrh nemaju istu boju. Broj potrebnih boja za bojanje rubova

naziva se kromatski indeks grafa, oznacen s y'(G).

Latinski kvadrati se mogu poistovjetiti s grafom gdje svako polje kvadrata predstavlja

jedan vrh.

Slika 7 Analogija kvadrata i grafa

U tom grafu valja medusobno spojiti sve vrhove koji se nalaze u istome retku ili stupcu.

11



Slika 8 Prikaz susjedskih odnosa vrhova sukladno odnosima polja u matrici

Sada je bojanje vrhova ovoga grafa s n=3 boje na nacin da niti jedan par susjednih vrhova
nije obojan istom bojom ekvivalentno popunjavanju 3x3 latinskog kvadrata. Pogledajmo

primjer takvog bojanja:

Slika 9 Bojanje grafa sukladno pravilima latinskog kvadrata

Ako plava boja predstavlja 1, Zuta 2, a zelena 3, ekvivalentni latinski kvadrat je

11213
31112
2 131

12



2. Dizajn eksperimenata

2.1 Opis problema

Najvazniji aspekt planiranja eksperimenta je definiranje predmeta istrazivanja. Stoga se
zelimo baviti relevantnim pitanjima Sto se vecinom iskazuje kao niz dobro definiranih
pitanja 1 hipoteza. Zatim, moramo pazljivo izabrati testni skup nakon cega precizno
definiramo tretmane koji ¢e se koristiti. Tek nakon tih koraka se upustamo u provedbu
eksperimenta te statisticku obradu prikupljenih rezultata i1 provodenje zakljucaka.
Prikupljanje testnog skupa uvelike ovisi o predmetu istrazivanja i polju primjene. Naime,
ono nam odreduje hoemo 1i birati jedinice §to je moguce uniformnije ili po unaprijed

definiranom pravilu.

Javlja se 1 pitanje uspostave ravnoteze izmedu povecéanja preciznosti i smanjenja troSka. U
velikoj vecini situacija ova dva cilja rade jedan protiv drugoga tj. kako bismo povecali
preciznost moramo povecati testni skup Sto iscrpljuje viSe materijalnih resursa. Zbog toga,
pri dizajniranju eksperimenta moramo unaprijed promisliti i donijeti odluku o veli€ini
testnog skupa kako bismo sprijecili nepotrebno troSenje resursa, ali i lazne preciznosti.
Primjerice, ako Zelimo provesti eksperiment na nekim skupocjenim proizvodima koji
nakon testiranja viSe ne mogu biti puSteni u prodaju, moramo paziti da ih ne testiramo
previSe kako ne bismo izgubili prekomjerna financijska sredstva, ali ni premalo jer u tom

slu¢aju su rezultati eksperimenta beskorisni.

U provedbi eksperimenata Cesta je upotreba grupiranja. Na taj nacin uklanjamo ili
umanjujemo utjecaj rezultata koji nisu od znacaja tj. koji su rezultat slucajne pogreske.
Okosnica svih statisti¢kih istraZivanja je sluc¢ajan izbor. On je kljucan kako bismo izbjegli
zavisnost mjerenja i povecanje pogreske. Ovdje podrazumijevamo i slu¢ajan odabir testnog
uzorka i slu¢ajan odabir rasporeda tretmana. U ovakvom eksperimentu rezultati pojedinih
obiljezja predstavljaju medusobno nezavisne veli¢ine. Vanjske varijable mogu utjecati na
rezultate eksperimenta. Identificiranje 1 kontroliranje tih varijabli pomaze u osiguravanju
da rezultati eksperimenta budu §to je moguce viSe rezultat tretmana, a ne nekih drugih
faktora. Kontrola se moze posti¢i randomizacijom. Slu¢ajnost se najéesce postize pomocu
generatora ili tablica slu€ajnih brojeva. Primjer izvedbe istraZivanja koriste¢i princip

slucajnog izbora postize se upravo uz spomenute latinske kvadrate. (Milenkovi¢, 2012.)
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2.2 Dizajn eksperimenata koristenjem latinskih kvadrata

Ranije smo se ve¢ upoznali s konceptom latinskog kvadrata, sada ¢emo pogledati kako
nam on sluzi u dizajnu eksperimenata. Latinski kvadrat je zapravo restrikcija na
randomizaciju gdje se u svakome bloku kreiranom podjeli po dva faktora, svaki tretman
koristi tocno jedanput. Ovo nam je pogodno za provedbu istrazivanja gdje na

.....

varijabilnost uzrokovanu blokovima kako bi se mogao izolirati efekt tretmana.

Pogledajmo ovo na primjeru testiranja sredstava za uklanjanje komaraca. Recimo da neki
nepristrani kupac Zeli istraziti koji od pet najpopularnijih proizvodaca sredstava za
uklanjanje komaraca ima najucinkovitiji proizvod, kako bi ubuduée znao ¢ije proizvode
kupovati. Pri analizi i dizajnu eksperimenta kupac primjecuje da klima podrucja testiranja
te mjesec testiranja imaju znacajni utjecaj na broj komaraca, te stoga definira da ce
podrucje biti prvi, a period drugi faktor. Tretmani ¢e, naravno, biti proizvodi razli¢itih
proizvodaca. U tu svrhu, istraziva¢ odabire pet raznovrsnih lokacija u koje postavlja veliku
otvorenu kutiju u koju umece neki od testiranih proizvoda, te eksperiment ponavlja kroz 5
razlic¢itih mjeseci. Imenujmo proizvode s latiniénim slovima A, B, C, D 1 E te recimo da su

mjeseci testiranja sijecanj, travanj, lipanj, srpanj te rujan.
Dakle

e prvi faktor je lokacija i ona ima pet mogucih vrijednosti {1, 2, 3, 4, 5}
e drugi faktor je vrijeme i1 ono takoder ima pet moguc¢ih vrijednosti {Sijecanj,
Travanj, Lipanj, Srpanj, Rujan}

e tretman je proizvod jednog od pet mogucih proizvodaca {A, B, C, D, E}

Stoga formira latinski kvadrat poput sljedeceg

\ 1123415
Sijecanj | A| B | C |D | E
Travan |B| E|A|C | D
Lipanj |[C|A|D|E |B
Srpanj |[D|{C | E|B|A
Rujan |E | D|B|A|C
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U ovom primjeru, latinski kvadrat omogucava istrazivacu da kontrolira varijabilnost
uzrokovanu klimom podrucja i mjesecima testiranja, izoliraju¢i tako efekt razli¢itih
proizvoda za uklanjanje komaraca. Svaki proizvod se testira na svakoj lokaciji 1 u svakom

mjesecu tocno jedanput, Cime se osigurava ravnomjerna raspodjela i1 eliminira pristranost.

Ovaj dizajn eksperimenta omogucéava preciznije rezultate jer smanjuje utjecaj vanjskih
faktora (klima i mjesec) na efikasnost proizvoda. Na taj nacin, kupac moze objektivno
procijeniti koji proizvod je najucinkovitiji.

Latinski kvadrati se Cesto koriste u dizajnu eksperimenata kako bi se smanjila varijabilnost

1 kontrolirale dvije glavne varijable. Koriste se kada se u eksperimentu Zeli kontrolirati dva

izvora varijabilnosti.

Iako je randomizacija kljucna za smanjenje pristranosti u eksperimentima, latinski kvadrati
ograniCavaju randomizaciju jer namecu strogu strukturu na nacin rasporedivanja tretmana.
Umjesto potpune randomizacije, latinski kvadrati osiguravaju da je svaki tretman
istomjerno zastupljen u svim redovima i stupcima. To omogucuje kontrolu za dva faktora

dok se jo$ uvijek uvodi element slucajnosti kroz razli¢ite permutacije latinskih kvadrata.

Valja se dotaknuti 1 uporabe grcko-latinskih kvadrata u dizajnu eksperimenata. Ovakva
struktura pogodna je za provedbu istrazivanja s 4 faktora. Pogodni su za upotrebu u
eksperimentima gdje Zelimo fiksirati tri parametra te proucavati cetvrti, ili pak proucavati

dva tretmana fiksiranjem dva parametra.

Latinski kvadrati nalaze Siroku primjenu u provedbi istrazivanja razli¢itim podruc¢jima,

ukljucujuéi poljoprivredu, psihologiju, industrijsko inZenjerstvo i racunalne znanosti.
Evo nekoliko primjera njihove upotrebe:

e Poljoprivredni eksperimenti: Povijesno, kao u primjeru Francois Cretté¢ de
Palluela, latinski kvadrati su koriSteni za optimizaciju rasporeda tretmana i kontrolu
varijabilnosti medu blokovima. Ovakav pristup omogucava precizniju analizu
utjecaja razliCitth poljoprivrednih tretmana na prinos ili druge relevantne
¢imbenike.

e Psiholoski eksperimenti: U psihologiji, latinski kvadrati pomazu u kontroli
redoslijednih efekata u eksperimentima. Kada sudionici izvode razli¢ite zadatke u

razli¢itim redoslijedima, latinski kvadrati osiguravaju da svaki zadatak bude
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ravnomjerno predstavljen u svim moguéim pozicijama, ¢ime se smanjuje
pristranost uzrokovana redoslijedom zadataka.

e Testiranje proizvoda: U industrijskom inzenjerstvu, latinski kvadrati se koriste za
testiranje razli¢itih kombinacija faktora, poput temperature i pritiska, kako bi se
optimizirali proizvodni procesi. Ovakvi eksperimenti omogucuju ucinkovitije
istrazivanje utjecaja vise varijabli na kvalitetu proizvoda, minimizirajuci potrebu za

velikim brojem eksperimenata.

Oni, dakle, osiguravaju strukturiran pristup koji pomaze u postizanju to¢nih i pouzdanih

rezultata u razli¢itim eksperimentalnim postavkama. (Eberly College of Science, 2024)

Unato¢ svim navedenim prednostima koriStenja latinskih kvadrata pri dizajniranju
eksperimenata, mnoge su situacije kada je njihova upotreba neprikladna i isticu se njihovi
nedostatci. Jedan od glavnih nedostataka latinskog kvadrata je njegova ogranicenost na
situacije u kojima broj tretmana mora biti jednak broju redaka i broju stupaca. Ova

restrikcija smanjuje fleksibilnost dizajna modeliranog latinskim kvadratom.

Drugi je nedostatak taj Sto latinski kvadrati nemaju moguénost modeliranja situacija gdje
medu tretmanima postoji bilo kakva interakcija. U ovakvim slu¢ajevima, potrebno je
koristiti slozenije dizajne, poput gré¢ko-latinskih kvadrata ili potpuno randomiziranih blok-

dizajna.

Takoder, latinski kvadrati se pokazuju neprikladnima kada unutar blokova postoji
heterogenost. Ako blokovi nisu homogeni, rezultati eksperimenta mogu biti iskrivljeni, jer
se u analizi latinskih kvadrata uzima pretpostavka da su svi blokovi identi¢ni ili dovoljno
sliéni. Primjer ovakvog slucaja je poljoprivredni eksperiment gdje karakteristike tla
variraju unutar bloka. Ova neprikladnost moze se manifestirati velikom varijabilnosti

unutar rezultata zbog ¢ega moze postati vrlo teSko detektirati efekte tretmana.

Zbog ovih ogranicenja, vazno je pazljivo razmotriti karakteristike eksperimenta prije
odlucivanja o koriStenju latinskog kvadrata. IstraZivai moraju procijeniti specifi¢ne
zahtjeve svog eksperimentalnog dizajna i razmotriti alternativne metode kada latinski

kvadrat nije optimalno rjeSenje. (Milenkovi¢, 2012.)
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2.3 Statisticka obrada latinskog kvadrata

Nakon prikupljanja rezultata dobivenih na modelu latinskog kvadrata upustamo se u
analizu. Za daljnju analizu definirat ¢emo y;j koji predstavlja element i-tog reda, j-tog
stupca i k-tog tretmana. Pretpostavljamo da elementi i-tog stupca predstavljaju slucajan
uzorak s normalnom raspodjelom IV (u:.,0°) gdje je ui.srednja vrijednost tog retka . Isto
tako, elementi j-tog stupca pripadaju raspodjeli N (i, ,07), a elementi k-tog uzorka N (u_«

,a°). Pri analizi modela latinskog kvadrata reda n, varijable y; jk ¢emo opisivati kao:

yijk =|.l+(li+ﬁj+ )/k+eijk ,Vi= 1,...,Tl ,j= 1,...,71 ,k= 1,...,71

Pri cemu je

_ Z?:l Z;‘l=1 Yij.

2 )
a; = ui.-u efekti-togreda ,
B; = u;-u efektj-tog stupca,
Yr = p.x—pu efekt k-tog tretmana ,
Suma svake od ove tri vrijednosti po cijeloj tablici je 0 t;.

i—1 @ = 21}:1 Bi =Xk=1Yx=0,

eijk je slucajna greska u mjerenju, te smo radi jednostavnosti tretmane oznacili

brojevima umjesto velikim latini¢nim slovima. (Milenkovi¢, 2012.)

Budu¢i da u svakome bloku provodimo samo jedno mjerenje tj. koristimo samo jedan
tretman, kako bismo definirali mjerenje dovoljno nam je znati samo vrijednosti dvije od tri
varijable 1, j, k. Ovo je direktna posljedica svojstva latinskog kvadrata, prema kojem se

svaki tretman u svakome retku i svakome stupcu pojavljuje samo jedanput.

Na naSe rezultate utjecu tri faktora: redak, stupac i1 tretman. Stoga je prigodno obraditi
rezultate koriste¢i trofaktorsku ANOVU. ANOVA (Analysis of Variance) je je statisticka

metoda koja se koristi za analizu razlika medu srednjim vrijednostima (ili efektima) vise
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grupa. ANOVA je bazirana na ideji podjele ukupne varijabilnosti na dijelove ovisno o
uzro¢niku koji doprinosi ukupnoj varijabilnosti u nekoj mjeri. Metodu je razvio statisti¢ar

Ronald Fisher (Fisher, 1925)

Pogledajmo od Cega se sastoji sveukupna suma kvadrata SSr.
SSt =Xty X1 k=1 ijie — 1)’

= P e [ =W+ (. — )+ (e — 1)+ e — i — 1y —
pit+2p) ]’

—n 3 G, — 02+ nX (k= 1) nZpey (e — 02 + Xy S SR (v —
b= Wy — it 2p)
Produkti medusobnih mnoZenja se krate jer je suma devijacija od sredine jednaka nuli.

Sveukupnu sumu kvadrata svih rezultata SSr ¢emo rastaviti na komponente po svim

faktorima po kojima moze do¢i do varijabilnosti.

SST = SSredak +SSStupac + SStretman + SSE

n

Pri tome vrijedi: SSt = Y7L, X7y Yo (Vijie — 1)?
SSRredak =1 Xj—q (1, — w?
2
SSStupac = 1127]-1=1(H.j. - H)

SSTretman = nzzzl(u..k - ll)z

Dok SSg rac¢unamo tako da od sveukupne sume kvadrata oduzmemo sume kvadrata sva tri

faktora
SSE =SSt - SSRedak - SSStupac - SSTretman

(Prasad, 2017.)

Za ove vrijednosti stupnjevi slobode su sljede¢i (Montgomery, 2017.).
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Tablica 2 Stupnjevi slobode sumi kvadrata potrebnih za statisticku analizu

Za provedbu analize pomoc¢u ANOVE, jo§ nam je samo potrebno definirati sredinu

VRIJEDNOST STUPANJ SLOBODE
SSt n’-1
SSredak n-1
SSstupac n-1
SStretman n-1
SSE (n-1)(n-2)

kvadrata. Sredinu kvadrata dobijemo tako $to odredenu sumu kvadrata podijelimo s njenim

stupnjem slobode.

Dakle vrijedi:

SSr
n2 -1

MSSt =

SS
MSSRredak = %

SSStupac
MSSStupac = -1

SStTret
MSStretman = -
n-—1
SSg

MSSE = DE-2)
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Sada imamo sve $to nam je potrebno za sastavljanje ANOVA tablice

Tablica 3 ANOVA tablica za analizu latinskih kvadrata

Izvor Stupanj SS MSS F
varijacije slobode
Redak n-1 SSRredak MSSRedak = SSRedak FRedak _MSSRedak
n-1 MSSE
- SSstupac MSSstupac
Stupac n-1 SSstupac MSSstupac = it—i Fstupac = MStS:
SS retman MSS retman
Tretman n-1 SSTretman MSStretman = Tn+1 FTretman:I\Z;S—St;5
Greska (n-1)(n-2) SSE MSS = —>&
(n-1)(n-2)
Ukupno n?-1 SSt MSSt = sst
ns -1

U daljnjoj analizi, cilj nam je odrediti imaju li odabrani faktori statisticki znacajan utjecaj

na rezultate. Zato ¢emo postaviti neku do hipoteza:

Hy:ay =a, =+ =a, , zatestiranje utjecaja faktora reda,
Hy: 1 =P, =+ =, , zatestiranje utjecaja faktora stupca,
Hy:y1 =Y, =+ =Yy, , zatestiranje utjecaja faktora tretmana.

Hipotezu koju odaberemo suprotstavljamo s hipotezom da efekti svih vrijednosti faktora
nisu svi medusobno jednaki tj. barem neka vrijednost ima statisticki znacajan utjecaj.

Potom racunamo prikladnu test statistiku Fx koja ¢e pratiti F distribuciju sa stupnjevima

evve

F[(n-1), (n-1)(n-2)] za odredenu razinu znacajnosti, odbacujemo nultu hipotezu.
Primjerice, ako smo odabrali hipotezu za testiranje utjecaja faktora reda

Hyap=a, = =a, ,
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raCunamo Fredak prema vrijednostima iz ANOVA tablice (7Tablica 3). Definiramo razinu
znacajnosti na npr. 5% te is¢itavamo vrijednost F[(n-1), (n-1)(n-2)] za razinu znacajnosti 5

% te ako vrijedi F < Fredak 0dbacujemo nultu hipotezu. (Prasad, 2017.)

2.4 Primjer modela latinskog kvadrata

U ovom odjeljku baviti ¢emo se sljede¢im problemom.

,, Kompanija koja se bavi telefonskom prodajom razvija 4 ponude za svoje kupce. U cilju
im je doznati koja je od razvijenih ponuda kupcima najprimamljivija. Pri dizajniranju
eksperimenata inZenjer shvaca da 4 zaposlenika zaduzena za zvanje kupaca imaju razlicito
razvijene vjestine te postotke uspjesnih prodaja. Takoder, ponude se kupcima nude svaka u
odvojenome pozivu. Zbog toga je za predvidjeti da bi kupci mogli postati iritabilni kada im
pristigne primjerice tre¢i i1 ¢etvrti poziv. Drugim rije¢ima, mogucée je da ¢e kupac biti
inzenjer razvija dizajn u kojem kontrolira varijabilnost uzrokovanu redoslijedom poziva te
operaterom koji obavlja poziv. Mjeriti ¢emo postotak uspjesnih prodaja. Pogodan model za
ovo istrazivanje je upravo latinski kvadrat koji slijedi. Analizirajmo podatke iz ovog

eksperimenta (a = 0,05) 1 donesimo odgovarajuce zakljucke.

Tablica 4 Primjer primjene latinskog kvadrata na konkretnom istrazivanju

Redoslijed Operater koji obavlja poziv
zvanja 1 2 3 4
1 C=16 D=6 A=T7 B=5
2 B=10 C=14 D=11 A=4
3 A=8 B=10 C=14 D=7
4 D=10 A=4 B=6 C=10

Provesti ¢emo statisticku obradu ovoga primjera u programu R pogodnim za ovakav tip

analiza.

data < data.frame(
redosljed_zvanja = factor(rep(l:4, each=4)),
operater = factor(rep(1:4, times=4)),

ponuda — factor(c("c", "D", "A", "B", "B", "C", "D", "A", "A", "B", "C", "D", "D", "A", "B", "C™),
mjerenje = c(16, 6, 7, 5, 10, 14, 11, 4, 8, 10, 14, 7, 10, 4, 6, 10)
hode] < aovimjerenje ~ ponuda + redosljed_zvanja + operater, data - data)

summary (mode1)

Slika 10 Obrada prikupljenih podataka u R-u
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Df sum 5g Mean 5q F wvalue

ponuda 3 130.25 43.42 20.84
redosljed zvanja 3 14.25 4.75 2.28
operater 3 42.75 14.25 6.84
Residuals 6 12.50 2.08

Pr(>F)
ponuda 0.00142 *=*
redosljed_zvanja 0.17947
operater 0.02306 *

Residuals

Signif. codes:
0 f%xx? _001 f** Q.01 ¢ 0Q0.0% “.' 0.1 ° ' 1

Slika 11 rezultati statisticke obrade primjera u R-u

Vidimo da nam ispis daje numeri¢ku vrijednost svih vrijednosti definiranih u tablici
ANOVE (Tablica 3). Pri analizi dobivenih rezultata nuZzno je fokusirati se na P-vrijednosti
(stupac Pr(>F) ) jer nam je ona klju¢na za odluku o odbacivanju nulte hipoteze. P
vrijednost je pojam iz statistike koji predstavlja vjerojatnost dobivanja rezultata koji su
jednako ekstremni ili ekstremniji od dobivenih rezultata, pod pretpostavkom da je nulta
hipoteza istinita. P vrijednost se koristi za testiranje hipoteza u statistici 1 odreduje koliko
su rezultati eksperimenta znacajni. Niska p vrijednost ukazuje na to da su rezultati
statisticki znac€ajni 1 da postoji dovoljno dokaza protiv nulte hipoteze, Sto sugerira da se
nulta hipoteza moze odbaciti. Dakle, definirali smo razinu znacajnosti @ = 0,05 te ukoliko

je P-vrijednost manja od toga, odbacujemo pripadajucu nultu hipotezu.
Dakle, nultu hipotezu
Hyai=0a, =" =a, za testiranje utjecaja faktora redoslijeda zvanja
nec¢emo odbaciti, dok nulte hipoteze
Hy:B1 =0, = =0, za testiranje utjecaja faktora operatera
Hy: Y1 =V =" =y, za testiranje utjecaja faktora ponude

ho¢emo. U specificnom slucaju naseg inZenjera, on doznaje da ponude nisu jednako

primamljive kupcima, te da nisu svi operateri jednako uspjesni.
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3. Interaktivna webaplikacija za popunjavanje

latinskih kvadrata

U svrhu predoc¢avanja izgleda i funkcionalnosti latinskih kvadrata smo izradili interaktivnu

aplikaciju za popunjavanje latinskih kvadrata.

3.1 Osnovne funkcionalnosti

Na primarnom sucelju, korisnik ima opciju biranja veli¢ine latinskog kvadrata koji zeli

popunjavati. Opcije sezu od reda 3 do reda 9.

Latin squares

Odaberite zeljenu tezinu

Slika 12 Primarno sucelje web aplikacije

Nakon odabira tezine, prikazuje se latinski kvadrat reda n kojemu se vide vrijednosti samo

nekolicine polja.

Latin squares

Difficuty 77

Check for mistakes {7 [ o003

New game

Slika 13 Izgled interaktivnog sucelja za popunjavanje latinskog kvadrata
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Cilj korisnika je da to¢no dopuni predoceni latinski kvadrat koriste¢i steCeno znanje.
Dakle, imaju¢i na umu da brojevi 1 do n moraju biti pozicionirani u svakome redu i
svakome stupcu to¢no jedanput, korisnik oznaCava prazna polja te upisuje brojeve koje
smatra da ondje pripadaju. Ukoliko smatra da je pogrijesio, ima opciju brisanja unesenih
podataka. Pri rjeSavanju velikih latinskih kvadrata, moze biti korisno koristiti opciju
unosenja biljeski (notes) gdje korisnik postupno suzava kandidate prikladne za odredena

polja.

Latin squares

Difficulty: 7x7 Check for mistakes C] mOB 42
) ) 1 3
6 2 5 3 4
1 2 3
1 4 6 2 3
4 6 7 5 2 ° g 3
3 2 6
7 8 9
7 [ 4
Erase Hint
3 5 2 a 7

Slika 14 Kori$tenje opcije vodenja biljeski

Korisnicima kojima ipak treba malo pomoc¢i, dostupna je opcija ,,hint* s kojom se moze
odabrati polje za koje nam ona vraca tocnu vrijednost koja se onda unosi te izgleda poput
vrijednosti koje su bile inicijalno unesene. Vrijednosti koje korisnik sam unese su plave
boje kako bi se diferencirale od vrijednosti koje su zasigurno to¢ne te time korisnik moze

provjeriti svoje rjeSenje.
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7 1 5
3 4 1
3 7
6 4
2 6

New game
1 2 3
4 5] 6
7 8 9
Erase Hint Notes

Slika 15 Usporedba unaprijed definiranih i unesenih vrijednosti

Kada korisnik misli da je stigao do tocnog rjesenja ili Zeli provjeriti to¢nost podataka koji

su do sada uneseni, odabire opciju ,,check for mistakes*. Nakon odabira provjere, na

latinskom kvadratu se neto¢no unesene vrijednosti bojaju crvenom bojom, dok pozadina

tocnih vrijednosti ostaje bijela.

Latin squares

Difficulty: 7x7

1 | s

3 | 4
3 | 7

3 K

Check for mistakes [81]] | n 0849

New game

1 2 3

4 5 6

7 8 9
Erase Hint Notes

Slika 16 Kori$tenje opcije provjere tocnosti

Nakon oznacavanja bilo kojeg polja, opcija provjere se gasi te korisnik moze ispraviti

svoje greSke. Medutim, ukoliko je pri odabiru provjere Citav latinski kvadrat popunjen i

25



sve su vrijednosti ispravne, korisniku se prikazuje poruka o uspjeSnom popunjavanju te mu

se prikazuje koli¢ina proteklog vremena.

This page says
Cestitke! Uspjegno ste ispunili latinski kvadrat. Vrijeme rjefavanja: 12:20
Difficulty” 7x7 [n]12:20
4 ) L 1 . ‘ 6 ‘ i ‘
5 6 3 2 4 ‘ 7 1 ‘

Slika 17 Prikaz uspje$nog zavrsetka popunjavanja

3.2 Pozadinske funkcionalnosti

Svaki puta kada korisnik na pocetnom sucelju odabere novu igru, prikazat ¢e mu se
potpuno drugaciji nasumicno generirani latinski kvadrat spreman za popunjavanje. Ovo ¢e
vrijediti zbog algoritma pozadinski definiranog koji kreira ovakav, djelomi¢no popunjen,

latinski kvadrat. Prvi korak algoritma je kreirati standardni latinski kvadrat dimenzija n

Tablica 5 Standardni latinski kvadrat kojeg koristimo u kreaciji randomiziranih latinskih kvadrata

1 2 e | B=1 n
2 3 n 1
n 1 n-2 | n-1

U cilju nam je, naravno, randomizirati ovaj kvadrat tj. Zelimo svaki puta generirati latinski
kvadrat s potpuno razli¢itim rasporedom elemenata. Zato nad ovim standardnim kvadratom
vr§imo zamjene redaka 1 stupaca. Prvo nasumicni broj puta mijenjamo po dva nasumicno
odabrana retka, nakon ¢ega radimo istu stvar za stupce. Ovime ne naruSavamo pravila koja
latinski kvadrat mora poStovati tj. na§ kvadrat je i dalje latinski. Ovime je dovrSen
postupak kreiranja nasumi¢nog latinskog kvadrata reda n. Sve S§to je preostalo je odabrati
koja polja ¢e biti vidljiva korisniku, a koja ne tj. kreirati parcijalni latinski kvadrat.
Medutim, ovdje trebamo biti oprezni. Moramo voditi raCuna o tome da se na$ parcijalni
kvadrat mora mo¢i popuniti i to na tocno jedan jedinstven nacin. Drugim rije¢ima, to¢no

rjeSenje mora biti jedinstveno kako bismo mogli evaluirati korisnikovo rjeSenje. Ovo je
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provedeno na nacin da se selektira nasumi¢no odabrano polje te se provjerava moze li se

njegova vrijednost izbrisati.

Vrijednost polja se smije izbrisati ako unija svih polja koja su u istome stupcu ili retku

sadrzi sve vrijednosti 1 do n osim vrijednosti u odabranome polju.
Drugacije re€eno, ajj briSemo ako vrijedi
{1,200\ fag) € (Uley @) U (Ul ay)).

Nakon nasumi¢nog odabira polja i provjere ispunjava li ono uvjete za brisanje vrijednosti,
ako polje nije pogodno za brisanje ili je njegova vrijednost ve¢ pobrisana, povecavamo
vrijednost brojaca neuspjelih pokusaja brisanja. Na temelju vrijednosti brojac¢a odlu¢ujemo
kada ¢e algoritam zavrSiti. Za latinske kvadrate reda manjeg od 5, limit je postavljen na 25
promasaja. Za kvadrate reda manjeg od 8, limit je 40 promasaja. Za kvadrate reda 8 1 9,

limit iznosi 75 promasaja.

U nastavku ¢emo prikazati pseudokod ovog dijela izrade aplikacije u svrhu boljeg

shvacanja.

static initializelLatinSquare (dimenzija) {
matrica=kreiramo kvadrat prikazan tablicom 5
this.randomizelLatinSquare (matrica,dimenzija);
}
static randomizelatinSquare (matrica,dimenzija) {

koliko redova mijenjamo=nasumic¢ni cijeli broj izmedu 8
i 15

koliko stupaca mijenjamo= nasumicni cijeli broj izmedu
8 1 15

for(let 1=0;i<koliko redova mijenjamo;i++) {
redl, red2= nasumic¢ni broj od 0 do n-1
zamijeni retke redl i red2 u kvadratu
koliko redova mijenjamo--
}
for (let i=0;i<koliko_ stupaca mijenjamo; i++) {

stupacl, stupac2= nasumic¢ni broj od 0 do n-1
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zamijeni stupce stupacl 1 stupac?2 u kvadratu
koliko stupaca mijenjamo--

}

this.algorithmPartial (matrica,dimenzija);

}
static algorithmPartial (matrica,dimenzija) {

let broj promaSaja, limit promasaja =0;

if (dimenzija<5) limit promasaja =25;

else if (dimenzija<8) limit promasaja=40;

else limit promasaja=75;

while (broj promasSaja<limit promasaja) {
let row, col = nasumic¢ni broj od 0 do n-1;

let odabrano polje=matrical[row] [col];

let brojeviokolo= set vrijednosti u istome retku i

istome stupcu;

ako Jje odabrano polje vec pobrisano

broj promasajat+
let mozemobrisat=true;

for (let i = 1; i < dimenzija + 1; i++) {

if (1 !'= vrijednosti odabranog polja a nije u

setu brojeviokolo)
mozesbrisat=false;
}
if (mozesbrisat)matrical[row] [col]=null;

else broj promasaja ++;
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Zakljucak

Latinski kvadrati su matrice reda n za koje vrijedi da se elementi 1 do n nalaze u svakome
stupcu i1 u svakome retku to¢no jedanput. Implicitno su se koristili i prije nego sto ih je

Leonhard Euler konceptualno definirao, istrazio svojstva i nadjenuo im ime.

Latinski kvadrati se Cesto koriste u eksperimentalnom dizajnu kako bi se smanjila
varijabilnost 1 kontrolirale dvije glavne varijable. Ipak, umjesto potpune randomizacije,
osiguravaju da je svaki tretman jednakomjerno zastupljen u svim redovima i stupcima.
Nalaze Siroku primjenu u razli¢itim podru¢jima, ukljucujuéi poljoprivredu, psihologiju,

industrijsko inZenjerstvo i racunalne znanosti.

Okosnica svih statisti¢kih istrazivanja je slucajan izbor. On je kljuc¢an kako bismo izbjegli
zavisnost mjerenja 1 povecanje pogreSke. Ipak, u cilju nam je pronaéi nacin na koji
mozemo osigurati randomizaciju uz $to manji financijski troSak. Upravo su latinski

kvadrati dobar kandidat za dizajn ovakvog eksperimenta.

Latinski kvadrati ipak ne valja birati kao model dizajna ukoliko broj tretmana nije jednak
broju vrijednosti dva faktora po kojima sastavljamo kvadrat, ukoliko medu tretmanima

postoji interakcija, ili pak ukoliko su blokovi heterogeni.

U radu je prikazan nacin statisticke obrade podataka dobivenih u eksperimentu na osnovi

modela latinskog kvadrata te objasnjen nacin izvlacenja zakljucaka iz istih.

Takoder, prikazana je funkcionalnost interaktivne aplikacije za popunjavanje latinskih

kvadrata kao 1 naCin kreiranja parcijalnog latinskog kvadrata.
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Sazetak

Latinski kvadrat je matematicki koncept koji je izuzetno pogodan za upotrebu u dizajnu
odredenih eksperimenata. Ova metoda osigurava efikasnu randomizaciju uz relativno niske
materijalne 1 financijske troSkove. U ovom radu definirana su osnovna svojstva latinskih
kvadrata, te su detaljno opisani naCini njihove uporabe 1 analize rezultata u

eksperimentalnim dizajnima.

Osim teoretskog pregleda, prikazana je i1 funkcionalnost interaktivne web aplikacije koja
omogucuje jednostavno popunjavanje latinskih kvadrata. Ova aplikacija nudi korisnicima

priliku za upoznavanje s osnovnim svojstvima latinskih kvadrata kroz zanimljivu igru.
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Summary

A Latin square is a mathematical concept that is extremely suitable for use in experiment
design. This method provides efficient randomization with relatively low material and
financial costs. In this paper, the basic properties of Latin squares are defined , and the
methods of their use in experimental designs and analysis of the results are described in
detail . In addition to the theoretical overview, we present an interactive application for
completing partially filled Latin squares. This application offers users an opportunity to

learn about the basic properties of Latin squares through an interesting game.
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