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Poglavlje 1
Uvod

Teorija dizajna je dio diskretne matematike koji se bavi posebno pravilnim
konac¢nim incidencijskim strukturama. Incidencijska struktura je uredena tro-
jka (P, B, I) sastavljena od skupa tocaka P, skupa blokova B i relacije inciden-
cije I na tim skupovima; a prirodno se javlja u raznim oblicima i situacijama.
Osnovna pitanja kojima se teorija dizajna bavi jesu pitanja egzistencije i klasi-
fikacije kombinatorickih dizajna s odredenim, unaprijed zadanim parametrima.
Ta je zadaca iznimno zahtjevna buduci da prostor rjesenja kombinatorickih
struktura izrazito raste s brojem tocaka, te se redovito govori o kombina-
torickoj eksploziji. Obzirom da potpuna klasifikacija takvih struktura nije
moguca, konstrukciji se pristupa pretpostavljanjem dodatnih pravilnosti koje
struktura sadrzi. Od posebnog su interesa dizajni s trivijalnom grupom auto-
morfizama, kakvih je najvise, a vrlo malo poznatih - zbog otezane konstrukcije
jer ne sadrze nikakve dodatne simetrije. Ovaj se rad bavi razvojem efikasnih
algoritama za konstrukciju kombinatorickih struktura, u prvom redu ¢-dizajna,
na osnovi takticke dekompozicije kakva bi mogla nastati djelovanjem automor-
fizma prim reda. Pri tome, jedan od glavnih ciljeva su bas konstrukcije dizajna
s trivijalnom grupom automorfizama.

Naziv kombinatoricki dizajn pojavljuje se prilikom eksperimenata u bi-
ologiji 30-ih godina 20-og stolje¢a. No, istrazivanje takvih objekata seze znatno
ranije u proslost. Sredinom 19-og stolje¢a Thomas P. Kirkman, Jacob Steiner i
ostali daju klasifikacijske rezultate za vise kombinatorickih objekata, ukljucujuci
i Steinerove sustave trojki. Medu najznacajnije rezultate iz razdoblja prije
upotrebe racunala u istrazivanju kombinatorickih dizajna spada klasifikacija
Steinerovog sustava trojki reda 15. Sredina 20-og stolje¢a donosi nekoliko
teorijskih rezultata s podruc¢ja nuznih uvjeta postojanja kombinatorickih diza-
jna. Nakon toga, razvojem racunalnih sustava zapoc¢inje razdoblje upotrebe
racunala u istrazivanju sa znacajnim rezultatima u drugoj polovici tog stoljeca.
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Pri tome, od posebnog su interesa 2-dizajni, dakle ¢-dizajni s parametrima 2-
(v,k,\). Posebnost 2-dizajna, u odnosu na t-dizajne, je sadrzavanje svakog
para tocaka u A blokova, te Cinjenica da je svaki t-dizajn ujedno i 2-dizajn.
Nadalje, istaknutu klasu unutar 2-dizajna cine dizajni s jednakim brojem
tocaka i blokova. Takvi se dizajni nazivaju simetri¢nima i predstavljaju konac¢ne
strukture visoke pravilnosti. U ovom radu posebni istrazivacki napori posveceni
su upravo konstrukcijama simetri¢nih dizajna.

Svi razmatrani dizajni, u ovome radu, reprezentirani su pomocu inciden-
cijskih matrica, te se kod svih algoritama konstrukcije dizajna svode na kon-
strukciju incidencijskih matrica. Razvijeni algoritmi implementirat ¢e se u
programskom jeziku C, a izvodit ¢e se na racunalima s Windows i Linux op-
erativnim sustavima.

U istrazivanju se polazi od metode konstrukcije kombinatorickih dizajna
pomocu takticke dekompozicije. Prema toj metodi najprije se pretpostavlja
djelovanje odredene grupe automorfizama na promatrani dizajn. Redovito
se tada pretpostavlja djelovanje grupe prim reda, prvenstveno zbog cinjenice
da se provodenjem parcijalnih klasifikacija za svaki prim automorfizam koji
na istrazivani dizajn djeluje, dobivaju sve doti¢ne strukture s netrivijalnom
grupom automorfizama. Vrlo je znac¢ajno da u tom sluc¢aju duljine staza tocaka
i blokova mogu biti jedino 1 i red pretpostavljenog automorfizma, bududéi da
je konstrukcija time olaksana. Medutim, ovaj rad donosi i drugaciji pristup is-
trazivanju tj. konstrukciji dizajna. Naime, zaboravljanjem na djelovanje grupe
pristupit ¢e se konstruiranju novih dizajna, i to s primarnim ciljem dobivanja
struktura s trivijalnom grupom automorfizama. Bududéi da je broj 3 najmanji
red prim automorfizma koji omogucuje izostavljanje djelovanja grupe, u ovom
radu primarno ¢e se pretpostavljati upravo djelovanje automorfizma reda 3.

Drugo poglavlje rada iznosi osnove teorije dizajna te ¢injenice iz teorije
grupa potrebne za razumijevanje metode takticke dekompozicije. Trec¢e poglavlje
je sredisnje poglavlje ovog rada buduc¢i da donosi opis razvijenog algoritma za
indeksiranje matrica takticke dekomopozicije. Osim opisa algoritma i nje-
govih inacica, opisane su i konstrukcije dizajna s malim parametrima, koje
su uglavnom izvedene sa svrhom provjere razvijenih algoritama. Slijede tri
poglavlja posvecena konstrukcijama simetri¢nih, nesimetri¢nih 2-dizajna i 3-
dizajna, medu kojima se nalaze i dizajni s otvorenim pitanjima klasifikacije.
Naposljetku se opisuju razvijeni pomoc¢ni racunalni programi. Rad je opreml-
jen s cetiri priloga, koji se nalaze na prilozenom CD-u. Prvi prilog sadrzi inci-
dencijske matrice konstruiranih dizajna, drugi prilog sadrzi datoteke s izvornim
kodom razvijenih programa za indeksiranje, u tre¢em prilogu se nalaze datoteke
s izvornim kodom pomo¢nih ra¢unalnih programa, dok se u ¢etvrtom prilogu
mogu pronaci korisne proracunske tablice i druge datoteke koristene pri analizi
algoritama.



Poglavlje 2

Djelovanje grupa na
kombinatoricke dizajne

2.1 Kombinatoricki dizajni

Definicija 2.1 Neka sut,v,k i X prirodni brojevi i neka vrigediv >k >t > 1
iA>1. Neka su P ={p1,...,p,} i B={DB1,..., By} skupovi, a I CP x B
relacija incidencije na tim skupovima. Kombinatoricki dizajn D s parametrima
t-(v, k, \) je uredena trojka D = (P, B, I), sastavljena od skupa tocaka P, skupa
blokova B i relacije incidencije I, za koju vrijede aksiomi:

(i) D ima v tocaka,

(11) svaki je blok od D incidentan s k tocaka,

(i1i) svakih je t razlic¢itih tocaka od D sadriano u A blokova od D,

(iv) 1 <k<wv-—1.

Takav kombinatorick: dizajn naziva se t-dizajn. Pri tome je sa b oznacen broj
blokova u dizajnu.

Iz navedenih aksioma proizlaze jos neke pravilnosti u strukturi kombina-
torickih dizajna. Moze se pokazati da je svaka tocka iz skupa P incidentna s
istim brojem blokova r, iz skupa B. Parametri b i r jednoznacno su odredeni
osnovnim parametrima dizajna t,v,k ¢ A na nacin

b:AC’)/(IZ), (2.1)
r:A(::D/(IE:D (2.2)

Nadalje, vrijedi sljede¢i odnos izmedu parametara v, k,b @ 7.
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Propozicija 2.1 Neka je D = (P, B, 1) dizajn s parametrima t-(v, k, \). Tada
vrijedi

v-r=>ob-k. (2.3)

DoKkAz. Prebrojimoskup S ={(p,B) |p € P, B € B, p € B} nadvanacina.
Tocku p € P ocito je moguée odabrati na v nac¢ina. Nadalje, za svaki p postoji
r blokova koji su incidentni sa p, pa vrijedi |S| = v -r. U drugu ruku, ocito
postoji b nacina za izbor bloka b € B. Bududci da svaki blok sadrzi k tocaka
slijedi |S] =b- k.

Zeli li se istaéi vrijednost svih parametara, sustav parametara od D reprezen-
tira se i zapisom t-(v, b, r, k, A).

Od posebnog interesa u teoriji dizajna su 2-dizajni, dakle t-dizajni s parametrima
2-(v, k, A). Posebnost 2-dizajna, u odnosu na ostale t-dizajne, je sadrzavanje
svakog para tocaka u A blokova, te ¢injenica da je svaki t-dizajn ujedno i 2-
dizajn [18], za t > 2. Parametri 2-dizajna v, k, \ ¢ r povezani su relacijom

A(w—1)=r-(k-1), (2.4)

sto slijedi iz 2.2.

Istaknutu klasu 2-dizajna ¢ine dizajni koji imaju jednaki broj tocaka i
blokova. Takvi se dizajni nazivaju simetricni dizajni. Vise je klasa simetri¢nih
dizajna [10], s otvorenim pitanjima postoji li konacan ili beskonacan broj pri-
padnika tih klasa.

Kombinatoricki dizajn je mogucée reprezentirati pomocu 0-1 matrice, a
takav zapis posebice je pogodan kod konstrukcija pomocéu racunala.

Definicija 2.2 Neka je D = (P,B,I) t-dizajn i neka je P = {p1,...,p,} a
B={Bi,...,By}. Matrica M = [m;], dimenzija v X b, definirana sa

[ 1, ako (pi,Bj) el
Mij = { 0, inace

naziva se incidencijska matrica t-dizajna D.

Lako se vidi da je neka 0-1 matrica dimenzija v X b incidencijska matrica
dizajna t-(v, k, \) ako i samo ako ima sljedeéa tri svojstva:
(i) svaki stupac ima k jedinica,
(i1) svaki redak ima r jedinica i
(#73) bilo kojih ¢ redaka ima na to¢no A pozicija (stupaca) same jedinice.



Definicija 2.3 Neka su D = (P,B,I) i D' = (P',B',I') dva t-dizajna. Bijek-
cija ¢ : PUB — P'UB naziva se izomorfizam ako vrijedi:
(i) & preslikava toc¢ke na tocke a blokove na blokove, te

(ii) (p,B) € I < (p(p),p(B)) € I', Ype P, VB € B.

Za dva t-dizajna D i D’ kaze se da su izomorfni, i pise D =~ D', ako postoji
izomorfizam s D na D’. Izomorfizam t-dizajna D na samog sebe naziva se
automorfizam od D. Poznato je da skup svih automorfizama strukture D
¢ini grupu obzirom na standardno komponiranje funkcija, i ta se grupa naziva
puna grupa automorfizama a oznacava s Aut(D). Red grupe automorfizama
dizagna D definira se kao kardinalni broj pripadne pune grupe automorfizama
te oznacava sa |Aut(D)|.

Osim grupe automorfizama, kombinatoricki dizajn ima i drugih struktu-
ralnih karakteristika. Za t-dizajn D kaze se da je jednostavan ukoliko se
blokovi ne ponavljaju. Danom t-dizajnu D moze se pridruziti dualna struk-
tura (dual) na nacin da se zamijene uloge toc¢aka i blokova. Posebno, ako se
radi o simetricnom 2-dizajnu, moze se definirati pojam samodualnosti: uko-
liko je dual izomorfan izvornom dizajnu D tada se D naziva samodualnim.
Komplement je struktura pridruzena danom ¢-dizajnu na nacin da se zamijeni
odnos izmedu incidentnih i neincidentnih parova tocaka i blokova, Sto znaci
da je komplement moguce kreirati zamjenom nula i jedinica u incidencijskoj
matrici. Broj n =r — X\ naziva se red t-dizajna.

Primjer 2.1 Jedna reprezentacija simetricnog dizajna 2-(7,3, 1) (Fanova ravn-
ina) je sljedeéa:

P = {1,2,3,4,5,6,7},
B = {123,145,167,246, 257, 347, 3561}

Prethodni primjer prikazuje najmanji netrivijalni dizajn iz klase konacnih pro-
jektivnih ravnina. Konacna projektivna ravnina je simetricni dizajn kod kojeg
svaka dva bloka imaju jednu zajednicku tocku, tj. vrijedi A = 1. U ovom prim-
jeru svaki blok sadrzi 3 tocke, a svaki se par tocaka nalazi u jednom bloku;
sukladno aksiomima kombinatorickog dizajna. Svaka je tocka incidentna sa 3
bloka a buduéi da se radi o simetricnom dizajnu vrijedi £ = r. Do na izomor-
fizam postoji jedna Fanova ravnina, i njezin je red grupe automorfizama 168.
Fanova ravnina je ujedno i Steinerova trojka STS(7) dok je njezin komplement
dvoravnina 2-(7,4,2). Dvoravnina je simetricni 2-(v, k, \) dizajn, za kojeg vri-
jedi A = 2. ViSe o vezi izmedu pojedinih klasa kombinatorickih dizajna moze
se vidjeti u [10].



Primjer 2.2 Nesimetricéni dizajn s parametrima 2-(9,3,1) moZe se reprezen-
tirati incidencigskom matricom M,

110100100000
011010010000
101001001000
100010000110

M=10100010000T1H1
001100000101
000100011010
000010101001

(00000111010 0|

U prethodnom primjeru rije¢ je o konacnoj afinoj ravnini (kombinatoricki
dizajn s parametrima 2-(n?,n, 1), gdje je n prirodni broj) najmanjih netrivijal-
nih parametara. Do na izomorfizam, postoji jedna ravnina s ovim parametrima
i njezin je red grupe automorfizama 432. Inace, znacajna je veza izmedu pro-
jektivnih i afinih ravnina: afina se ravnina moze dobiti iz projektivne odstran-
jivanjem jednog bloka i svih njegovih tocaka [31].

Primjer 2.3 Neka je P skup tocaka koje predstavljaju 8 vrhova kocke. Neka
je skup blokova B generiran na sljedeéi nacin: a) prvih 8 blokova je formirano
od neke tocke iz P i njene tri susjedne tocke, b) daljnjih 6 blokova tvore parovi
dijagonalno suprotnih tocka. Tada P i B tvore dizajn s parametrima 3-(8,4,1).
Do na izomorfizam postoji jedan takav dizajn, s redom grupe 1344. Rijec je
o Hadamard-ovom 3-dizajnu najmanjeg reda; opéi oblik parametara te klase
dizagna je 3-(4n,2n,n — 1), gdje je n prirodni broj.

2.2 Grupe permutacija

Neka je X konacan skup. Bijekcija f : X — X naziva se permutacija skupa
X. Skup svih permutacija skupa X ¢ini grupu obzirom na standardno kom-
poniranje funkcija. Ta se grupa oznacava sa S(X) i naziva simetri¢na grupa.
Ako je X n-clani skup, tada se doti¢na simetricna grupa oznacava jos i sa .S,.

Definicija 2.4 Neka je G podgrupa simetricne grupe S(X). Tada se kaZe da
grupa G djeluje na skupu X, i takva se grupa naziva grupa permutacija na X
ili grupa permutacija stupnja | X|.

Kao sto je poznato, svaka se grupa, do na izomorfizam, moze reprezentirati
nekom grupom permutacija (Cayley).



Definicija 2.5 Neka grupa G djeluje na skupu X i neka je x € X. Onda se

skup
Gr={g(z) | g€ G}

naziva staza ili orbita tocke x pod djelovanjem grupe G, ili krace G-staza od x.

Orbite cine particiju skupa X. Naime, na skupu X se moze definirati
sljedeca relacija:

za z,y € X, v ~y<e Jg € G takav daje g(z) =y

Moze se pokazati da je ova relacija jedna relacija ekvivalencije na skupu X.
Razredi ekvivalencije te relacije upravo su G-staze. Broj elemenata razreda,
odnosno staze Gz, naziva se duljina staze.

Definicija 2.6 Neka je G grupa koja djeluje na skupu X i neka je x € X.
Onda se podgrupa
G.={9€G | glx) =z}

naziva stabilizator ili ustalitelj tocke x u grupt G.

Pojam stabilizatora moze se poop¢iti i prosSiriti: zahtijevanjem da se sam u
sebe preslikava bilo koji podskup A C X, te presjekom svih stabilizatora koji
fiksiraju neku tocku iz skupa A. U oba slucaja rije¢ je o grupama. Dakle, pri
djelovanju grupe G na skup X, gdje je A C X, definira se:

(i) skupovni stabilizator od A u G kao podgrupa

Ga={geG | gA=A}

(i1) tockovni stabilizator od A u G kao podgrupa

Gy =) GCa

acA
Lema 2.1 Neka je G grupa koja djeluje na skupu X. Tada Vx € X wvrijedi:

el
G|

|Gz| =[G : G,] (2.5)
DokAz. Neka je ¢ preslikavanje iz grupe G u orbitu Gz definirano na nacin

#(g) = g(z). Tada, za bilo koje g1, g2 € G vrijedi ¢(g1) = ¢(g2) & q1(z) =
g2(z) & g1,92 € gG,. Dakle, svi elementi od ¢G, imaju istu sliku. Buduéi
da je preslikavanje ¢ ocito surjekcija, slijedi da je broj elemenata orbite Gz
jednak broju razreda od G, u G, ¢ime je tvrdnja dokazana.
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Lema 2.2 (Burnside, Cauchy-Frobenius) Broj staza, u oznaci u, grupe G na
skupu X dan je sa

u= G L Fw (2.6)

geG

pri éemu je F(g) broj stalnih tocaka permutacije g € G.

DokAz. Parovi (g,z), gdje je g € G,x € X i g(x) = = mogu se prebrojati
na dva nacina. Za dani g € G takvih je parova F(g), dok je za dani x € X

taj broj jednak |G,|. Stoga za ukupni broj parova vrijedi > F(g) = > |G.|.
geG reX

Primjenom prethodne leme vrijedi: > |G| = > % = |G| > @ = |G| u.
zeX zeX zeX

Primjer 2.4 Razmatra se djelovangje grupe {(gg), (gg)} na skupu X = {1,2,3}.
Neka je sa

12 3 12 3 123
fl:(l 2 3>’f2:(1 3 2)""’f6:<3 2 1)

oznaceno svih est permutacija skupa X. Dakle, S3 = {f1, f, 3, [1, [5, fe} @
G={f1, 2} <S5

Tada za orbite i stabilizatore skupa X wvrijedi:

G1 = {9(1) | g€ Gy ={1}

G2 = {2,3)
G3 = {2,3)
Gi = {geG | g(1) =1} ={h, f2}
Gy = {fi}
Gy = {fi}

U prethodnom primjeru grupa G ima dvije orbite na skupu X, kao §to lema
2.2 i utvrduje: buduéi da za broj fiksnih tocaka vrijedi F'(f;) = 3 te F(f2) =1,
slijedi
1 1
u= g 2 Flo) = 53+ 1)
geG

Takoder je vidljivo da vrijedi X = G1 U G2 = G1 U G3 tj. da orbite ¢ine
particiju skupa X.
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2.3 Automorfizmi simetri¢nih dizajna

Definicija 2.7 Neka je D = (P, B, I) kombinatoricki dizajn, G < Aut(D) a
g € G. Toc¢ka p € P naziva se stalnom (fiksnom) tocékom automorfizma g ako
je g(p) = p. Tocka p naziva se stalnom (fiksnom) tockom dizajna D ako je

g(p) =p, VgeG.

Sukladno prethodnoj definiciji, definira se stalni (fiksni) blok automorfizma
g, kao i dizajna D. Skup svih fiksnih tocaka i fiksnih blokova grupe G koja
djeluje na dizajnu D, skupa s relacijama definiranim na njima naziva se stalna
(fiksna) struktura kombinatorickog dizajna D.

Teorem 2.1 Neka je D simetricni (v, k, \) dizagn i neka je g € Aut(D). Tada
automorfizam g ima jednak broj fiksnih tocaka i fiksnih blokova.

DokAz. Elementi skupa S = {(p,B) | p € P,B € B, p,g(p) € B} mogu se
prebrojati na dva nacina. Neka je s f oznacen broj fiksnih tocaka a s F' broj
fiksnih blokova automorfizma g. Buduéi da neke tocke p € P automorfizam g
fiksira a neke ne, prebrajanjem po tockama slijedi da je broj elemenata skupa
S jednak zbroju izraza

> HBeB|pglp) < B}

{p€Plg(p)=p}

Y. HBeB|pyp)eBl

{peP|g(p)#p}

Obzirom da je pojedina tocka p € P incidentna sa k blokova, prvi od izraza
jednak je umnosku f - k; drugi izraz jednak je umnosku (v — F') - A bududi da
se svake dvije razlicite tocke nalaze u A blokova. Dakle, vrijedi

IS|=f-k+w=1)-A

U drugu ruku, analognim razmatranjem prebrajanja elemenata skupa S po

blokovima dobiva se
IS|=F -k+(v—F)-A\

Naposljetku, izjednacavanjem dobivenih izraza dobivase f-k+ (v — f) - A =
F-kt(wv—F)Ae flk=N-Fk-N)=0(k-N(f-F)=0& f=F

Kao $to je iskazano definicijom 2.5, automorfizam g € G, G < Aut(D) tvori
orbite na skupu tocaka P te na skupu blokova B. Pojedina orbita skupa tocaka
naziva se tockovna orbita ili orbita na skupu tocaka. Analogno, ako se radi o
skupu blokova, govori se o blokovnim orbitama ili orbitama na skupu blokova.
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Dakle, automorfizmi dizajna D dijele skup toc¢aka P, kao i skup blokova B, na
disjunktne podskupove koji ¢ine particiju doticnog skupa. Sljedeci teorem daje
vezu izmedu broja staza na skupu blokova i skupu toc¢aka kod simetricnog diza-
jna. Taj teorem, te naredna propozicija, od velike su vaznosti pri konstrukciji
dizajna.

Teorem 2.2 Neka je D simetricni dizajn i neka je G < Aut(D) grupa auto-
morfizama koja djeluje na D. Tada grupa G ima jednak broj staza na skupu
tocaka kao 1 na skupu blokova.

DokAz. Prema Lemi 2.2 za broj orbita na skupu tocaka w, vrijedi u, =

‘—g;' > f(g) , te analogno za orbite na skupu blokova u;, = ﬁ > F(g); gdje je
9eG geG

f(g) broj fiksnih tocaka a F'(g) fiksnih blokova, za pojedini g € G. Sukladno
Teoremu 2.1 vrijedi f(g) = F(9),Yg € G < u, = w.

Propozicija 2.2 Neka je G grupa koja djeluje na simetricni dizajn s parametrima
(v, k, \) i neka je njen element g € G prim reda. Tada vrijedi:

v=F+lg| - (u—F) (2.7)

gdje je u broj orbita a F broj fiksnih tocaka te blokova danog dizajna.

red jednak redu doti¢nog elementa) te buduéi da su sve grupe prim reda
medusobno izomorfne, slijedi da se ekvivalentno moze govoriti o djelovanju
ciklicke grupe Z, na dizajn danih parametara.

Nadalje, budué¢i da ciklicka grupa prim reda ima samo trivijalne podgrupe,
duljine staza i blokova u tom sluc¢aju mogu biti jedino 1 i |g|. Obzirom da
je kod simetri¢nog dizajna broj fiksnih tocaka jednak broju fiksnih blokova,

dalje slijedi da su multiskupovi ¢iji su elementi duljine staza te duljine blokova
jednaki.

Dakle, u opisanom slucaju, kandidati za broj fiksnih tocaka F' su brojevi
za koje je razlika v — F' visekratnik od |g| tj. vrijedi

F = v(mod|gl). (2.8)

Kod konstrukcije je vazno odabrati automorfizam koji djeluje na razmatrani
dizajn, kao i tocno znati koje se sve fiksne tocke pojavljuju pri njegovom djelo-
vanju. Poznato je vise rezultata koji govore o gornjoj granici za broj fiksnih
tocaka te o uvjetima djelovanja nekog automorfizma [18] [26]. U nastavku
slijede neki od tih rezultata.
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Teorem 2.3 Neka netrivijalni automorfizam g djeluje na simetricni dizajn s
v tocaka i neka pritom fiksira F tocaka. Tada vrijedi:

1
F<-v
2

Nadalje, ukoliko vrijedi jednakost tada je v = 4n @ g je automorfizam reda 2
(involucija).

Teorem 2.4 Neka netrivijalni automorfizam g djeluje na simetricni dizajn
reda n, s parametrima (v, k, ) i neka pritom fiksira F' tocaka. Tada vrijedi:
(1) F<v—2n

(it) F <k++/n

Nadalje, ako u bilo kojem od izraza vrijedi jednakost, onda je g automorfizam
reda 2 1 svaki nestalni blok sadrzi tocno \ stalnih tocaka.

Teorem 2.5 Ako je g automorfizam simetricnog t-dizajna D i |g| prim broj,
onda |g| digeli v ili je |g| < k.

Primjer 2.5 Jedan od automorfizama koji djeluje na dizajn 2-(7,3,1) (Prim-
jer 2.1) je permutacija o = (124)(365)(7); G = {a'|i = 0,1,2} < AutD.

Dakle, vrijedi

o’ = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)
ol = (124)(365)(7)
o® = (142)(356)(7)

Nadalje, orbite na skupu tocaka jesu

Gl=G2=G4=1{1,2,4}
G3=G5=G6 = {3,5,6}
G7 = {7}

a na skupu blokova

G123 = G145 = G246 = {123,145, 246}
G167 = G257 = G347 = {167, 257, 347}
G356 = {356}
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U Primjeru 2.5 vidljivo je da su na skupu tocaka (blokova) tri orbite, kao sto
Lema 2.2 i pokazuje: u = %(7 + 1+ 1) = 3. Jednak je broj orbita na skupu
tocaka kao i na skupu blokova. Buduéi da je |«| = 3 prim broj, pripadne staze
su redova 11 3.

2.4 Takticke dekompozicije kombinatorickih
dizajna

Neka je D = (P, B, I) kombinatoricki dizajn. Bilo koja particija skupa tocaka
P i skupa blokova B,

P=PUPU---UP,iB=8BUBU---UB,,
naziva se dekompozicija dizajna D.
Definicija 2.8 Neka je D = (P, B, I) kombinatoricki dizajn, i neka je
P=PUPU---UP,iB=B,UB,U---UB,,

jedna njegova dekompozicija. Neka je svaka tocka iz skupa P;, 1 =1,...,m
sadrzana u jednakom broju blokova iz skupa Bj, j = 1,...,n; odnosno, neka
je svaki blok iz skupa B;, i = 1,...,n incidentan sa jednakim brojem tocaka
iz skupa Pj, j=1,...,m. Tada se govori o taktickoj dekompoziciji kombina-
torickog dizajna D.

Ukoliko su ispunjeni uvjeti iz ove definicije, incidencijska matrica M = [m;;]
dizajna D ima sljedece istaknuto svojstvo. Dobivena takticka dekompozicija
tada prirodno dijeli matricu M na podmatrice A;;, 1 <i <m, 1 < j <n gdje
je pojedina podmatrica A;; dimenzija |P;| x |B;;

All A12 e Aln
A21 A22 e A2n
Aml AmQ ‘e Amn

Te podmatrice imaju jednaki broj jedinica u svakom retku te jednaki broj
jedinica u svakom stupcu. Jednako tako, ukoliko podmatrice imaju tu karak-
teristiku vrijede uvjeti iz prethodne definicije. Ukoliko je dekompozicija inci-
dencijske strukture Z = (P, B, I) takticka, tada se mogu definirati koeficijenti

pi; = UBeB;|(p,B)el, pePi}|i
Kij = |{p€PZ|(po>€[7 BGBjHa
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koji predstavljaju broj blokova iz skupa B; koji su incidentni s pojedinom
tockom iz skupa P;, te broj tocaka skupa P; koje su sadrzane u pojedinom
bloku skupa Bj, pri cemujei=1,...,mij=1,...,n.

Definicija 2.9 Matrice [p;j] i [kij] nazivaju se matricama takticke dekompozi-
cije kombinatorickog dizajna D.

Lema 2.3 Neka je D = (P,B,I) kombinatoricki dizajn s parametrima 2-
(0, B, AN), P=PyUPyU---UP, i B=B UBU---UDB,, njegova takticka
dekompozicija, a [pi;] @ [kij] pripadne matrice takticke dekompozicije. Tada
vrijedi:

j= i=
(1) |Pilpi; = |Bjlrij, Vi Vj (2.10)
(ZZZ) Z Pijkiy = )\‘P[| + 5”(7“ — )\), VZ, l, (211)
j=1

gdje je 0;; Kronecker-ov simbol (0;, =1, ako je i =1, inace je d;; =0).

DoxkAz.
(1) Tvrdnje slijede neposredno iz definicije koeficijenata p;; i x;;.
(71) Elementi skupa

S={(p.B)|(p.B) €, peP;,B e B}

mogu se prebrojiti na dva nacina. Za prebrajanje po blokovima vrijedi:

1SI=>_ H(®B)|(p.B) €1, peP}

BeB;

=Y {peP| (B el}nP|

BEBj

Bududi da je koeficijent x;; definiran kao broj tocaka skupa P; koje su sadrzane
u pojedinom bloku skupa B;, slijedi da je prethodni izraz jednak

> iy = Byl

BeB;
Analognim prebrajanjem po tockama dobiva se
5| = [Pilpis
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Izjednacavanjem dobivenih izraza, tvrdnja je dokazana.
(111) Dokaz se moze pronaéi u radu [26].

Druga relacija iz prethodnog sustava jednadzbi (2.10) poznata je i pod
nazivom Alltop-ova lema, prema radu [1]. Ovaj sustav jednadzbi zadovol-
javaju matrice takticke dekompozicije danog dizajna. No, prilikom konstruk-
cije najcesce se koristi sustav jednadzbi

> ko= kVj (2.12)
=1
uIiz'j/*”vlj = AP+ 6ulr —A), (2.13)
= Pl

ekvivalentan prethodnome (koeficijent p;; izrazi se iz jednadzbe 2.10 i zatim
uvrsti u 2.11). Ekvivalentno se mogu izraziti dualne tvrdnje, u kojima su
nepoznanice koeficijenti p;;. Poznate su analogne jednadzbe i za t-dizajne,
t > 2, koje su znatno slozenije.

2.5 Konstrukcije kombinatorickih dizajna
metodom takticke dekompozicije

Postojanje takticke dekompozicije predstavlja dodatni uvjet na strukturu diza-
jna. Sljedno tome, ukoliko se (pretpostavljena) takticka dekompozicija ko-
risti za konstrukciju dizajna, kao takva suzava prostor rjesenja i u tom smislu
olaksava konstrukciju. Na osnovi jednadzbi 2.12-2.13 moguce je konstruirati
kandidate za matrice takticke dekompozicije trazenog dizajna. No, da bi se
taj sustav jednadzbi mogao primijeniti potrebno je poznavati (pretpostaviti)
neku takticku dekompoziciju. U tom smislu znacajna je sljedeca lema.

Lema 2.4 Neka je G grupa automorfizama koja djeluje na dizajn D = (P, B, I).
Tada orbite grupe G, na tockama i na blokovima, tvore takticku dekompoziciju
dizajna D.

Dakle, dekompozicija dizajna, koju tvore orbite dane grupe G koja na tom
dizajnu djeluje, je takticka. Pri tome, od posebnog interesa je djelovanje grupa
¢iji je red |G| prim broj, buduéi da su tada jedine moguée duljine staza 1 i
|G|. Metodu konstrukcije simetriénih kombinatorickih dizajna temeljenu na
djelovanju grupe automorfizama razvili su Z.Janko i V.Cepuli¢ [6], [12]. Prema
toj metodi, konstrukcija se temelji na taktickoj dekompoziciji skupa tocaka i
skupa blokova (kakvu tvori pretpostavljeni automorfizam) a sastoji se od dva

osnovna dijela:
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1. nalazenja matrica takticke dekompozicije (stazne strukture) i
2. indeksiranja dobivenih staznih struktura.

Dakle, najprije se na osnovu sustava jednadzbi 2.12 - 2.13 konstruiraju po-
tencijalne matrice takticke dekompozicije, koje pokazuju koliko je blokova iz
odredene blokovne orbite incidentno s pojedinom tockom iz tockovne orbite. U
drugom koraku (indeksiranje), potrebno je to¢no utvrditi incidenciju izmedu
tocaka i blokova. Drugim rijecima, svaki koeficijent p;; potrebno je zamijeniti
matricom A;; dimenzija |P;| x |B;], koja ima p;; jedinica u pojedinom retku.
Nadalje, budué¢i da matrica takticke dekompozicije odrazava djelovanje pret-
postavljene grupe automorfizama G, dovoljno je odrediti prvi redak za svaku
matricu A;; dok su ostali retci jednoznacno odredeni djelovanjem grupe G.
Stoga, ukoliko je pretpostavljeni automorfizam prim reda, elementi matrice
takticke dekompozicije zamjenjuju se ciklickim matricama reda 3. Oba se ta,
temeljna, koraka mogu ilustrirati narednim Primjerom 2.6.

Definicija 2.10 Neka je M = [m;;] matrica reda n ¢iji su elementi definirani
na nacin

ay as as ... Qp_—1 Ap

a, a1 az ... Ap—2 0ap—1
M =

Ao az Q4 ... Qp, aq

Tada se matrica M naziva ciklicka matrica.

Dakle, ciklicka matrica se definira kao tip matrice s konstantnom dijagonalom
(Toeplitz) kod koje je svaki sljede¢i redak dobiven ”pomicanjem” prethodnog
retka za jedno mjesto u desno.

Primjer 2.6 Jedna od grupa koje djeluju na Fanovu ravninu je G = {a'|i =
0,1,2} < AutD, a = (123)(456)(7). Potrebno je odrediti matrice takticke
dekompozicije

K11 K12 Kis
[Fdz’j] = | k21 K22 K23
K31 K32 Ks3
te na osnovu tih matrica konstruirati projektivnu ravninu 2-(7,3,1). Auto-
morfizam o itma jednu fiksnu tocku te dvije orbite duljine 3 na skupu tocaka a
analogno vrijedi za skup blokova,

[Pl =3, |Pa] =3, |Ps|=1,
Bl =3, |Bs] =3, By =1.
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Uvrstavanjem poznatih vrijednosti u jednadzbe 2.12 — 2.13 dobiva se sljedeci
sustav jednadzbi:

K11 +l€12+/€13 =3
K91 + Koo + Koz = 3

K31 + K3a + Kgg = 3

3K11K21 + 3K12K22 + Kigkosz = 9

3K11K31 + 3K12K32 + Kigkaz = 3

3K21K11 + 3KaakK12 + Kogkiz = 9
3k5, + 3k3y + Koy = 15

3Ka1k31 + 3Kooksa + Kozksz = 3

3K31K11 + 3K32K12 + K3gkiz = 3
3K31K21 + K32k + Kagkosz = 3

31‘{&%1 _'_ 3%%2 + /fgg - 3

Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi, dobiva se sljedeca matrica takticke dekom-
pozicije

3
MTF1 = 1
1

O =IO
N = O

cime je zavrsSen prvi korak konstrukcije. Nadalje je potrebno odrediti kandidate
za podmatrice

A117 A127 A137

Y

A317 A327 A33-

U slucaju kad podmatrica ima po jednu jedinicu u svakom stupcu, kandidati za
takve podmatrice su ciklicke matrice reda 3:

100 010 00 1
010,00 1]|,]100
00 1 100 010

19



Kada su, pak, dvije jedinice u svakom stupcu, tada su kandidati za takvu pod-
matricu sljedeci:

110 01 1 101
01 1|,l101]|,]110
101 110 011

Buduéi da su podmatrice koje tvore orbite duljine 1 jednoznacno odredene,
ostage provjeriti koje kombinacije preostalih cetiriju podmatrica tvore inciden-
cijsku matricu trazenog dizajna. Od mogucih 81 kombinacija (v svakom od dva
retka 9 je kandidata), 27 njih tvori incidencijsku matricu Fanove ravnine od
kojih se, kako je poznato, dobiva do na izomorfizam jedna matrica M.

0[1 1 1[0 0 0
110 1 0T 00
1100 1/0 10

M=1{1[100[0 0 1
0T 00[1T 10
0(0 1 0[0 11
010 0 1[1 0 1|

Poznata je ¢injenica da je red podgrupe H < G svake kona¢ne grupe G
djelitelj od |G| (Lagrange). U slucaju kada je grupa G prim reda vrijedi i
obrat, kao sto iskazuje sljedeci teorem.

Teorem 2.6 Neka je G konacna grupa i neka je p prost broj. Ako p* dijeli
|G|, tada postoji podrupa H < G reda p*.

Kao posljedica ovog teorema, vrijedi da ¢e pri parcijalnoj klasifikaciji danog
dizajna D - uz pretpostavljeno djelovanje automorfizma prim reda p, biti kon-
struirani svi dizajni ¢iji je red grupe automorfizama |Aut(D)| visekratnik od p.
Ukoliko bi se za dani dizajn D provele parcijalne klasifikacije za automorfizme
svih prim redova koji djeluju na D, bile bi dobivene sve strukture s netrivijal-
nom grupom automorfizama [13]. Tako, primjerice, u prethodnom Primjeru
2.6 Fanova ravnina je konstruirana na osnovi takticke dekompozicije koja je
nastala djelovanjem automorfizma reda 3, a sve dobivene matrice (jedna, do
na izomorfizam) imaju red grupe automorfizama 168.
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Poglavlje 3

Algoritam za razvoj matrica
takticke dekompozicije pri
djelovanju automorfizma reda 3

3.1 Razvoj algoritma za razvoj matrica takticke
dekompozicije 2-dizajna

Neka je D dizajn s parametrima 2-(v, k, A) na kojem djeluje automorfizam reda

p. Neka je f broj fiksnih tocaka a F' broj fiksnih blokova pripadne matrice

takticke dekompozicije MT'D. Sa t, i tp neka je oznacen broj staza na skupu
tocaka te na skupu blokova. Sukladno relaciji 2.8, tada vrijedi

vo= fHplt,— 1) (3.1)
b = F+p(tB—F>.

Matrica takticke dekompozicije MT'D je t, xtp matrica ¢iji elementi poprimaju
vrijednosti iz skupa {0, 1, ...,p}. Shema

1 .. 1|p ... p

p

prikazuje op¢i oblik matrice MT D. Dakle, staze mogu biti duljina 1 i p; dio
stazne strukture koji nije fiksna struktura, u nastavku ¢e se nazivati varijabilna
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struktura ili varijabilni dio stazne strukture. Analogno ¢e se govoriti o stalnom
(fiksnom) 1 varijabilnom dijelu matrice takticke dekompozicije. Na shemi koja
prikazuje op¢i oblik MT D, varijabilni dio stazne strukture naznacen je donjim
desnim kvadratom.

Definicija 3.1 Neka je M = [a;;] potencijalna matrica takticke dekompozicije
2-dizajna D, dobivena pretpostavljanjem djelovanja automorfizma prim reda p
na dizajn D. Indeksiranje je postupak kojim se

(i) fiksnom dijelu matrice M pridjeljuju matrice dimenzija 1 X p odnosno p x 1
(i1) varijabilnom dijelu matrice M pridjeljuju se ciklicke (anticiklicke) matrice
reda p tako da se svaki par dobivenih redaka incidencijske matrice sijece u A
tocaka.

Ovaj postupak jos cée se nazivati © razvoj matrice takticke dekompozicije.

Definicija se moze prosiriti i na t-dizajne, zahtjevom da se svakih t-redaka
sijece u A tocaka. Zavrsetkom postupka indeksiranja konstruiran je razmatrani
dizajn.

U nastavku se razmatranja ne provode u punoj opcéenitosti, veé¢ za pret-
postavljeno djelovanje automorfizma reda 3. Broj 3 je odabran za vrijednost
p primarno s ciljem dobivanja novih dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama, kako ¢e biti obrazlozeno u poglavlju 3.2.3.

3.1.1 Pridruzivanje ciklickih matrica reda 3 elementima
matrice takticke dekompozicije

Prethodnom definicijom indeksiranje je opisano kao postupak pridruzivanja
odredenih podmatrica elementima dane matrice takticke dekompozicije, i to
na nacin da medu dobivenim retcima incidencijske matrice vrijedi svojstvo
balansiranosti (tj. da se svakih ¢ redaka sije¢e u A tocaka). Stoga se moze
re¢i da se indeksiranje dane matrice takticke dekompozicije sastoji od indek-
siranja njene fiksne strukture i indeksiranja varijabilnog dijela njene stazne
strukture. Indeksiranje stalne strukture MT D je jednoznacno, buduéi da se
stalni blokovi sastoje od punih staza tocaka a stalne tocke se na blokovima
nalaze ili ne nalaze. Na razini algoritma, fiksni dio matrice takticke dekom-
pozicije transformira se u odgovarajuc¢i broj prvih redaka te prvih stupaca
trazenih incidencijskih matrica u koracima koje definira pseudokod
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Procedure InitINC()
int 7,7, 1
INC[i,j]=0; i=1,...v,j=1,...b
INC[i,j] = MTD[i,j]; i=1,...f,j=1,..,F
Vi, g i=1,.. fj=F+1,..tg
if (MTDJi, j] = 3) then
INC[i,F+3(j— 1)+ =1, 1=1,2,3
Vi g i =frontyj =1, F
if (MTD[,j] = 3) then
INC[f+3(Gi—1)+1,i]=1; =1,2,3,
end,

u kojem je I NC matrica dimenzija v x b. Ovako definirani retci i stupci bit ¢e
zajednicki svim incidencijskim matricama koje ¢e se dobiti iz polazne matrice
takticke dekompozicije. Za ovako definirane retke i stupce incidencijske matrice
uvodi se naziv fiksni dio incidencijske matrice; preostali elementi incidencijske
matrice nazivati ¢e se varijabilnim dijelom incidencijske matrice.

Primjer 3.1 Zadana je sljedeéa matrica takticke dekompozicije:

MI16F4 =

_ O O Ol = = O
N = = =IO oo W
— N~ RO OO WO
=N =IO W o O
— o= =N WO OO

O OO RO EFH -
OO = Ol O = =
O = O Ol M= O =

Nakon provodenja algoritma opisanog u ProcedurelnitI NC' dobivena matrica

23



INChrrs Ce izgledati kako slijedi.

T1[1]1]0o]1 1 1]o 0 0|0 0 0l0 O 07
1[1[0[1]0 0 O|T 1 1]0 0 0/0 0 0
1{o[1][1]0 0 0/0 0 0|1 1 1]/0 0 O
0O/1]1]1/0 0 0/0 0 0/0 0 O]1 1 1
1[0][0[0[0 0 0/0 0 0|0 0 0/0 0 O
110[0[0/0 0 0/0 0 0|0 0 0/0 0 O
110[0[0/0 0 0/0 0 0|0 O 0/0 0 O
o/1]ol0ol0 0 0[O0 0 0[O0 0 0[]0 0 0

INCysrs = 019 01010 0 0o 0 0lo 0 0o 0 0
0/1/0/0/0 0 0|0 0 0/0 0 O0[0 0 0
0/0/1[0/0 0 0[O0 0 0/0 0 0|0 0 0
0/o/1/0/0 0 0|0 0 0/0 0 0|0 0 0
0/0/1/0/0 0 0|0 0 0/0 0 0|0 0 0
0/0/0[1/0 0 0|0 0 0/0 0 0|0 0 0
0/0/0/1/0 0 0|0 0 0|0 0 0|0 0 0
L 0[0]0[1]0 0 0[O0 0 0|0 O 0|0 O O |

Za potrebe indeksiranja varijabilnog dijela matrice takticke dekompozi-
cije uvodi se pojam ekspandirani koeficijent.

01,11, 15, 13,2, 29, 23, 3; definirani na nacin

O~ = O = O

0
0

)

e ) — o O

1
1
1

0
0

S O = o]

O =

1
1
1

o O O

— = = O, ) ORFRO
] L

o = O

O~

e ) — O O

Tocnije, koeficijenti u oznaci

u ovom se radu nazivaju ekspandirani koeficijenti. Sada, indeksiranje varija-
bilnog dijela matrice takticke dekompozicije zapocinje pridjeljivanjem ekspandi-
ranih koeficijenata elementima koji ¢ine varijabilni dio matrice takticke dekom-
pozicije. Elementima 0 i 3 pridruzuju se jedinstveni ekspandirani koeficijenti,
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na trivijalan nacin, dok je ostalim elementima moguce pridruziti neku od tri
ciklicke matrice reda 3. Tocnije, vrijedi

0+ {01}, 1<« {11, 12, ]_3}, 2+ {21, 22, 23}, 3+ {31}

Opisano pridruzivanje definirano je matricom ST AT E dimenzija (t, — f) x
(tp — F), ¢iji su elementi skupovi. Toénije, vrijedi:

{01}, ako MTD[i+ f,j+ F|]=0

.o {]_1,].2,].3}, ako MTD[Z+f,]+F]:1
STATEL, j] = {2,,2,,25}, ako MTD[i+ f,j+F] =2 ' (3.3)

{3}, ako MTD[i + f,j+ F|] = 3

gdjejet=1,..,t,—f, j=1,....,tg — F.
Sa stajalista konstrukcije, ekvivalentno se umjesto ciklickih matrica mogu
koristiti anticiklicke matrice reda 3, tj. ekspandirani koeficijenti se varijabil-

nom dijelu matrice takticke dekompozicije mogu pridruziti na nacin
0+ {01}, 1<+ {14, 15, 16}, 2+ {24, 25, 26}, 3+ {31},

gdje za koeficijente 14, 15, 1g, 24, 25, 26 vrijedi

00 1 010 100
L« |01 0,15« |100|,16<]010
100 00 1 00 1
01 1 110 101
|1 10,2« 101],26<]01°1
101 011 110

Primjer 3.2 Za matricu M16F4 zadanu u primjeru 3.1 potrebno je defini-
rati pripadnu matricu STATE, u oznaci STAT Eyners, koja, dakle, sadrzi
ekspandirane koeficijente. Sukladno prethodnim razmatranjima slijedi

{11,125, 15} {11,15,13} {11,12,15} {21,29,23}
11,19, 15} {11, 10, 13} {21,29,23} {1,120, 15}

STATE — { b) b) b b b b b) b)
MIGEA {11, 12,13} {21,29,25} {11,15,13} {11,115}
{21,22,25} {11,15,13} {11,12,15} {14,113}

3.1.2 Odredivanje presjeka ekspandiranih koeficijenata

Nakon pridruzivanja ekspandiranih koeficijenata svakom elementu varijabilnog
dijela matrice MT D, iscrpnom pretragom svih kombinacija tih koeficijenata

25



potrebno je konstruirati pripadne incidencijske matrice. Ta pretraga ¢ini es-
encijalni dio algoritma za indeksiranje, a izvodi se ”backtracking” strategijom,
Sto se u nastavku detaljno razraduje. Osnovna operacija koja se pritom izvodi
je odredivanje presjeka dvaju binarnih vektora duljine b, tj. provjera da li je
taj presjek A. U nastavku Ce se ta operacija kadkad nazivati osnovna operacija
reda 1.

Uvodi se oznaka U, za operaciju definiranu na sljede¢i nac¢in. Neka su
A = [a1,as,...,a,] 1 B = [by, by, ...,b,] dva vektora. Tada ¢e se za vektor
C = lay, a9, ...;ap,b1,by, ..., by] pisati C = AU, B.

Definicija 3.2 Neka je matrica FI1X; podmatrica matrice INC', dimenzija
3 x F, pri ¢cemu vrijedi

FIX;[1,1] = INC[f+3(i—1)+1,1],
FIX;[1,F) _ INC[f +3(i —1) + 1, F),
FIX;[3,F] = INC[f+3(i—1)+3,F],

Neka za matrice My, M, ..., My, _p vrijedi

M, € STATE]i,1],
M, € STATE[i,?2],

M, € STATEli,ts— F).

Tada je i-ti redak ekspandiranih koeficijenata, u oznaci R;, matrica (sastavljena
od tri retka) definirana na nacin

Ri=FIX;Uy MyU; My Uy -+ Uy My, _p.

Dakle, vektori ekspandiranih koeficijenata koji pripadaju prvom retku MT D
zapoc¢inju fiksnim dijelovima redaka f + 1, f + 2, f + 3 matrice INC, dok
preostali dio ¢ini neka moguca kombinacija ekspandiranih koeficijenta; vektori
za drugi redak MT'D zapocinju fiksnim dijelovima redaka f + 4, f + 5, f + 6,

a na pocetku vektora u zadnjem retku nalaze se fiksni dijelovi redaka
t, —2,t, — 1,t, matrice INC.

Primjer 3.3 Na osnovi matrice ST AT Eypi6r4 12 prethodnog primgjera potrebno
je ispisati neke retke ekspandiranih koeficijenata Ry i Ry. U ovom slucaju,
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za svaki redak postoji 81 moguéa kombinacija (3*). Leksikografski prve kom-
binacije, obzirom ma indekse ekspandiranih koeficijenata, jesu 11,11,11,21 te
11,141,214, 11, a u tom slucaju pripadni retci Ry i Ry su definirani kako slijeds.

110(0]0
R1 = 1 0 0 0 U+11U+11U+11U+21
| 110/0/0
[ 1]0|0j0[1 0 O|1T 0 O[1 O O[1 1 0
= | 1/0/0/0|{0 1 0|0 1 0|0 1 O0]0 1 1
| 110/0{0j0 0 1|0 0 1]0 0 1|1 0 1
[ 0|1]0]0
R2 = 0 1 0 0 U+11U+11U+21U+11
[ 0/1]0]0
fo|1]0]0l1 0 0O]1 0 0|1 1 0|1 0 O
= (0[1]0]0O]J0O 1 0[O0 1 0|0 1 1 10
| 0(1{0(0j0O 0 1|0 0 1|1 0 1]0 0 1

Lako se je uvjeriti da ciklicke matrice reda 3 imaju svojstvo da je presjek
bilo koja dva retka isti. Stovige, iz relacije 2.11 proizlazi da se svaka dva vektora
(retka) unutar nekog retka ekspandiranih koeficijenata sijeku u A tocaka, kada
se pretpostavlja djelovanje automorfizma reda 3.

Budu¢i da je, dakle, unaprijed poznato da se svaka dva vektora unutar
danog retka ekspandiranih koeficijenata sijeku u A\ tocaka, to svojstvo, vise
nije potrebno provjeravati unutar algoritma. Ta je ¢injenica motivacija za
uvodenje pojma osnovna operacija reda 2 ili presjek dvaju redaka ekspandi-
ranih koeficijenata, u oznaci M, kojim se oznacava operacija utvrdivanja da
li se svi parovi redaka dvaju danih redaka ekspandiranih koeficijenata sijeku
u A tocaka. Za provodenje osnovne operacije reda 2 nije, dakle, potrebno
provesti svih (g) osnovnih operacija reda 1 ve¢ je dovoljno odrediti presjeke za
9 ociglednih parova redaka (svaki vektor iz prvog retka ekspandiranih koefici-
jenata sa svakim iz drugog). U nastavku ¢e se pokazati da je taj broj presjeka
moguce jos vise smanjiti. S tom svrhom razmatra se najprije sljedeéi primjer.

Primjer 3.4 Neka su Ry i Ry dva retka ekspandiranih koeficijenata; Ry =
FIX1U+ 11U+ 12U+22 a R2 = FIX2U+21 U+23U+ 12. Neka za matrice FIXl
1 FIXy vrigeds

1 000 0100
FIXy=|11 00 0| FIX;=|0100
1 000 0100



Opcenito, neka su presject 9 parova redaka oznaceni sa

(R1[1], Ro[1]), (R1[1], R2[2]),...,(R1[3], R3[3]). Tada, za svaki par redaka vrijedi:
njihov presjek je jedak zbroju presjeka 1zmedu pripadnih vektora duljine 4 i 3 -
kogi te retke ¢ine. Naposljetku, za presjek (Ry[2], R2[3]) vrijedi:

1 0 00{0O10/0O0 11 0 1[N

1 0 00| +
I 0100
01 0] +
i ] _1 0 1_
0 0 1] +
i ] _0 1 1_
1 0 1| =
|1 0 0]

0+0+1+1=2
Moze se zapaziti da trojke parova

(R[], Ro[1]), (R1[2], Ro[2]), (R1[3], Ra[3])
(R[], R2[2]), (R1[2], Ro[3]), (R1[3], Ra[1])
(Rl[l]’ RQB])? (Rl [2]7 R2[1])7 (Rl [3]7 R2 [2])

imaju jednak presjek. Lako je uvjeriti se da to pravilo vrijedi generalno, za bilo
koja dva retka ekspandiranih koeficijenata. Dakle, za provedbu osnovne op-
eracije reda 2 dovoljno je odabrati jednu trojku parova redaka i za nju odrediti
presjek. U ovom radu (algoritmu) odabire se trojka

(B1[1], Ro[1]), (Ba[1], Ro[2]), (Ra[1], Ra[3)),

a presjek dvaju redaka ekspandiranih koeficijenata oznacava se uredenom tro-
jkom [a, b, ¢], pri ¢emu a, b i ¢ poprimaju vrijednosti iz skupa {0, 1,2, 3}. Tako,
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primjerice u prethodnom primjeru za razmatrani presjek redaka ekspandiranih
koeficijenata Ry i Ry vrijedi

Ri (Y Ry =1[0,0,0] +[1,0,1] +[0,1,1] + [1,1,0] = [2,2,2],

Sto nam govori da se svaka dva vektora iz promatranih redaka ekspandiranih
koeficijenata Ry i Rs sijeku u dvije tocke. Opcenito, dakle, kada je rezultat
(A, A\, A], tada se dva razmatrana vektora sijeku u A tocaka.

Naredna tablica prikazuje presjeke svih moguc¢ih parova ciklickih ekspandi-
ranih koeficijenata, koji se javljaju pri razvoju matrica takticke dekompozicije
pomocu ciklickih matrica reda 3.

0 1y Lo 13 2y 2 23 31
0, [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0] [0.0,0]
L 0,000 (100 0.0.1] [0.10] (L1 [o11] [1L10] [111]
15 ]0,0,0] [0,1,0] [1,0,0] [0,0,1] [1,1,0] [1,0,1] [0,1,1] [1,1,1]
15 110,0,0] [0,0,1] [0,1,0] [1,0,0] [0,1,1] [1,1,0] [1,0,1] [1,1,1]
2, 110,0,0] [1,1,0] [1.0,1] [0,1,1] [2.1,1] [1,1,2] [1.2.1] [2,2,2]
2 [0?070] [07171] [LLO] [17071] [172’1] [27171] [171’2] [27272]
2,100,0,0] [1,0,1] [0,1.1] [1.1,0] [1,1.2] [1,2,1] [21,1] [2,2,2]
3,100,0,00 [1,1,1] [1,1,1] [1,1,1] [2,2,2] 2,2,2] [2,2,2] [3,3,3]

3.1.3 Smanjenje slozenosti algoritma redukcijom
prostora rjesenja

Da bi se za danu matricu takticke dekompozicije konstruirale sve incidencijske
matrice na kojima djeluje automorfizam reda 3, potrebno je pronaci sve kom-
binacije ekspandiranih koeficijenata koje tvore incidencijsku matricu. Dakle,
prirodni prostor rjesenja kod algoritma za indeksiranje je broj svih razlic¢itih
kombinacija ekspandiranih koeficijenata. Uz pretpostavku da varijabilni dio
matrice takticke dekompozicije sadrzi jedino elemente 1 i 2, broj razlicitih
kombinacija ekspandiranih koeficijenata jednak je (3'2F)»=/. Svaki element
varijabilnog dijela matrice takticke dekompozicije koji je jednak 0 ili 3, sman-
juje taj broj za faktor 3.

Prostor rjesenja izrazito raste s brojem tocaka dizajna (kombinatoricka
eksplozija), dovodeéi u pitanje mogucénost konstrukcije ve¢ za relativno male
parametre. Tako, primjerice, broj moguc¢ih kombinacija ekspandiranih koefici-
jenata za konaénu projektivnu ravninu (7,3,1) iznosi 81, za dvoravninu (16,6,2)
43046721 a za simetricni dizajn (31,10,3) 1.14 - 10%° (kako doti¢ni broj kombi-
nacija ovisi o izgledu matrice takticke dekompozicije, navedimo redom matrice
o kojima se radi: M7F1 (Primjer 2.6), M16F4 (Primjer 3.1), M31F4, (Prilog
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A)). Jedan ocigledni pristup iscrpnoj pretrazi svih kombinacija ekspandiranih
koeficijenata bila bi pretraga matrice STATFE ”backtracking” strategijom.
Takav algoritam, u slucaju Fanove ravnine konstruira 27 incidencijskih ma-
trica (od 81 matrice - kandidata), a u sluc¢aju dvoravnine (16,6, 2) konstruira
se 15309 incidencijskih matrica (od 43046721 kandidata). Veé dizajn (31, 10, 3)
je izvan dosega za iscrpnu pretragu pomocu takvog algoritma.

Ne smanjujuéi opcéenitost, u prvom retku te u prvom stupcu varijabilnog
dijela matrice takticke dekompozicije, moze se uzeti u obzir samo jedna (bilo
koja) kombinacija ekspandiranih koeficijenta. Tocnije, u svakom retku i u
svakom stupcu moze se fiksirati jedan element jednak 1 ili 2 (Sto znaci da
se u obzir uzima samo jedna (bilo koja) od matrica reda 3). To fiksiranje
izvoditi ¢e se u dva koraka: najprije se fiksiraju elementi prvog stupca i prvog
retka varijabilnog dijela a zatim eventualno i elementi u odgovaraju¢im drugim
retcima/stupcima - na rac¢un elemenata iz prvog retka ili stupca koji su jednaki
0 ili 3. Prvi opisani korak definiran je relacijama

{0,}, ako MTD[i+ f,j+ F]=0

{11}, ako MTDi+ f,j+F|=1

{21}, ako MTD[i+ f,j+F|=2"
[ ]

STATEL, j] = (3.4)
{31}, ako MTD[i+ f,j+ F|]=3
i=1,2,.. (tg — F),
{0,}, ako MTD[i+ f,j+ F]=0
STATER) =0 0 S arpiafgir 2 B9
3.}, ako MTD[i + f,j+ F] =3

i=1,2,.,(t, — f),

kojima se redefinira prvi redak i prvi stupac matrice STATE. Drugi ko-
rak u algoritmu se ostvaruje potprogramom FiksirajDodatnoSTATE. Ovim
postupcima prostor rjeSenja je znatno smanjen. Tocnije, ako je u prvom retku
varijabilnog dijela matrice takticke dekompozicije m elemenata iz skupa {0,3},
tada je fiksiranjem tog retka prostor rjesenja smanjen za faktor 3fz—f-m,
Analogno tome, ako se u prvom stupcu varijabilnog dijela matrice takticke
dekompozicije nalazi n elemenata iz skupa {0,3}, tada se njegovim fiksiranjem
prostor rjeSenja smanjuje za faktor 3%~/=" (prvi element stupca neka bude
razmatran kod fiksiranja prvog retka - bududéi da je zajednicki retku i stupcu).
Ukupno se na ovaj nacin prostor rjeSenja smanjuje za faktor 3m3".

Tablica 3.1 usporeduje veli¢inu prostora rjesenja prije i nakon redukcije fiksir-
anjem, za nekoliko matrica takticke dekompozicije. U prvom stupcu navedena
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Procedure FiksirajDodatnoSTATE()

int 4,7
Vjij=2,.,tp—F
i=1

while STATE[i.j| = ({01} or {3.}) i ++

o [ {1}, if STATE[i,j] = {11, 15, 15}
STATEL, j] = { {2,}, if STATE[i,j] = {21,25,25}
Visi=2,..,t,— f

J=1
while STATE[i,j] = ({1,} or {3:}) j+ +

o [ {1}, i STATE[i,j] = {11,15,13}
STATE]i, j] —{ {21}, if STATE[i,j] = {21,2,,23}
end

Tablica 3.1: Usporedba veli¢ine prostora rjesenja

Oznaka Dizajn Sve Fiksiran Maksimalno
matrice kombinacije redak i stupac fiksiranje
M16F4 2—(16,6,2) 43046721 19683 19683
M31F7 2—(31,10,3) 52E+26 1,0E+20 1,0E+20
M31F4 2—(31,10,3) 1,1E+30 2,3E+23 2,6E+ 22
M31F1 2—(31,10,3) 2,5E+ 33 1,bE+27 2/ 1E+24
M36F9 2—(36,15,6) 4,4F + 38 3,4E+30 3,4F + 30
M36F0 2—(36,15,6) 5,0F + 68 8§,7TE+42 1,0E+41

je oznaka matrice takticke dekompozicije (brojka iza slova "M” predstavlja
broj tocaka dizajna a brojka iza slova "F” predstavlja broj fiksnih tocaka).
U drugom stupcu se navode parametri dizajna. Treéi stupac navodi broj
svih mogué¢ih kombinacija ekspandiranih koeficijenata, definiranih matricom
STATE. Nadalje se navodi veli¢ina prostora rjesenja nakon fiksiranja pr-
vog retka i prvog stupca varijabilnog dijela matrice takticke dekompozicije
(odnosno matrice STATE), te naposljetku, veli¢ina prostora rjesenja nakon
potpuno provedenog fiksiranja za jednu odabranu matricu takticke dekompozi-
cije. (U slucaju kada za dani dizajn postoji vise matrica takticke dekompozi-
cije, razmatrana je prva matrica iz datoteke u prilogu.)

Primjer 3.5 Dvoravnina (16,6,2) dopusta djelovanje automorfizma reda 3,
pod cigim djelovanjem nastaju tri matrice takticke dekompozicije. Duvije su od
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tih matrica s jednom fiksnom tockom a jedna je matrica s 4 fiksne tocke. Raz-
matra se indeksiranje matrice M16F4 s 4 fiksne tocke, sto je za ove parametre
jos uvijek moguce provesti rucno.

M16F4 =

N R = = O OO W
[l S e e B an BN UL R @)
=N =IO W oo
= =N OO

O OO O ==
OO = Ol O = =
O = OOl = O
—_ 0 O O = =O

Dakle, na osnovi matrice takticke dekompozicije M16F4, potrebno je izgra-
diti sve pripadne incidencijske matrice. U tu svrhu, kao prvo, prema fiksnoj
strukturi dane matrice takticke dekompozicije odrede se prva 4 retka te prva 4
stupca buduce incidencijske matrice, na ocigledan nacin (prema potprogramu
"InitINC”).  Od tako dobivene strukture, formiraju se incidencijske matrice
dodavanjem onih kombinacija od 16 podmatrica koje udovoljavaju uvjetu balan-
siranosti dizajna. (To je, naime, jedini uvjet kojeg jos treba provjeriti, buduci
da svaka kombinacija indeksiranih koeficijenata ispunjava ostala dva uvjeta
koja neku binarnu matricu éine incidencijskom matricom dizajna.)

Bez smangjenja opcenitosti, za pruvi redak nedostajuce strukture moZe se
uzeti samo jedna od mogucih kombinacija; a isto vrigedi i za prvi stupac. Stoga,
u ovom slucagu, fiksni redak neka bude [11111,2;] (u fiksnom dijelu nema pres-
jeka, pa se isti zanemaruje). Od kombinacija ekspandiranih koeficijenata u
drugom retku, a to su

[1:112114]
[1:112115]
[1:112113]
[1:1,2514]
[1:112515]
[11112513]
[11112514]
[1:112315]
[1:1,2313]
[11152114]

[11132114]

[1;132313],
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potrebno je sada izabrati one koji se s retkom [11111121] sijeku u dvije tocke.
Za prvog kandidata vrijeds

[1,1,1:2,) Y 1,12 14] = [1,0,0] + [1,0,0] + [1,0,1] + [1, 1, 0]
=[4,1,1]
#[2,2,2],

za sljedeceg

[131,1:2,] O [1,142,15] = [1,0,0] 4 [1,0,0] 4 [1,0,1] +[1,0,1]
—[4,0,2]
#[2,2,2],

itd. Kada su odabrani svi kandidati iz drugog retka koji se u dvije tocke sijeku s
fiksnim retkom, tada se za svakog od njih biraju kandidati iz treceq retka koji se
ujedno 1 s fiksnim retkom sijeku u dvije tocke. Analogno se provodi i za zadnji,
cetvrti redak. Na kraju, dobivaju se sve traZene kombinacije, kako prikazuje
sljedeca shema:

[11171124]
1

[11112,34] [11122511] [11122331] [11312131] [11312219]
\J \J \J 1 i .

[11221131] [11221211] [11223112] [11221113] [11231231] [11213131] [11221131}
3 \J \J \ \J \J 1

[20313112] [2:311131] [21311211] [2:113131] [21313112] [21313112] [21123114]

Dakle, iz dane matrice takticke dekompozicije moguce je konstruirati 7 inciden-
cigskih matrica. Varijabilni dijelovi tith matrica odredeni su, dakle, sljedecim
strukturama.

1,1,1,2)]  [L13142] [111,1,2)
[1:112:31]  [1111253] [11312515)]
[1:2:1:31] 7 [L12:1,1] 777 [11251534]
2:313115]  [2131113] 211,31 14]

Kada se fiksnom dijelu incidencijske matrice pridoda prvokreirana od tih

struktura
111142

1]
111,253,]
112,113,]
213,31 1]

——— —
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dobiva se incidencijska matrica

(1/1/1|{0(1 1 1{0 O O{0 O O[O0 O 07
1{1j0/1{0 0 01 1 1|0 0 0|0 O O
110(1/1{0 0 0jO O O|1 1 1]0 0 O
0j1(1{1{0 0 0j0 0 0j0 O O]1 1 1
1{0/0(0{1 0 Oj1 0 Of1T 0 O(1 1 O
110(0(0{0 1 0{0 1 O0{0O 1 0|0 1 1
110(0(0{0 O 1|0 O 1{0 O 1|1 O 1
0/(1(0{0({1 0 0j1 0 0j0 1 1]0 0 1
0/1/0{0({0 1 0(0 1 01 0 1(1 0 O
0/1/0{0{0 0 1{0 0 1(1 1 0[O0 1 O
0/0f1{0({1 0 0j0 1 1{1 0 0j0 0 1
0/0f1{0({0 1 01 0 1{0 1 01 0 O
0/0f1{0{0 0 1{1 1 0(0 O 1(0 1 O
0/0/0j1f1 1 00 0 1({0 0 1(0 1 O
0(0{of1rfo0 1 11 0 0|1 0 0|0 0 1
1 0j00}j1{1 0 1{0 1 0{0 1 O(1 O O ]

Analogni postupak se provodi za preostalih 6 dobivenih struktura, ¢ime je zavrsena
konstrukcija dvoravnine (16,6,2) na osnovi matrice takticke dekompozicije s 4
fiksne tocke.

3.1.4 Smanjenje slozenosti algoritma uvodenjem tehnike
filtriranja

Osim ovakvog, matematickog, pojednostavljivanja problema, doseg algoritma
je znacajno povecan uvodenjem tzv. filtriranja vektora (tehnika redukcije pros-
tora rjeSenja uspjesno uvedena u magistarskom radu [19]). U ovom slucaju,
primjena te strategije znaci generiranje svih razlicitih ¢-tih redaka ekspandi-
ranih koeficijenata, Vi = 1,2,...,t, — f, 1 zatim "ostavljanje” samo onih koji
se u A tocaka sijeku s prvim (fiksiranim) retkom ekspandiranih koeficijenata
varijabilnog dijela matrice. Tako definirani vektori pamtit ¢e se u matrici
CAND, koja ima (t, — f) redaka. Broj redaka ekspandiranih koeficijenata
(broj kombinacija ekspandiranih koeficijenata) za dani i, i = 1,2,...,t, — f
pamtit ¢e se u matrici nrO fCand, tj. bit ¢e jednak nrO fCand[i]. Sukladno
ranije iznesenom, nrO fCand[1] = 1. Sljede¢i pseudokod prikazuje generiranje
redaka ekspandiranih koeficijenata (bez fiksnog dijela; uvodi se oznaka R;’ za
i-ti redak ekspandiranih koeficijenata bez fiksnog dijela) i njihovo zapisavanje
u matricu CAND.
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Procedure InitCAND()
int i, j, counter, R[z, y|
// zapisi kandidate u CAN D
CAND(1,1] = STATE[1,1] U, STATE[1,2] Uy, ..U, STATE[L ty — F|
fO_l" 1 =2to tp - f
counter = (0
while 3R/
counter + +
C AN D[i, counter| = R,
nrO fCand[i] = counter
//ostavi u C AN D[i] samo one kandidate ¢iji je presjek sa
//CANDI1,1] jednak A
fO_l" 1 =2to tp - f
counter = 0
for j =1 to nrO fCand]i]
if (FIX, Uy CANDIL 1)) Y (FIX; Uy CANDIi, j]) = A then
counter + +
CANDIi, counter] = CANDIi, j]
nrO fCandli] = counter
end

Primjer 3.6 Naredna tablica prikazuje jedan konkretan primjer matrice CAN D,
za slucaj matrice takticke dekompozicije M16F4.

[11171,24] - - - -

[11112213] [11122211] [11122313] [11132113} [11132212]
[112:1515] [112:1015] [112:1514] [11251515] [11251515]
[21111515] [21121514] [20131,15] [20151014] [21151515)]

Za pripadnu matricu nrO fCand vrijedi:

nrO fCand =

ot Ot Ot

Iscrpna pretraga sada se moze podijeliti na onoliko dijelova koliko je eleme-
nata u 2-om retku matrice CAND. Sa svakim od tih vektora filtriraju se
retci od 3-eg do zadnjeg a nakon toga se kandidati koji preostanu iscrpno pre-
traze " backtracking” pristupom. Ti preostali kandidati zapisuju se u matricu
C AN D2, analogno zapisivanju kandidata u CAN D, s oc¢itom razlikom da se
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kandidati u C AN D2 mijenjaju sa svakim sljedeé¢im vektorom iz C AN D[2] dok
kandidati pohranjeni u C AN D sluze tijekom cijelog vremena rada algoritma.

Opisani postupak filtriranja precizno pokazuje sljede¢i pseudokod; ulazni
parametar potprograma je cijeli broj 7 koji predstavlja (tekuéu) kombinaciju
ekspandiranih koeficijenata iz CAN D|[2].

Procedure Filtriraj(int j)
//u CAN D2 prepisi elemente CAN DJi] koji se u A tocaka
//sijeku s tekuéim (j-tim) CANDI[2];i =3, ..,t, — f
int ¢, [, counter
fori=3tot,—f
counter = 0
for I =1 to nrO fCandli]
if (FIX, U, CANDI2,j]) (Y (FIX; U, CANDI,[]) = A then
counter + +
C AN D2[i, counter] = CAN DJi, ]
nrO fCand2]i] = counter
end

3.1.5 Pseudokod algoritma Tact3

Sva prethodna razmatranja mogu se sada sazeti u pseudokod algoritma za
razvoj matrica takticke dekomporzicije, pri djelovanju automorfizma reda 3.
Osim parametara trazenog dizajna, ulazni parametri algoritma su matrica
takticke dekompozicije MT' D, brojevi fiksnih tocaka i blokova f i F', te ukupni
broj staza na tockama i na blokovima ¢, i ¢g. Slijedi opis ranije navedenih ma-
trica, koje sluze kao globalne varijable u algoritmu T'act3.

i) Matrica INC dimenzija je v X b i u nju ¢e se zapisati tekuéa dobivena
incidencijska matrica trazenog dizajna.

ii) Matrica ST AT E dimenzija je (t,— f) X (tp— F') 1 njeni su elementi skupovi.
Vrijednosti elemenata ove matrice definiraju se u potprogramima ImitSTATFE i
FiksirajSTATE. Potprogram InitSTATE je definiran relacijom 3.3 dok je pot-
program FiksirajSTATE odreden relacijama 3.4-3.5 kao i pseudokodom Fik-
sirajDodatnoSTATE. Nakon izvrSenja tih potprograma, ova se matrica vise ne
mijenja tijekom izvodenja programa; na osnovu njenih elemenata inicijalizira
se matrica CAND.

iii) Matrica CAND ima (t, — f) redaka i njeni su elementi uredene ({5 —
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F)—torke koje predstavljaju retke ekspandiranih koeficijenata (radi prakti¢nosti,
u zapisu se izostavljaju fiksni dijelovi). Spomenuto inicijaliziranje ove matrice
izvodi se u potprogramu InitCAND. U istom se potprogramu izvodi i filtriranje
elemenata u pojedinom retku s elementom C' AN DIJ1, 1]. Nakon toga, ova ma-
trica viSse ne mijenja vrijednosti svojih elemenata, ve¢ se iz nje odgovarajuci
elementi prepisuju u matricu CAN D2.

iv) Matrica CAND?2 ima elemente iste vrste kao i matrica CAND. U ovu
se matricu zapisuju retci ekspandiranih koeficijenata koji se u A toc¢aka sijeku
s tekuéim retkom ekspandiranih koeficijenata iz 2-og retka matrice CAN D (u
potprogramu Filtriraj). Jasno je da se i ovdje, radi prakticnosti, izostavljaju
fiksni dijelovi - buduéi da se retci ekspandiranih koeficijenata prepisuju iz ma-
trice CAND. Iscrpna pretraga se izvodi nad elementima matrice CAN D2, u
osnovnom dijelu algoritma T'act3.

Osnovna operacija reda 2 provodi se i radi filtriranja kandidata (u potprogramu
Filtriraj), koji su zapisani u matrici CAN D, i kod same iscrpne pretrage (u
osnovnom dijelu algoritma) odabranih kandidata koji su zapisani u matrici
CAND2. Slijedi pseudokod algoritma T'act3.

Algoritam Tact3(MTD,t,, f,tg, F,\)
global INC|[z,y], STATE[z,y], CAN D[z, y],nrO fCand[z],
CAND2[z,y|,nrO fCand2|x]
int i, §,1,7, i, jj
InitINC/()
[nitSTATE()
FiksirajSTATE()
InitCAND()
Ry = FIX, Uy (U,"®_ M;,M; € CANDI[1,1))
for j =1 to nrOfCand|2]
Filtriraj(j)
Ry = FIX, Uy (U,""Z) My, M; € CANDI2, 5])
while 3{(R3, R4, ..., Ryp—f) | RiY Ry =\, Vi,l, i #1}
INC[f+3(ii—1)+r,jj+ F|] = Rii[r, jjl;
i =1,2,ty— f, 1=1,2,3, jj=12 ...ty

end

37



3.2 Metoda konstrukcije dizajna s trivijalnom
grupom automorfizama

3.2.1 Dizajni s trivijalnom grupom automorfizama

Dizajni s trivijalnom grupom automorfizama tj. dizajni ¢iji je red grupe au-
tomorfizama |Aut(D)| = 1, strukture su bez ikakvih unutarnjih simetrija. Ne
postoji ni jedna permutacija redaka i stupaca incidencijske matrice takvog diza-
jna koja bi matricu, odnosno dizajn, preslikala u sebe samog (osim identitete).
Pretpostavlja se da je upravo ovakvih dizajna najvise (a rezultati dobiveni u
ovom radu u skladu su s tom hipotezom).

Kada je rije¢ o vrlo malim parametrima dizajna (v < 10, primjerice),
tada dizajne s trivijalnom grupom automorfizama treba potraziti medu nes-
imetricnim dizajnima. Naime, simetri¢ni 2-dizajni parametara tih veli¢ina
op¢enito su vrlo pravilni sto se odrazava u ve¢im redovima grupa automor-
fizama. U skladu s tim nacelnim pravilom su i rezultati analize koja je obuhvacala
12 2-dizajna s v < 10. Dizajni s parametrima (6,3,4), (6,3,6), (6,3,8),
(7,3,2), (8,4, 3) suneki od razmatranih slu¢ajeva (Slika 3.1). Najmanji parametri
za koje je u tom uzorku pronaden dizajn s |Aut(D)| =1 su (8,4,6) i (10, 3,2).
U oba slucaja postoje i dizajni s redom grupe automorfizama |Aut(D)| = 2.

0010111110001011011000001011
1101011110100000110100011100
1111100101011000011111000000
0001010000011010100111101111
0011000001100101011001111110
1000001011111101101100100001
1110101000000111100011010101
0100110111110110000010110010

Slika 3.1: Matrica incidencije nesimetri¢nog jednostavnog dizajna 2-(8,4,6) s
trivijalnom grupom automorfizama

3.2.2 Izostavljanje djelovanja grupe

Dizajne s trivijalnom grupom automorfizama iznimno je tesko konstruirati, o
c¢emu svjedoci mali broj dosad pronadenih struktura. Kod tih dizajna vrlo
je tesko naci neki dodatni uvjet na strukturu, buduéi da ne sadrze nikakvih
simetrija.
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U ovom radu uvodi se i razraduje ideja (M.O.Pavcevié¢) konstrukcije dizajna
s trivijalnom grupom automorfizama, na na¢in da se "zaboravi” na djelovanje
grupe. Naime, kako slijedi prema metodi takticke dekompozicije, pretpostavl-
janjem djelovanja automorfizma prim reda p, pri konstrukciji se dizajni ”sas-
tavljaju” kombiniranjem ciklickih matrica reda p. Na taj nacin ocekivano do-
biveni dizajni bit ¢e oni na koje pretpostavljeni automorfizam djeluje. Medutim,
poznata matrica takticke dekompozicije (dobivena pretpostavljanjem djelo-
vanja automorfizma) u ovom se radu koristi i na na¢in da se razvija u inci-
dencijsku matricu ne samo pomocu ciklickih matrica ve¢ i svih ostalih matrica
s odgovaraju¢im zbrojem jedinica u retcima i stupcima. Preciznije, prema
ovoj ideji, ekspandirani koeficijent p;; zamjenjuje se ne samo s ciklickim ma-
jedinog stupca/retka jednak p;;. Kako se sve konstrukecije u ovom radu izvode
na pretpostavci djelovanja automorfizma reda 3, to ¢e znaciti pretrazivanje
kombinacija ciklickih i anticiklickih matrica reda 3, umjesto samo ciklickih.
Takva metoda konstrukeije oc¢igledno poopcéuje prethodno opisani pristup (u
kojem se u obzir uzimaju samo kombinacije bilo ciklickih bilo anticiklickih
matrica): medu dobivenim dizajnima bit ée svi dizajni konstruirani na osnovi
samo ciklickih matrica.

U nastavku ¢e se dizajni konstruirani pomoc¢u samo ciklickih matrica oznacavati
kraticom ”C”, a dizajni konstruirani na osnovi ciklickih i anticiklickih oznakom
"CAC”.

Odmah je vidljivo da ¢e za dane parametre t-(v,k,\) prostor rjesenja
"CACQC” konstrukcija biti daleko veéi od prostora rjesenja kod ”C” konstrukcija
(a posljedi¢no i vrijeme potrebno za konstrukciju). Primjerice, kod dvorav-
nine (16,6, 2) nakon provedenog postupka fiksiranja veli¢ina prostora rjesenja
u slucaju 7C” je 19683 dok se u slucaju ”CAC” radi o 10077696 kombinacija.
Naredna Tablica 3.2 prikazuje veli¢inu prostora rjesenja za nekoliko "CAC”
konstrukcija, to¢nije za dizajne ¢ija je veli¢ina prostora rjesenja u ”C” slucaju
vidljiva u Tablici 3.1.

Da bi prethodno opisani algoritam T'act3 bio u moguénosti konstruirati i
trivijalne dizajne (i o¢ekivano ostale, ¢iji red grupe automorfizama nije visekratnik
broja 3), potrebno ga je izmijeniti u dva detalja. Kao prvo, elementi matrice
STATFE sada ¢e sadrzavati i anticiklicke matrice reda 3. Tocnije vrijedi

{0}, ako MTD[i+ f,j+ F]=0

S {11a12a13714715716}7 akO MTD[Z+f7]+F]:1
STATEW L= 1212,,20,2,,25, 2}, ako MTD[i+ £,j + F] =2~ 30

{31}, ako MTD[i+ f,j+ F]=3
Druga razlika u odnosu na algoritam za ”C” konstrukciju je u tome sto se
sada osnovna operacija reda 2 vise ne sastoji od samo 3 osnovne operacije reda
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Tablica 3.2: Usporedba veli¢ine prostora rjesenja kod CAC konstrukcija

Oznaka Dizajn Sve Maksimalno
matrice kombinacije fiksiranje
M16F4 2—(16,6,2) 2,8E+ 12 10077696
M31F7 2—(31,10,3) 3,7E+43 4,8E+ 32
M31F4 2—(31,10,3) 1,0E+49 3,7E+ 36
M31F1 2—(31,10,3) 2,9E+54 4,8E+ 39
M36F9 2-(36,15,6) 1,0E+63 6,3E+49
M36F0 2—(36,15,6) 1,1E+112 8 3FE + 66

1, ve¢ od njih 9, sto dodatno otezava konstrukciju. U nastavku se opisuju
konstrukcije potpuno klasificiranih dizajna i to za obje situacije: kad se koefi-
cijenti p;; zamjenjuju samo s ciklickim matricama i kad se kombiniraju ciklicke
i anticiklicke matrice reda 3.

3.2.3 Odabir pretpostavljenog automorfizma

Redom pretpostavljenog automorfizma, na osnovi ¢ijeg djelovanja nastaje takticka
dekompozicija, jednoznacno je odreden broj ciklickih matrica koje su kandidati
za tvorbu dizajna. Toc¢nije, ukoliko je takticka dekompozicija nastala djelovan-
jem automorfizma prim reda p, broj ciklickih matrica koje se pri konstrukeiji
pridruzuju koeficijentu p;; iznosi C'ik;; = (p’:j).

Medutim, ukoliko se zaboravlja na djelovanje grupe, u drugom koraku kon-
strukcije dizajna metodom takticke dekompozicije (kako je opisano u prethod-
nom poglavlju), tada je broj mogu¢ih matrica Svi;; za dani p;; znatno vedi.
Sljedeca tablica usporeduje broj matrica C'tk;; i Svi;; za dani koeficijent p;;
u slucaju djelovanja automorfizma reda p. U slucaju kada je p = 2, ne moze
se izbjec¢i da automorfizam reda 2 djeluje na trazenu strukturu, buduéi da su
sve adekvatne postojete matrice reda 2 ciklicke. Dakle, najmanji slucaj kada
se moze zaboraviti na djelovanje grupe je slucaj kada je p = 3. U tom su
slucaju, dakle, po 3 ciklicke i anticiklicke matrice za obje netrivijalne vrijed-
nosti koeficijenta p;;. Ve¢ za sljedec¢i prim broj 5, broj mogucnosti za pojedini
ekspandirani koeficijent u ”CAC” slucaju je znac¢ajno veci. Stoga, uzimajuci u
obzir racunalnu slozenost algoritma za dani p kao drugi kriterij, prirodan izbor
pretpostavljenog automorfizma u ovom radu - kojem je primarni cilj konstruk-
cija dizajna s trivijalnom grupom automorfizama, je automorfizam reda 3.
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Tablica 3.3: Usporedba broja matrica izmedu dva tipa konstrukcije

P | Pij O’”CU Sm'ij
211 2 2
3] 1 3 6
2 3 6
5| 1 ) 120
2 10 2040
3 10 2040
4 ) 120
711 7 2040
2 21 3110940
3 35 | 68938800
4 35 | 68938800
) 21 3110940
6 7 2040

3.3 Implementacija algoritma T'act3

Opisani algoritam T'act3 implementiran je pomoc¢u programskog jezika C. Rijec¢
je o konzolnom racunalnom programu. U nastavku se opisuju glavne struk-
ture podataka koje racunalni program T'act3 koristi - i koje su ekvivalentne
prethodno opisanim matricama koje se javljaju kao varijable u algoritmu T'act3.
Nakon toga opisuje se i analizira rad osnovnog dijela programa.

3.3.1 Strukture podataka

Matrica ST ATE implementirana je kao istoimeno 2-dimenzionalno polje ¢iji
su elementi strukture deklarirane na nacin

struct StateOfCoef{
int currPos;
int firstExpCoef;
int lastExpCoef;
}.
Dakle, umjesto pamcenja samih ekspandiranih koeficijenata, pamti se najvedi,
zatim najmanji indeks a varijabla currPos pamti trenutni indeks (kod generi-
ranja vektora koji su kandidati za tvorbu incidencijske matrice). Sljedeéi prim-
jer prikazuje vrijednosti elementa polja ST AT E na pocetku rada programa za
jednu konkretnu potencijalnu matricu takticke dekompozicije.
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Primjer 3.7 Sljedeéa shema prikazuje danu ulaznu datoteku (M16F4.txt) za
program Tact3.

2 16 6 2

—_
—_
—_
—
w
w
w
w

11 103000
11010300
10 1100360
01 110003
1 0 00111 2
01 001121
0 01012171
0 001 2111

Za danu ulaznu matricu, polje STATE ¢e na pocetku rada programa imati
vrijednosti kakve pokazuje sljedeca tablica.

111 111 111 777
111 131 797 131
111 797 131 131
777 131 131 131

U primjeru je vidljivo da su u prvom retku i prvom stupcu polja STATE (koje
je formirano od varijabilnog dijela matrice takticke dekompozicije) ekspandi-
rani koeficijenti ”fiksirani”, tj. samo je jedan mogudi koeficijent na tim pozi-
cijama. Moze se primijetiti da su ekspandirani koeficijenti u implementaciji
oznaceni brojevima 0,1,2,...,13 (0 <= 0y, 1< 1y,...,13 < 3;).

Matrica CAND je implementirana kao 2-dimenzionalno polje ¢iji su ele-
menti cijeli brojevi. Buduéi da se radi o 2-dimenzionalnom polju, vektori se
u retke zapisuju sljedno, Sto znaci da je za zapis pojedinog vektora duljine
f» — F potrebno isto toliko (f, — F') elemenata doti¢nog retka. Naredna shema
prikazuje opéi izgled polja CAND.

vektor( — — —
vektor(Q | vektorl | ... | vektor Ny — -
vektor( | vektorl | ... vektor Ny

vektor( | vektorl | ... vektor Ny, ;1 —
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Kako je ranije objasnjeno, prvi redak polja sadrzi samo jedan vektor (kombi-
naciju ekspandiranih koeficijenata), a preostali retci sadrze samo one vektore
koji se s prvim sijeku u A tocaka (govori se, dakako, o presjeku kad se pridoda i
fiksni dio). Jednodimenzionalno polje nrO fCand pamti broj vektora u pojedi-
nom retku polja CAN D. Zapisivanje vektora u ovo polje odvija se u proceduri
GenerateCandidates. Tom prilikom u retke od drugog nadalje spreme se samo
oni kandidati koji se s vektorom iz prvog retka sijeku u A tocaka. Bilo bi kon-
ceptualno jednostavnije matricu CAN D implementirati kao 3-dimenzionalno
polje, no takvo bi rjeSenje bilo sporije.

Ekvivalent polja C AN D2 u izvornom kodu programa je 2-dimenzionalno
polje SPACE. Kao §to slijedi iz procedure Filtriraj, u polje SPACE se
zapisuju oni vektori koji se s teku¢im vektorom iz drugog retka matrice CAN D
sijeku u A tocaka. Kako se u polju CAN D, gledajuéi od drugog retka nadalje,
nalaze vektori koji se s vektorom iz prvog retka tog polja sijeku u A tocaka, to
ujedno znaci da se tako dobiveni kandidati u polju SPACE sijeku u A tocaka
i s vektorom iz prvog retka polja CAND i s tekué¢im retkom iz drugog retka
polja CAND. Stoga se u prvi i drugi redak polja SPACFE niSta ne upisuje.
Ovaj postupak se provodi u proceduri Filterl. Vazno je napomenuti da se u
polje SPACE ne zapisuju sami vektori ve¢ njihovi indeksi (pozicije) u polju
CAND bududi da takvo rjeSenje ¢ini program brzim.

3.3.2 Rasc¢lamba rada programa

Sljededi izvorni tekst prikazuje esencijalni dio programa Tact3 (Slika 3.2).
Varijabla nrO f Layers predstavlja broj redaka u varijabilnom dijelu matrice
takticke dekompozicije (nrO f Layers = t, — f; analogno, vrijednost varijable
nrO fSegments jednaka je tp — F'). Jednodimenzionalno polje Solution pred-
stavlja trazenu incidencijsku matricu. Toc¢nije, u nekom koraku algoritma u
tom je polju zapisano z, x < (t, — f) vektora koji se medusobno sijeku u
A tocaka. Prvi element tog polja, Solution|0], predstavlja fiksirani vektor iz
prvog retka varijabilnog dijela matrice takticke dekompozicije, kandidati za
drugi element polja su vektori iz drugog retka polja C AN D, kandidati za treci
element su vektori iz treceg retka polja SPACE, kandidati za cetvrtu poziciju
su vektori iz ¢etvrtog retka polja SPACE itd. Kada je x = (t, — f) incidenci-
jska matrica je pronadena. Vektori u polju Solution nisu zapisani izravno veé
se pamte indeksi (pozicije) vektora u polju SPACE.

Algoritam, dakle, sastavlja incidencijsku matricu tako da u sljede¢em retku
polja SPACE, currLayer, trazi vektor (sljede¢i po redu u retku
SPACE]|currLayer]) koji se u A tocaka sijec¢e s prethodno odabranima (¢ije
su porzicije zapisane u polju Solution). Ta se operacija odvija u funkciji
NextOkVector. Ukoliko je u nekom koraku algoritma u polju Solution za-
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pisano cur Layer vektora, funkcija NextOkV ector trazi sljede¢i ”dobar” vektor
pocevsi od pozicije
Solution|[curr Layer] + 1

u retku SPACE|currLayer]. Vektor je odgovarajuéi ukoliko se u A tocaka
sijece s trenutno odabranim vektorima (s tim da nije potrebno provjeravati za
vektore zapisane u Solution|0] i Solution[2] bududi da se svaki vektor u polju
SPACE s njima sijece u X tocaka). Ukoliko je vektor naden nova se pozicija
zapisuje u Solution|curr Layer] i vraca se vrijednost ”"true”, inace se zapisuje
vrijednost —1 i vraca vrijednost ”false”.

Ukoliko funkcija NextOkVector vrati vrijednost "true”, sto je znak da je
pronaden sljede¢i odgovarajuéi vektor u retku curr Layer, tekuéi redak postaje
sljedeci redak; inace se vrijednost currLayer umanjuje za 1. Vrijednost vari-
jable curr Layer varira od one koja predstavlja startni, treci, redak do one koja
predstavlja zadnji redak polja SPACE. Na pocetku rada programa vrijednost
varijable curr Layer jednaka je broju 3. Kada se u tre¢em retku polja SPACFE
pronade odgovarajuéi vektor, u sljedecem koraku trazi se odgovarajuci vektor
u 4-om retku polja SPACE, itd. Kada se dosegne zadnji redak, dizajn je
pronaden. Kada se, naposljetku, u tre¢cem retku vise ne nade odgovarajuci
vektor iscrpna pretraga je zavrSena.

Vremenski najzahtjevnija operacija u programu T'act3 je racunanje presjeka
dvaju vektora (osnovna operacija reda 1). Da bi Tact3 mogao omoguéiti i
konstrukciju kod koje se dopustaju samo ciklicke podmatrice i konstrukciju
kod koje se dopustaju ciklicke i anticiklicke podmatrice, potrebno je racunati
svih 9 presjeka. Kako je ranije opisano, presjek dvaju vektora jednak je zbroju
presjeka parova njihovih elemenata. Obzirom da postoji 14 takvih razlicitih
parova, prirodno bi bilo njihove presjeke pamtiti u 3-dimenzionalnom polju,
dimenzija 14 x 14 x 9. U takvom polju Cube redak Cube|z][y] je 9-orka koja
predstavlja presjek parova vektora z i y, gdje z,y € {0,1,...,13}. No, buduéi
da se pokazalo da je pristup elementima 2-dimenzionalnog polja brzi nego
onima 3-dimenzinalnog polja, u ovu se svrhu koristi 9 dvodimenzionalnih polja.
Osim u funkciji NextOkVector, operacija racunanja presjeka izvodi se i u
proceduri Filterl. Ta procedura filtrira vektore iz polja CAND (od 3-eg
retka nadalje) s tekuéim vektorom iz retka CAND[1] te ih zapisuje u polje
SPACE.

Program Tact3 u svom radu koristi jednu inicijalizacijsku datoteku u ko-
joj se nalaze ciklicke i anticiklicke matrice reda 3 (elemMat.txt) te jednu
ulaznu datoteku u kojoj se nalaze parametri trazenog dizajna kao i njegove
potencijalne matrice takticke dekompozicije. Izlazni rezultat rada programa
jesu datoteke imena TactResultl.txt, TactResult2.tzt,... u kojima su, re-
dom, pohranjene incidencijske matrice dobivene iz prve potencijalne matrice
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void AlgorithmTact3()
int currLayer, startLayer, lastLayer, i, j;
bool success;

...iz izvornog teksta izostavljene su inicijlizacije i postupak filtriranja

startLayer=3;
last Layer=nrOfLayers-1;

//za svaki vektor iz drugog retka polja CAND
for (i=0; i<nrOfCand[1]; i++)
Solution|[1]=i;
Filterl(i);
//za svaki vektor iz tre¢eg retka polja SPACE
for (j=0; j<nrOfCand1|2]; j4++)
Solution[2]=j;
currLayer=3;

//iscrpna pretraga
while (currLayer>=startLayer)
if (currLayer==lastLayer)
success=NextOk Vector(currLayer);
while (success)
nrOfSolution++;
WriteSolution();
success=NextOkVector(currLayer);
currLayer——;

while ((currLayer>=startLayer) && (currLayer<lastLayer))
success=NextOkVector(currLayer);
if (success) currLayer++; else currLayer——;

Slika 3.2: Izvorni tekst algoritma Tact3 u programskom jeziku C
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takticke dekompozicije, druge potencijalne matrice takticke dekompozicije, itd.

Iz prakti¢nih razloga (Stednje prostora u trajnoj memoriji racunala, lakseg
prenoSenja na druga rac¢unala) incidencijske matrice zapisane su pomoc¢u ekspandi-
ranih koeficijenata. To je ilustrirano sljede¢im primjerom.

Primjer 3.8 Neka je ulazna matrica takticke dekompozicije za Tact3 ona iz
Primjera 3.7. U "CAC” slucaju, Tact3 cée konstruirati 7 incidencijskih ma-
trica te ce izlazna datoteka Tact Resultl.txt izgledati kao Sto prikazuje naredna
shema.

1117
1183
1 81 3
1 3 3 2
1117
1183
1 8 21
7313
1117
1 3 8 2
1 81 3
72 31

Primgjer 3.5 takoder razmatra konstrukciju dvoravnine na osnovu ove iste ma-
trice takticke dekompozicije. Napomenimo da je ova reprezentacija rjesenja
ekvivalentna reprezentaciji koju prikazuje shema u Primjeru 3.5.

Za transformaciju ovako reprezentiranih incidencijskih matrica u binarne ma-
trice dimenzija v x b razvijen je racunalni program ExpCoef2Des.

3.4 Konstrukcije 2-dizajna s malim parametrima

Kako je dosad objasnjeno, dvije glavne etape pri konstrukciji dizajna metodom
takticke dekompozicije jesu konstrukcije potencijalnih matrica takticke dekom-
pozicije te razvoj tih matrica u incidencijske matrice dizajna. Medutim, nakon
konstruiranja incidencijskih matrica, potrebno je jos tim dobivenim struktu-
rama ispitati izomorfnost. Zbog tog postupka, gledajuéi s aspekta vremenske
zahtjevnosti, u ovom se radu izdvajaju tri vremenski najzahtjevnije etape pri
konstrukeiji i daljnjem baratanju s incidencijskim matricama:
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i) konstrukcija matrica takticke dekompozicije,
i) indeksiranje tih matrica te
i11) izoliranje neizomorfnih matrica iz skupa dobivenih incidencijskih matrica.

Dok su prva i druga etapa teorijski objasnjene u dosadasnjem dijelu rada, u
nastavku se opisuje prakticno ostvarenje svih triju koraka.

Najprije se pomoc¢u racunalnog programa Orbmat konstruiraju matrice
takticke dekompozicije, za dane parametre ¢-(v, k, A) dizajna. Osim param-
etara dizajna, ulazni podaci za Orbmat su broj staza na tockama t,, broj
staza na blokovima tg, te dio fiksne strukture - fiksni retci. Primjerice, shema

2 16 6 2

6 6

1 3 33 3 3
1 3 33 3 3

0 3 3000

predstavlja jednu (OM16F1.tzt, Prilog A), od ukupno dvije datoteke s ulaznim
podacima za dvoravninu (16, 6,2). U ovom radu fiksne strukture trazile su se
rucno. Potrebno je odrediti sve razlicite fiksne strukture (tocnije, samo dio
kojeg ¢ine retci). Osnovni kriterij pri sastavljanju fiksnih redaka je da se
svaka dva retka (vektora) sijeku u A tocaka. Za svaku razlicitu f-torku fiksnih
redaka potrebno je posebno pokrenuti program. Tako, za navedenu dvoravninu
potrebno je pokrenuti orbmat OMI16F1.txt te zatim orbmat OMI16F4.txt.
(Iz prakti¢nih razloga, u ovom je radu razvijena inacica Orbmat2, koja omoguéuje
spremanje rezultantnih matrica u datoteku ResultMT D.txt.) Za ulaznu da-
toteku filename.txt program Orbmat2 se pokreée na nacin

orbmat2 filename.txt.

Konstruirane matrice takticke dekompozicije ulazni su podaci za rac¢unalni
program T'act3, koji postupkom njihovog indeksiranja konstruira incidencijske
matrice dizajna s parametrima ¢-(v,k, A). Primjerice, iz prethodno opisane
ulazne datoteke (za konstrukciju matrica takticke dekompozicije dvoravnine
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sa 16 tocaka) dobivaju se dvije matrice takticke dekompozicije. Shema

2 16 6 2

— =
w W
w W
w W
w W
w W

0 3 3000
1 2 0111
1 0 2111
0 1 12220
0 1 120 2
0 1 10 2 2
0 3 3000
1 1 1210
1 1 101 2
0 2 0121
0 1 120 2
0 0 21 21

prikazuje te matrice u ulaznoj datoteci (M 16F'1.tzt, Prilog A) za Tact3. Pro-
gram T'act3 pokrecée se, u ovom slucaju na nacin:

tact3 0 M16F1.txt

za 7 C” konstrukciju te
tactd3 1 M16F'1.txt

za "CAC” konstrukcije.

Druga etapa konstruiranja dizajna (indeksiranje) zavrsava izvodenjem pro-
grama ExzpCoef2Des, koji incidencijske matrice zapisane pomoc¢u ekspandi-
ranih koeficijenata prevodi u standardni zapis (kako je opisano u prethodnom
poglavlju). Radi dodatne provjere, svi rezultati programa ExpCoef2Des prov-
jereni su pomo¢nim programom Check BI BD. Racunalni program CheckBIBD
provjerava da li su sve matrice u ulaznoj datoteci filename.txt incidenci-
jske matrice dizajna s parametrima 2-(v, k, \). Program se iz komandne linije
pokreée naredbom

checkbibd v k X filename.txt.
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Ukoliko se pak radi o 3-dizajnu, za provjeru se koristi program Check3Des,
koji se pokrec¢e na nacin

check3des v b k A filename.txt.

Kada Tact3 zavrsi s konstruiranjem incidencijskih matrica, dobiveni se
skup matrica filtrira programom Incfilter ([16][24]) s ciljem izoliranja svih
medusobno neizomorfnih matrica. Incidencijske matrice koje se filtriraju tre-
baju biti spremljene u datoteku pod imenom inc.txt a neizomorfne medu
njima se spreme u datoteku inc. fil. Tako je istim programom mogucée odred-
iti i redove grupa automorfizama, za tu je svrhu razvijena inacica Incfilter2,
koja omogucuje spremanje redova grupa u datoteku aut.txt, Sto je korisno u
slucajevima velikog broja ulaznih matrica (redoviti slu¢éaj kod otvorenih pi-
tanja). Program Incfilter2 pokrece se na nacin

mcfilter2 — c,

za ispitivanje izomorfnosti matrica u ulaznoj datoteci inc.txt dok parametar
”-a” omogucuje odredivanje redova grupa ulaznih matrica.

Razvijena je i pomoc¢na aplikacija C'ountAut, koja utvrduje frekvencije po-
jedinog reda grupe automorfizama navedenog u datoteci aut.txt. Za potrebe
spajanja datoteka u kojima se nalaze incidencijske matrice parcijalnih pre-
traga u jednu datoteku - Sto je potrebno radi odredivanja kona¢nog broja
neizomorfnih dizajna, razvijena je pomoc¢na aplikacija MergeF'iles. Naime,
kod otvorenih pitanja, te su datoteke u pravilu toliko velike da njima nije
moguce baratati pomoc¢u poznatih i rasirenih programa za obradu teksta. Vise
o pomoc¢nim programima moze se procitati u 7-om poglavlju rada.

Naredna shema predstavlja rezime prethodnog opisa triju glavnih etapa
konstrukcije dizajna metodom takticke dekompozicije, na primjeru ulazne da-
toteke OM16F1.txt.

orbmat2 OM16F1.tat — tact3 0 ResultMTD.tat — incfilter —c
Result MTD.txt TactResultl.txt inc. fil
TactResult2.txt

ExzpCoef2Des Result MTD.txtl12
inc.txt

U nastavku se opisuju konstrukcije dizajna s parametrima 2-(7,3,1), 2-
(9,3,1), 2-(16,6,2) i 3-(8,4,1). Neke od tih konstrukcija ("C” slucaj) prove-
dene su i rucno, bududi da se radi o najveé¢im parametrima, u pojedinoj klasi
dizajna, za koje je to jos uvijek moguce.
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3.4.1 Konstrukcija kona¢ne projektivne ravnine reda 2

Djelovanje automorfizma reda 3 na najmanju projektivnu ravninu, ¢iji su
parametri (7,3,1), daje jednu matricu takticke dekompozicije, M7F1. Kao
Sto Primjer 2.6 pokazuje, taj automorfizam kod ovog dizajna ima tri staze na
skupu tocaka te na skupu blokova, pri ¢emu su jedna tocka i jedan blok fiksni.

M7F1 =

O = O

3
1
1

N —| O

Za ovu matricu takticke dekompozicije indeksiranje je moguée provesti i rucno,
posebice ukoliko se primijene prethodno opisana fiksiranja. Tada samo na
jednoj poziciji, M7F1[3][3], ekspandirani koeficijenti nisu fiksirani. Stoga u
slucaju ”C” postoje 3 razli¢ite matrice koje su kandidati za incidencijsku ma-
tricu, a u slucaju "CAC” 6 je razlicitih kombinacija ekspandiranih koeficije-
nata. U oba slucaja dobiva se samo jedna incidencijska matrica, i kako je
poznato, njezin red grupe automorfizama iznosi 168. Ti rezultati prikazani su
i sljedecom Tablicom 3.4.

Tablica 3.4: Rezultati konstrukeije za 2-(7,3,1)

MTD Konstrukcija numincmat numdes |Aut(D)|
MT7F1 C 1 1 168
CAC 1 1 168

3.4.2 Konstrukcija kona¢éne afine ravnine reda 3

Za nesimetri¢éni dizajn 2-(9, 3, 1) postoje dvije matrice takticke dekompozicije
kod djelovanja automorfizma reda 3. Jedna od njih, M9F0, nema fiksnih
tocaka ni blokova dok druga, M9FO0F3, nema fiksnih tocaka a 3 su bloka
stalna.

0[1 1 1
MIF0 = 0[1 1 1
1/1 11

(el

11
10
1 2

= N O

1
MIY9FOF3 = | 0
0

O = O

Takoder i za ovaj dizajn, jos uvijek bi bilo moguce ru¢no provesti indeksir-
anje. Primjerice, kod M9F0 u slucaju ”C”, vrijedi sljedece razmatranje. Za
prvi (fiksirani) redak ekspandiranih koeficijenata vrijedi R;[1] = [21, 11, 11, 04].
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Nakon fiksiranja prvog stupca, u drugom retku ostanu sljedeca tri ekspandi-
rana koeficijenta:

R2[1] - [11711701721]7
R2[2] = [117 12701721]7
R2[3] = [117 13701721];

od kojih se jedino Ry[2] u A = 1 tocaka sjece s Ry[1]. U treem retku 9 je
kandidata za tvorbu incidencijske matrice:

R3[1] = [04,11,2y,14],
R3[2] = [0, 11,21, 19],
R3[9] = [01711721711]~

U slucaju kad prostor rjesenja ¢ine samo ciklicke matrice reda 3, kao i u sluc¢aju
kad se ciklicke matrice kombiniraju s anticiklickima, dobivaju se dvije ma-
trice takticke dekompozicije. Sukladno poznatom rezultatu, do na izomor-
fizam dobiva se jedna incidencijska matrica ¢iji je red grupe automorfizama
432. Naredna Tablica 3.5 prikazuje rezultate algoritma T'act3 kod konstruk-

cije ovog dizajna.

Tablica 3.5: Rezultati konstrukcije afine ravnine s 9 tocaka

MTD Konstrukcija numincmat numdes |Aut(D)]

MIFO C 1 1 432
CAC 1 1 432

MIFOF3 C 2 1 432
CAC 2 1 432

3.4.3 Konstrukcija dvoravnine reda 4

Djelovanjem automorfizma reda 3 na dvoravninu sa 16 tocaka, dobivaju se
tri matrice takticke dekompozicije. Kako je ve¢ spomenuto prilikom opisa
upotrebe koristenih racunalnih programa, jedna od tih matrica ima 4 fiksne
tocke te 4 fiksna bloka (M16F4), dok dvije matrice imaju po jednu fiksnu
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tocku i blok (M16F1y, M16F'15). Matrica M16F4 vidljiva je u Primjeru 3.1,
dok su druge dvije matrice definirane kako slijedi.

0/3 3000 0/3 3000
1120111 1/1 1210
110 2 111 111101 2
MIGEL =\ g1y 1 9 9 o | MIOFla=1 419 (1 9 4
0/1 1 20 2 0/1 120 2
01 10 2 2| [ 0(0 21 2 1

Nakon sto su konstruirane matrice takticke dekompozicije, provedeno je
njihovo indeksiranje (u Primjeru 3.5 prikazan je postupak indeksiranja za 4
fiksne tocke). U zadnjoj fazi konstrukcije filtrirane su dobivene incidencijske
matrice, kako bi se izolirale samo one neizomorfne medu njima.

Postoje ukupno 3 dvoravnine s parametrima (16, 6, 2), i njihovi redovi grupa
automorfizama jesu 384, 768, 11520. I u sluc¢aju konstrukcije sa samo ciklickim
matricama i u slucaju kombiniranja ciklickih i anticiklickih matrica, dobivaju
se sve tri postoje¢e dvoravnine reda 4. Glavna razlika izmedu ”"C” i 7CAC”
konstrukcije je u tome sto matrica M16F'4 u”C” slucaju daje dvije dvoravnine
(|Aut(D)| € {384,11520}), dok se u "CAC” slucaju dobivaju sve tri postojece
dvoravnine. Sumarne rezultate konstrukcije prikazuju Tablice 3.6 i 3.7.

Tablica 3.6: Rezultati konstrukcije za 2-(16,6,2) C

MTD numincmat numdes |Aut(D)]

M16F4 1 7 2 384,11520
M16F1 1 6 1 11520
2 2 1 768
svi C 3 384,768,11520

3.5 Implementacija algoritma za konstrukciju
3-dizajna

Osnovni dio algoritma Tact3, prikazan na Slici 3.2, moze sluziti ne samo za
2-dizajne ve¢ za bilo koju drugu vrijednost t. Jedino je pri tome vazno da
ulazna matrica takticke dekompozicije ima minimalno potrebni broj redaka
u nefiksnom dijelu, za doticni £. No, u nekim je drugim dijelovima program
potrebno prilagoditi danom t.
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Za slucaj t = 3, osnovna operacija reda 2 sastoji se od presjeka triju redaka
ekspandiranih koeficijenata. Stoga je za zapis presjeka dane trojke ekspandi-
ranih koeficijenata u tom sluc¢aju potreban vektor duljine

g-n

odnosno u slucaju kad se radi o presjeku podmatrice dimenzije 1 x 3 i dvaju
ekspandiranih koeficijenata, potreban je vektor duljine (;) = 35.

Daljnje razlike u odnosu na verziju programa Tact3 namijenjenu za 2-
dizajne postoje kod procedura GenerateCandidates, Filterli NextOkVector.
U proceduri GenerateCandidates se na osnovu matrice takticke dekompozi-
cije zapisuju vektori (¢iji su elementi ekspandirani koeficijenti) u polje CAN D.
Kod 3-dizajna, u prvi redak polja CAN D zapisuje se jedan (”fiksirani”) vek-
tor, jednako kao i kod 2-dizajna. Nadalje, u pojedini redak polja CAND
zapisuju se samo oni od mogucih vektora, koji zajedno sa svakim vektorom iz
fiksnog dijela matrice takticke dekompozicije te vektorom iz prvog retka ma-
trice CAND tvore odgovaraju¢u trojku vektora ekspandiranih koeficijenata
(¢ijih se svih 35 kombinacija vektora sijece u A tocaka).

U algoritmu T'act3 procedura F'ilterl (3.3) izvodi se onoliko puta koliko je
vektora u drugom retku polja CAN D. U slucaju t = 3 zadatak ove procedure
je prepisati vektore iz polja CAND (pocevsi od treéeg retka) u polje SPACE
na sljede¢i nacin: iz pojedinog retka polja CAND prepisuju se u istovjetni
redak polja SPACE oni vektori koji zajedno s vektorom iz prvog retka te
tekuc¢im vektorom iz drugog retka polja C AN D tvore ”dobru” trojku vektora.

Opcenito se moze re¢i da se u polje Solution, koje je onolike duljine koliki
je broj tocaka trazenog dizajna (v), zapisuje struktura vektora sa svojstvom da
se svakih t vektora sijece u A tocaka. Funkcija NextOkVector ima za zadatak
pronaci u retku 7, i = 3, ..., v, polja SPACFE vektor koji zajedno s vektorima
zapisanim u polju Solution tvori odgovarajucu strukturu. U slucaju 3-dizajna,
to znaci da funkcija NextOkVector trazi vektor na nacin da se isti sijece u A

Tablica 3.7: Rezultati konstrukeije za 2-(16,6,2) CAC

MTD numinemat numdes |Aut(D)|

M16F4 1 22 3 384,768,11520
MI16F1 1 12 1 11520
2 2 1 768
svi CAC 3 384,768,11520
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tocaka zajedno sa svakim parom vektora iz polja Solution.

Primjer 3.9 Automorfizam reda 3 tvori jednu matricu takticke dekompozicije,
Mo, na dizajnu 3-(8,4,1), i isti fiksira dvije tocke i dva bloka.

1 0/3 300
01/3 030
Muz = |\ 971717 2 32
0 1/1 2 1 2

Za presjek drugog retka fiksne strukture, prvog retka varijabilnog dijela i
vektora [1837] drugog retka varijabilnog dijela vrijedi:

Mia[2] N Mygo[3] Y [01]1837) =

00000000000011110000000000000000001
00100001000100000000000000000000000
00000000000000000000000010000101000
11011110111000000010100001000000000
[00000000000000001101011100111010110] =
[11111111111111111111111111111111111]

[ ]+
[ |+
[ |+
[ |+

3.6 Konstrukcije t-dizajna s malim parametrima

3.6.1 Konstrukcija Hadamardovog 3-dizajna reda 9

Drugi po redu u seriji Hadamardovih 3-dizajna je dizajn s parametrima 3-
(12,6,2), koji ima 22 bloka i kod kojeg je svaka tocka incidentna s 11 blokova.
Svaka se trojka redaka incidencijske matrice tog dizajna sijece u dvije tocke.
U svrhu konstruiranja ovog dizajna, najprije su pomoc¢u rac¢unalnog programa
Orbmat konstruirane potencijalne matrice takticke dekompozicije. Tim su
testovima dobivene sljedece dvije matrice.

1100/222111
1010/111222
MHSFpOFbA =1 1 g 1|1 | 1 2 9 9
001 1/22211 1
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void Filterl(int currVector)
int 1,j,1, 1l,counter;
bool vectOK;

for (i=2; i<nrOfLayers; i++)
counter=0;
for (j=0; j<nrOfCand[i]; j++)
vectOK=true;

for (1=0; 1<84; 14-+) scor[l]=0;
for (11=0; ll<nrOfSegments; ll++)
for (1=0; 1<84; 1++)
scor([l]=scor[l]4+ Cube3[ State[0][ll].currPos |
[ Cand[1][Solution[1]*nrOfSegments+11] |
[ Cand[i][ j*nrOfSegments+l1 | ][1];
FixInterVVVCalc(0,1,i);
for (1=0; 1<84; 14++) scor|l]=scor[l]+FixInter VVV]l];

for (1=0; 1<84;14++)
if (scor[l]!=lam) vectOK=false;

if (vectOK)
Spacel[i][counter]=j;
counter+-;

nrOfCand1[i]=counter;

Slika 3.3: Izvorni tekst funkcije koja zapisuje kandidate u polje SPACE, kod
konstrukcije 3-dizajna
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1100/333000
1100[/300323°0
1100/0303°¢03

MHSFp3FWM = \=—3——3777 3 1 2 2
0101/112122

(001 1/221 21 1]

Indeksiranje ovih matrica pomoc¢u programa Tact3 pokazalo je da auto-
morfizam reda 3 na dizajn 3-(12,6,2) djeluje te pritom fiksira 3 tocke i 4
bloka. Naime, razvoj prve navedene potencijalne matrice takticke dekom-
pozicije nije rezultirao incidencijskom matricom dizajna dok je druga matrica,
M H3Fp3Fb4, rezultirala dvjema incidencijskim matricama.

Kod te ulazne matrice, za slucaj "C”, 12 je vektora u drugom retku varija-
bilnog dijela koji zajedno s prvim vektorom iz fiksnog dijela i prvim vektorom
iz varijabilnog dijela tvore odgovarajucu trojku. Jednako je toliko vektora za
drugi te za treéi vektor iz fiksnog dijela matrice M H3Fp3Fb4. Presjek tih
triju skupova vektora je dvoclani skup sastavljen od vektora

[129378]

[129397]

koji ¢e se stoga zapisati u drugi redak polja CAND. Za treé¢i redak ove ulazne
matrice takoder je jednak broj (4) odgovarajué¢ih vektora za pojedini od tri
vektora iz fiksnog dijela. Presjek ta tri skupa su vektori

[781912]

(781932

koji ¢e, dakle, biti zapisani u treéi redak polja CAND. Od ¢etiri moguce
kombinacije, sljede¢e dvije tvore incidencijsku matricu.

129387 138297
793812 781932

Tocno se ove dvije incidencijske matrice dobivaju i u slucaju kada se koriste
samo ciklicke matrice ("C”) i u slucaju kada se koriste ciklicke i anticiklicke
("CAC”). Racunalnim programom Incfilter ustanovljeno je da su te dvije
rezultantne matrice izomorfne. Red grupe dobivenog dizajna 3-(12,6,2) je
7920. Konacne rezultate dobivene pomoc¢u racunalnih programa Orbmat,
Tact3 i Incfilter prikazuje Tablica 3.8 (razultati su isti za "C” i "CAC”
slucaj).
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Tablica 3.8: Rezultati konstrukeije za 3-(12, 6, 2)

MTD numincmat numdes |Aut(D)|
MH3FpOFb4d 1 2 1 7920
MH3Pp3Fb4 1 2 1 7920

3.6.2 Konstrukcija Hadamardovog 3-dizajna reda 12

Hadamardov 3-dizajn reda 12 je dizajn s parametrima 3-(16, 8, 3). Ovaj dizajn
tvori 16 tocaka i 30 blokova, pri ¢emu je svaka tocka incidentna s 15 blokova.
Svaka se trojka redaka incidencijske matrice sijece u tri tocke. Veé iz tih
podataka se vidi da je rije¢ o vrlo pravilnoj strukturi, a dobiveni rezultati
pokazuju i veliki broj unutarnjih simetrija ovog dizajna.

Pomoc¢u racunalnog programa Orbmat dobiveno je ukupno 5 potencijal-
nih matrica takticke dekompozicije. Kod dvije od njih, automorfizam reda 3
pretpostavljeno djeluje tako da fiksira jednu tocku, a na preostale tri tako da
fiksira 4 tocke i 6 blokova. Slijedi po jedna matrica iz svakog od ta dva tipa
matrica.

3333300000
3111122220
131112220 2
MHAFpIFO =1 1 3 1 | 5 9 ¢ 2 9
1113120222
1111302222
111 000[/333300°00]
100110/330033@00
01 01071/30303¢030
0010113003033 0
MHAFpAFYS = \=——— 01 1 1 1 2 2 2 2
100110/11221122
010101/1 21212132
00101 1/1 221211 2]

Pojedina od matrica s jednom fiksnom tockom daje 6 incidencijskih matrica
u slucaju ”C” te 12 matrica u slucaju ”CAC”. U oba slucaja dobivaju se dva
dizajna, od kojih je jedan s velikim redom grupe automorfizama, 322560. Tri
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Tablica 3.9: Rezultati konstrukcije za 3-(16,8,3) C

MTD numincmat niso |Aut(D)|
MHAFp1IFb0 1 6 1 322560
2 6 1 9216
MHAFpAFb6 1 7 2 322560, 1536
2 7 2 9216,2688
3 7 2 9216, 2688
svi C 33 5 322560, 1536, 9216, 2688, 2688

Tablica 3.10: Rezultati konstrukeije za 3-(16, 8,3) CAC

MTD numincmat niso |Aut(D)]
MHAFp1IFb0 1 12 1 322560
2 12 1 9216
MHAFp4Fb6 1 22 3 322560, 1536, 9216
2 22 4 9216, 2688, 1536, 2688
3 22 4 9216, 2688, 1536, 2688
svi CAC 90 5 322560, 1536, 9216, 2688, 2688

matrice takticke dekompozicije s tri fiksne tocke i 6 fiksnih blokova razvojem
daju po 7 incidencijskih matrica u ”7C” sluc¢aju te 22 incidencijske matrice u
"CAC” slucaju. U oba sluc¢aja dobiva se 5 neizomorfnih dizajna, ¢iji su redovi
grupa 1536, 2688, 9216, 322560. Ovi su rezultati prikazani u Tablicama 3.9 i

3.10.

Slijedi incidencijska matrica dizajna s najveé¢im redom grupe automor-

fizama, 322560, medu konstruiranim dizajnima (Slika 3.4).
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111000111111111111000000000000
100110111111000000111111000000
010101111000111000111000111000
001011111000000111000111111000
111000100100100100110110110110
111000010010010010011011011011
111000001001001001101101101101
100110100100011011001001110110
100110010010101101100100011011
100110001001110110010010101101
010101100011100011001110001110
010101010101010101100011100011
010101001110001110010101010101
001011100011011100110001001110
001011010101101010011100100011
001011001110110001101010010101

Slika 3.4: Dizajn 3-(16,8,3) s 322560 automorfizama
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Poglavlje 4

Racunalne konstrukcije
simetricnih dizajna

Simetricni dizajni su od posebnog interesa u teoriji dizajna zbog svoje vi-
soke pravilnosti i povezanosti s drugim strukturama. Osim dvoravnine s 56
tocaka (koja je klasificirana u radu [14]), takav dizajn najveéih parametara
¢iji su svi pojedini primjerci poznati je onaj s parametrima (31,10,3). Pot-
puna klasifikacija za ove parametre provedena je 90-ih godina 20-og stoljeca,
kada se ovaj dizajn intenzivno istrazivao. Prva sljedeca otvorena pitanja klasi-
fikacije su ona za dizajne s parametrima 2-(36,15,6) i 2-(41,16,6). Dizajn
s parametrima 2-(36, 15,6) od dodatnog je interesa i zbog svoje bogate veze
s drugim kombinatorickim strukturama. Iako je viSe radova posveceno ovom
dizajnu ([5],[4],[8],[2]), medu kojima su i neke parcijalne klasifikacije, pitanje
potpune klasifikacije za ove parametre i dalje je otvoreno. Zbog svih navedenih
¢injenica, upravo su dizajnima 2-(36, 15,6) i 2-(41, 16, 6) posveceni posebni is-
trazivacki napori u ovome radu.

Za sve tri trojke parametara provedena je klasifikacija uz uvjet djelovanja
automorfizma reda 3. Jednako tako, za sva tri dizajna radena je konstrukcija
koja izostavlja djelovanje grupa ("CAC” slu¢aj). Dobiveno je mnostvo novih
dizajna redova 9 i 10, medu kojima je mnogo onih s trivijalnom grupom auto-
morfizama. Najvecu raznovrsnost unutarnjih simetrija medu ova tri simetri¢na
dizajna pokazuje (36, 15,6), za kojeg se javlja preko trideset razli¢itih redova
grupa (medu ovdje konstruiranim strukturama). Svi ti rezultati sazeti su u
dva teorema i dvije propozicije.

Za razliku od nesimetricnih dizajna, gdje je ispitivanje izomorfnosti bila
glavna teskoca, ovdje je daleko najvise vremena bilo potrebno za indeksiranje.
U tom smislu, po zahtjevnosti se izdvajaju dva testa: indeksiranje dviju vi-
sokosimetri¢nih matrica takticke dekomozicije kod 2-(36,16,5) i indeksiranje
za 2-(41,16,6) "CAC” u slucaju matrica s 5 fiksnih redaka i stupaca. Kako
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bi se algoritam za razvoj matrica takticke dekompozcije ucinio jos efiksnijim,
povecéan je broj vektora u filteru uoci iscrpne pretrage (razvijena je inacica
programa T'act3, Tact3 filt2). U slucaju spomenutog indeksiranja kod param-
etara (41,16,6) koristeno je preko 20 rac¢unala kako bi postupak zavrsio u
prihvatljivom vremenu (nekoliko mjeseci).

4.1 Konstrukcija simetri¢nog dizajna (31, 10, 3)

Kombinatoricki dizajn s parametrima 2-(31, 10, 3) je simetri¢ni dizajn sa, dakle,
31-om tockom te jednako toliko blokova. Incidencijska matrica ovog dizajna je
kvadratna binarna matrica reda 31, koja u svakom retku te u svakom stupcu
ima 10 jedinica, a svaka se dva retka sijeku u 3 tocke. Konstrukcija svih netriv-
jjalnih dizajna ovih parametara napravljena je u radu [28], dok je potpuna
klasifikacija provedena radom [27].

U ovom radu, u prvoj fazi konstrukcije pokazalo se da automorfizam reda
3 pri djelovanju na ovaj dizajn djeluje sa F' € {1,4,7} fiksnih tocaka odnosno
blokova. U konstrukcijski najpovoljnijem slucaju, kada je 7 fiksnih tocaka,
retci fiksnog dijela matrice takticke dekompozicije mogu se zadati na nacin

10000O0O0}3 3300000
01 000O0O030033¢0¢00
0010O0O0O0O30O0O0O03320
00010O0O00303¢03¢00,
00001O0O0(03003¢032¢0
000O0O0OT1TO00O0330¢030¢0
0000O0OO0OT1{003033200

sto je jedina kombinacija, bez smanjenja opcenitosti, koja udovoljava uvjetu
da se svaka dva retka sijeku u 3 tocke. U slucaju 4 fiksne tocke, dvije su
mogucnosti za fiksne retke potencijalnih matrica takticke dekompozicije:

1000333000000
0100(30033¢0¢0¢O0O0
0010(3000033¢0°0
0001{030303¢00°0
1 000({333000¢O0O00O0
01 00(30033¢0¢00°¢O0
0010(030303¢0¢0O0
0001{003033¢0¢0O0

Naposljetku, u slu¢aju jedne fiksne tocke, ocigledno je fiksna struktura sljedeca:

1/33300000 0 0.
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Kada je racunalni program Orbmat pokrenut s ovim strukturama kao ulaznim
podacima, dobivena je jedna matrica takticke dekompozicije sa 7 fiksnih tocaka,
4 matrice s 4 fiksne tocke i 8 matrica s jednom fiksnom tockom. Time je
zavrSena prva faza konstrukcije razmatranog dizajna.

4.1.1 Klasifikacija uz uvjet djelovanja automorfizma
reda 3

S prvom verzijom algoritma za indeksiranje (koji ne fiksira prvi redak ni
prvi stupac matrice STATFE i koji nije koristio filtriranje u pretkoraku is-
crpne pretrage), konstruiranje dizajna na osnovi ovih matrica takticke dekom-
pozicije bilo je daleko izvan dosega. Tim se algoritmom konstruiralo jako
puno izomorfnih incidencijskih matrica, tako da je problem bio ne samo sam
doseg, vec i pohranjivanje tolike koli¢ine podataka u trajnoj memoriji racunala.
Nakon usavrsavanja pocetnog algoritma (Sto je rezultiralo algoritmom opisanim
u 2-om poglavlju), vrijeme rada programa T'act3 za ovaj dizajn postalo je go-
tovo trenutno i za slucaj kada se dopusta pojavljivanje samo ciklickih podma-
trica i za slucaj kada se dopustaju ciklicke i anticiklicke podmatrice. Toc¢nije,
na racunalu PC, Intel Pentium 4, CPU 2.4 GHz, 256 MB RAM, indeksiranje
je bilo trenutno za ciklicke matrice dok je za "CAC” slucaj programu trebala
oko minuta vremena (14s za M31F7, 20s za M31F4 te 39s za M31F1).

Rezultati za parcijalnu klasifikaciju, uz djelovanje automorfizma reda 3,
prikazani su sljede¢com Tablicom 4.1. Konstruirana su 42 dizajna, i to onih
42 od postojec¢ih 107 na koje djeluje automorfizam reda 3. Vidljivo je da ta]
automorfizam kod tri dizajna fiksira 7 tocaka te 7 blokova, kod 33 dizajna
fiksira 4 tocke (bloka) a kod 14 dizajna fiksirana je jedna tocka odnosno blok.
Redovi grupe koji se javljaju jesu: 3,6,9,21,42 i 63.

4.1.2 Konstrukcije dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama

Naredna Tablica 4.2 prikazuje rezultate dobivene kada se kod indeksiranja ko-
riste ciklicke i anticiklicke podmatrice ("CAC” slucaj). Razlika u odnosu na
”(C” konstrukciju je u 6 konstruiranih dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama. Kada se dobiveni rezultati usporede s poznatima (drugi stupac Tablice
4.3 prikazuje broj svih postojecih dizajna 2-(31, 10, 3)) vidljivo je da je od svih
postojecih struktura u ovom radu konstruirano njih ukupno 48. Dakako, kon-
struirani su svi dizajni ¢iji su redovi grupa automorfizama visekratnici broja
3. Osim toga, konstruirano je 6 dizajna koje jedino identiteta preslikava u
same sebe. Da bi lista svih postoje¢ih dizajna ovih parametara bila potpuna,
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Tablica 4.1: Rezultati konstrukcije za 2-(31,10,3) C

MTD numincmat  niso  |Aut(D)]

M31F7 1 720 3 9,9,63
M31F4 1 144 9 6x3,2x9,63
2 36 18 16 x 3,2 x 21
3 0
4 336 6 4x3,2x9
svi F4 33
M31F1 1 270 5 4x9,63
2 0
3 8 3 3,6,6
4 4 2 6,42
5 16 4 3,3,9,9
6 0
7 16 4 3,3,9,9
8 0
svi F1 14
svi C 42

Tablica 4.2: Rezultati konstrukcije za 2-(31, 10,3) CAC

MTD numincmat  niso | Aut(D)]

M31F7 1 1440 3 9,9,63
M31F4 1 360 9 6x3,2x9,63
2 36 18 16 x 3,2 x 21
3 0
4 2400 10 4x1,4%x3,2x9
svi F4 37
M31F1 1 5616 7 2x1,4x%x9,63
2 0
3 8 3 3,6,6
4 4 2 6,42
5 16 4 3,3,9,9
6 6 1 3
7 16 4 3,3,9,9
8 6 1 3
svi F1 18
svi CAC 48
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Tablica 4.3: Usporedba poznatih i dobivenih rezultata za 2-(31, 10, 3)

|Aut(D)| Broj dizajna
Svi C CAC

63 1 1 1
42 1 1 1
21 2 2 2
9 4 4 4
6 3 3 3
3 31 31 31
2 2 — —
1 107 — 6
> 151 42 48

nedostaju jedino dva dizaja s redom grupe automorfizama 2 te 101 dizajn
s trivijalnom grupom automorfizama. Najpravilniji dizajn ovih parametara
je onaj sa 63 automorfizma; i samo je jedan primjerak takvog dizajna. Kod
provedenih konstrukcija, sva tri tipa matrica takticke dekompozicije rezultiraju
incidencijskom matricom takvog dizajna. Dizajni s |Aut(D)| = 1 konstruirani
su na osnovi ulaznih matrica s Cetiri i sa jednom fiksnom tockom. Slika 4.1
prikazuje najpravilniji od ovih dizajna kao i jedan primjerak najnepravilnijeg
dizajna 2-(31, 10, 3).

64



| Aut(D;)| = 63

1111111111000000000000000000000
1110000000110100100100100100000
1011000000011010010010010010000
1101000000101001001001001001000
0100110000000100010010011101000
0010011000000010001001101110000
0001101000000001100100110011000
0110000100000001001010110000110
0011000010000100100001011000011
0101000001000010010100101000101
0100010001001111100000000010010
0010001100100111010000000001001
0001100010010111001000000100100
0100001010010010000111000001010
0010100001001001000111000100001
0001010100100100000111000010100
0100100100010000111001000010001
0010010010001000111100000001100
0001001001100000111010000100010
0100001010101000000000010110101
0010100001110000000000001011110
0001010100011000000000100101011
0000100110101010100010101000000
0000010011110001010001110000000
0000001101011100001100011000000
1000110000100010001100010000011
1000011000010001100010001000101
1000101000001100010001100000110
1000000110000001010100001110010
1000000011000100001010100011001
1000000101000010100001010101100
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| Aut(Dy)| = 1

1000111111111000000000000000000
0100111000000111111000000000000
0010000111000111000111000000000
0001000000111000111111000000000
1100000100100100100100110100000
1100000010010010010010011010000
1100000001001001001001101001000
1010100000100100010001001000110
1010010000010010001100100000011
1010001000001001100010010000101
1001100001000001010100000110001
1001010010000100001010000101100
1001001100000010100001000011010
0110100010010000100001000101001
0110010100001000010100000011100
0110001001100000001010000110010
0101100100010001000010100000110
0101010001100010000001010000101
0101001010001100000100001000011
0011100100001010001000011100000
0011010010100001100000101010000
0011001001010100010000110001000
0000110001000000100110011001010
0000011100000000010011101100001
0000101010000000001101110010100
0000100000101110000010100011001
0000010000011101000001010110010
0000001000110011000100001101100
0000000110100001011000010001011
0000000011001010110000100100110
0000000101010100101000001010101

Slika 4.1: Najpravilniji i primjerak najnepravilnijeg dizajna 2-(31, 10, 3)



4.2 Konstrukcije simetricnog dizajna (36, 15,6)

Kombinatoricki dizajn s parametrima 2-(36, 15, 6) predstavlja simetri¢ni dizajn
najmanjih parametara za koje je pitanje potpune klasifikacije jos uvijek otvoreno.
Takoder, ovaj dizajn je od narocitog interesa zbog svoje bogate veze s drugim
kombinatorickim strukturama (ekvivalencija s regularnom Hadamardovom ma-
tricom reda 36, izmedu ostalog [29]). Dosadasnja istrazivanja donijela su vise
znacajnih rezultata. U radu [8] opisana je struktura s vrlo velikom grupom
automorfizama. Dosad najsveobuhvatniju parcijalnu klasifikaciju donosi rad
[2], u kojem su konstruirani dizajni koji dopustaju djelovanje automorfizama
redova 2,3,5,7,11 i 13. Prije tog rada, bilo je poznato 25634 neizomorfnih
dizajna s parametrima 2-(36, 15,6) (prema [22]).

4.2.1 Klasifikacija uz uvjet djelovanja automorfizma
reda 3

Sukladno poznatim rezultatima [18], ukoliko automorfizam reda 3 fiksira F'
tocaka (i blokova) tada F' € {0,3,6,9,12,15,18}. Medutim, pokazalo se da
jednadzbe 2.12-2.13 nemaju rjesenja za F' > 9, pa ¢e se pri konstrukcijama
obradivati 4 moguca slucaja; kada je broj tocaka 0, 3, 6 te 9.

Za konstrukciju kakva se primjenjuje u ovom radu, najlaksi je slucaj kada je
F = 9. Tada pretpostavljeni automorfizam formira 9 orbita duljine 119 orbita
duljine 3. Do na izomorfizam dobivaju se dvije (potencijalne) matrice takticke
dekompozicije, koje zadovoljavaju sustav jednadzbi 2.12-2.13. Razvojem tih
matrica dobiva se 909 neizomorfnih dizajna 2-(36,15,6). Kao njihovi redovi
grupe automorfizama javljaju se sljede¢i brojevi: 3, 6, 9, 12, 18, 27, 36, 54, 72,
108, 162, 243, 324, 486, 648, 1944 i 3888.

Kada je F' = 6 sustav 2.12-2.13 daje 14 neekvivalentnih rjesenja. Iscrpnom
pretragom svih 14 dobivenih matrica takticke dekompozicije dobiveno je 2368
neizomorfnih dizajna s redovima grupa automorfizama 3, 6, 9, 12, 18, 24, 30,
36, 42, 48, 54, 72, 81, 96, 108, 144, 162, 360, 432, 648, 1152 i 51840. Zadnji
navedeni red grupe je bio o¢ekivan bududi da je to red grupe PSp4(3) ([8]).

U slucaju kada je F' = 3, dobiveno je 334 matrica takticke dekompozicije.
Nakon konstruiranja incidencijskih matrica pomoc¢u programa Tact3 te nji-
hovog filtiranja pomoc¢u programa Incfiter, dobiveno je 79662 neizomorfnih
dizajna. Ovdje se kao kardinaliteti grupe automorfizama javljaju brojevi 3, 6,
9, 12, 18, 21, 24, 27, 36, 48, 54, 72, 81, 108, 144, 162, 216, 324, 360, 384, 432,
486, 648, 1152, 3888, 12096 i 51840. Drugi najveci red grupe pripada grupi
automorfizama unitarne grupe U(3,3) i taj je dizajn konstruiran u radu [4].

Tehnicki najslozeniji slucaj je onaj bez fiksnih tocaka i blokova. Tada pro-
gram Orbmat daje 814 potencijalnih matrica takticke dekompozicije reda 12.
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Cijela konstrukcija u ovom sluc¢aju zahtijevala je vise od mjesec dana pro-
cesorskog vremena. Medutim, da bi T'act3 mogao zavrsiti s radom u tom
vremenu bila je nuzna dodatna redukcija izomorfnosti u opisanom algoritmu
kod dvije matrice takticke dekompozicije. Naime, te dvije matrice same imaju
veliku grupu automorfizama sto je rezultiralo enormnim brojem dobivenih in-
cidencijskih matrica - stvarajuc¢i probleme kako zbog vremena potrebnog za
konstrukciju tako i zbog velikog zahtjeva za trajnom rac¢unalnom memorijom.
Naposljetku je svih 814 matrica dalo 58720 dizajna. Njihovi redovi grupa au-
tomorfizama jesu: 3, 6, 9, 12, 18, 24, 27, 36, 48, 54, 72, 81, 108, 144, 162, 216,
240, 243, 324, 360, 432, 486, 648, 1152, 1944, 3888 i 12096.

Kada su konstrukcije za sva 4 slucaja zavrSene, svi dobiveni dizajni sku-
pljeni su u jednu datoteku i ponovo je pomocu programa Incfilter ispitana
izomorfnost, kako bi se utvrdio broj neizomorfnih dizajna 2-(36, 15, 6) na koje
djeluje automorfizam reda 3. Time je zavrSena parcijalna klasifikacija, uz
djelovanje automorfizma reda 3, te je dobiven rezultat kojeg iskazuje sljedeci
teorem.

Teorem 4.1 Postoji toéno 141061 simetricnih dizajna s parametrima (36, 15, 6)
koji dopustaju djelovanje automorfizma reda 3.

Slijedi kompletna lista redova grupa i njihovih frekvencija za svih 141061
dizajna (Tablica 4.4).

4.2.2 Konstrukcije dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama

Nakon klasifikacije svih dizajna s automorfizmom reda 3, postavljen je cilj
konstruiranja dizajna koji imaju trivijalnu grupu automorfizama. U tu svrhu,
kako je ranije opisano, izostavilo se djelovanje grupe u drugom koraku kon-
strukcije (indeksiranju). Prilikom razvoja dane potencijalne matrice takticke
dekompozicije, dopustile su se kombinacije ciklickih i anticiklickih matrica reda
3. Kao sto je bilo ocekivano, programu Tact3 za ovaj je slucaj ("CAC”) bilo
potrebno daleko vise vremena. Dok je u 7C” sluc¢aju drugi korak konstruk-
cije donio preko 58 milijuna incidencijskih matrica, u ovom ih je sluc¢aju bilo
znacajno vise. Ipak, glavna razlika u vremenu potrebnom za cijeli postupak
konstrukcije i filtriranja bila je u postupku indeksiranja (a ne u postupku ispi-
tivanja izomorfnosti). Vrijeme potrebno za filtriranje dobivenih incidencijskih
matrica programom Incfilter, usporedivo je s onim u ”C” sluc¢aju. Slican
odnos vremena potrebnog za ta dva postupka pokazat ¢e se i kod konstrukcije
dizajna 2-(41, 16,6).
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Tablica 4.4: Frekvencije redova grupa automorfizama za 2-(36, 15,6) C

[Aut(D)] F9 F6  F3 KO svi
3 553 1734 78176 56270 136733

6 221 467 939 1437 3064

9 19 40 198 627 629
12 46 49 100 80 275
18 26 34 138 169 173
21 — 2 - 2
24— 23 18 45
27 7 18 25 25
30— - - 2
36 33
2 - 1
8 - 10
54 10 21
2 2 8

81 —

96 -
108 3
144
162
216 —
240
243
324
360
384 —
432
486
648
1152
1944
3888
12096 — -
51840 — 1
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Za svaku od tri tipa (F' = {3,6,9}) ulaznih potencijalnih matrica takticke
dekompozicije dobiveno je mnostvo dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama, a dobiveni su i drugi dizajni ¢iji redovi grupa nisu visekratnici broja
3. Kada je FF =9, osim onih redova grupa koji se dobivaju u ”C” slucaju,
konstruirani su i dizajni ¢iji su redovi grupa brojevi 1, 2, 4, 8, 16, 144, 216
i 432. U slucaju F' = 6 dodatni redovi grupa automorfizama, u odnosu na
istovjetni 7C” slucaj, jesu 1, 2, 4, 8, 10, 16, 32 i 64. Nadalje, za F' = 3 to su
brojevi 1, 2, 4, 8, 16, 32 i 64. Broj dizajna s trivijalnom grupom autmorfizama
za pojedini F' prikazuje Tablica 4.5.

Tablica 4.6 prikazuje usporedbu dobivenog broja dizajna, do na izomor-
fizam, u slucaju ”C” i slucaju "CAC”. Sumarni rezultati konstrukcije dizajna
2-(36,15,6) na osnovi ciklickih i anticiklickih podmatrica reda 3 iskazani su
sljede¢om propozicijom.

Propozicija 4.1 Postoji najmanje 675363 dizajna s parametrima 2-(36, 15, 6),
od kojih 513692 sadrzi samo trivijalnu grupu automorfizama. Pri tome vrijedi:
(i) Postoji 8176 simetricnih dizajna (36,15,6) koji dopustaju takticku dekom-
poziciju s 9 podskupova kardinaliteta 1 19 podskupova kardinaliteta 3, na tockama
© na blokovima.

(i1) Postoji 10885 simetricnih dizajna (36,15, 6) koji dopustaju takticku dekom-
poziciju sa 6 podskupova kardinaliteta 1 ¢ 10 podskupova kardinaliteta 3, na
tockama @ na blokovima.

(111) Postogi 138149 simetricnih dizajna (36,15, 6) koji dopustaju takticku dekom-
poziciju s 3 podskupa kardinaliteta 1 i 11 podskupova kardinaliteta 3, na tockama
@ na blokovima.

(iv) Postoji barem 509836 simetricnih dizajna (36,15, 6) koji dopustaju takticku
dekompoziciju bez podskupova kardinaliteta 1 a s 12 podskupova kardinaliteta
3, na tockama i na blokovima.

Kako bi se dodatno ilustrirale ovdje opisane konstrukcije, u nastavku se prikazuje
matrica takticke dekompozicije (Slika 4.3), sa 6 fiksnih tocaka, iz koje je kon-
struiran dizajn s najve¢om grupom automorfizama, reda 51840. Takoder se
prikazuje doti¢ni dizajn kao i jedan s trivijalnom grupom automorfizama (Slika
4.2).

Kostrukciju ovog tipa nije bilo moguée u potpunosti provesti za slucaj
F = 0 bududi da je tada racunalna slozenost problema izrazito velika. Kao
ilustraciju navedimo da dvije spomenute matrice takticke dekompozicije s ve-
likim brojem unutarnjih preslikavanja i nakon redukcije istih u ovom su sluc¢aju
rezultirale vrlo velikim brojem incidencijskih matrica. Kod tih matrica, kon-
strukcija je bila zaustavljena nakon dobivenih nekoliko desetaka GB inciden-
cijskih matrica (zapisanih pomoc¢u ekspandiranih koeficijenata).
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Tablica 4.5: Frekvencije redova grupa automorfizama za 2-(36, 15,6) CAC

[Aut(D)] F9  F6 F3 FO svi
1 6316 4523 55557 447832 513692
2 710 3560 2411 13500 19878
3 617 1762 78314 46649 127057
4 87 305 213 121 679
6
8

274 499 1023 931 2575

3 28 27 6 60

9 22 40 215 584 627

10 - 5 - - 5
12 59 71 111 44 235
16 1 10 11 2 23
18 32 34 143 99 173
21 — — 2 — 2
24 — 4 25 7 35
27 8 — 19 17 25
30 — 2 — — 2
32 — 2 3 — 4
36 14 12 22 18 33
42 — 1 — — 1
48 - 5 7 - 10
54 10 3 14 6 21
64 - 2 2 - 3
72 3 3 ) 4 8
81 — 1 1 1
96 — 2 — — 2
108 3 2 4 2 5
144 1 2 4 3 5
162 ) 1 1 2 6
216 2 2 2 2
243 1 — — 1 1
324 3 — 1 1 3
360 — 2 2 2 2
384 - - 2 — 2
432 1 1 2 1 2
486 1 — 1 — 1
648 1 1 1 — 2
1152 — 1 1 1 1
1944 1 — — 1 1
3888 1 — 1 — 1
12096 — — 1 — 1
51840 — 1 1 — 1

> 8176 10885 138149 509836 665187
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Tablica 4.6: Svi konstruirani dizajni 2-(36, 15, 6)

MTD nisoC niso CAC
M36F9 909 8176
M36F6 2368 10885
M36F3 79662 138149
M36F0 58720 > 509836
svi 141061 > 665187
|Aut(D;)| = 51840 |Aut(Ds)| =1

111000111111111111000000000000000000
111000111000000000111111111000000000
111000111000000000000000000111111111
000111111111000000111000000111000000
000111111000111000000111000000111000
000111111000000111000000111000000111
111111000100100100100100100100100100
111111000010010010010010010010010010
111111000001001001001001001001001001
100100100110110000001001110001001110
100100010011011000100100011100100011
100100001101101000010010101010010101
100010100001001110110110000001001110
100010010100100011011011000100100011
100010001010010101101101000010010101
100001100001001110001001110110110000
100001010100100011100100011011011000
100001001010010101010010101101101000
010100100110000110001110001001110001
010100010011000011100011100100011100
010100001101000101010101010010101010
010010100001110001110000110001110001
010010010100011100011000011100011100
010010001010101010101000101010101010
010001100001110001001110001110000110
010001010100011100100011100011000011
010001001010101010010101010101000101
001100100000110110110001001110001001
001100010000011011011100100011100100
001100001000101101101010010101010010
001010100110001001000110110110001001
001010010011100100000011011011100100
001010001101010010000101101101010010
001001100110001001110001001000110110
001001010011100100011100100000011011
001001001101010010101010010000101101

111000111111111111000000000000000000
111000111000000000111111111000000000
111000111000000000000000000111111111
000111111111000000111000000111000000
000111111000111000000111000000111000
000111111000000111000000111000000111
111111000100100100100100100100100100
111111000010010010010010010010010010
111111000001001001001001001001001001
100100100110110000100010011001001101
100100010011011000010001101100100110
100100001101101000001100110010010011
100010100100001011011110000001100110
100010010010100101110101000010001011
100010001001010110101011000100010101
100001100001010101010100110101011000
100001010100001110100001011011110000
100001001010100011001010101110101000
010100100110000110001101001100011010
010100010011000011100110100001110001
010100001101000101010011010010101100
010010100001101010110000101010011100
010010010100110001011000011100110001
010010001010011100101000110001101010
010001100100011001100011100110000011
010001010001110100001110001011000110
010001001010101010010101010101000101
001100100000110110011001100011100001
001100010000011011101100010110001100
001100001000101101110010001101010010
001010100011001100000110011110100001
001010010101100010000011110101001010
001010001110010001000101101011010100
001001100011100001101001010000110110
001001010110001100011010100000011101
001001001101010010110100001000101011

Slika 4.2: Dvije incidencijske matrice dizajna 2-(36, 15, 6)
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1110003333000000
1110003000333000
1110003000000333
0001113300300300
0001113030030030
0001113003003003
1111110111111111
1001001220112112
1000101112220112
1000011112112220
0101001202121121
0100101121202121
0100011121121202
0011001022211211
0010101211022211
0010011211211022

Slika 4.3: MTD sa 6 fiksnih tocaka

4.2.3 Konstrukcije simetriénog dizajna (31, 15,7) sa svrhom
usporedbe rezultata

Za istaknuti je da se u radu [2] koji se takoder bavi parcijalnim klasifikacijama
dizajna (36, 15,6) uz djelovanje odabranog automorfizma prim reda moze za-
paziti pogreska kod prebrojavanja onih dizajna s parametrima (36, 15,6) koji
dopustaju djelovanje automorfizma reda 3 koji fiksira 3 tocke i bloka (Tablica
3 u[2]). Uovom radu dobiven je znatno veéi broj neizomorfnih dizajna za ovaj
konkretni slucaj, (kao sto je prethodno precizno demonstrirano) $to pokazuje
da se u radu [2] radi o omaski, koja je ovime ispravljena. Medutim, buduéi da
spomenuti rad donosi i parcijalnu klasifikaciju za parametre (31, 15,7) (Tablica
1 u [2]), u svrhu dodatne provjere i usporedbe koristenih metodologija, ovdje
je takoder izvedena parcijalna klasifikacija za parametre (31,15,7). U ovom
slucaju rezultati su istovjetni, sto dokazuje Tablica 4.7.

Iako se konstrukciji ovog dizajna pristupilo primarno u cilju provjere dvaju
rezultata i metodologija, pokrenuta je i "CAC” konstrukcija za ovu trojku
parametara kako bi se eventualno dobili neki novi dizajni s trivijalnom grupom.
U potpunosti je provedena ”CAC” konstrukcija za jedan od nacina djelovanja
automorfizma reda 3, kada isti fiksira jednu tocku te blok. Ukupno je do-
biveno 36041 neizomorfnih dizajna, od kojih 15194 dopusta samo trivijalnu
grupu automorfizama. Osim toga je dobiveno 1035 dizajna s redom grupe au-
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Tablica 4.7: Rezultati konstrukcije za 2-(31,15,7) C

|Aut(D)| E7 F1 svi
3 166113 15257 181370

6 29025 141 29166

9 488 488 488

12 6033 201 6234

15 — 19 19
18 2 2 2
21 6 12 18
24 796 82 878
30 — 2 2
36 14 14 14
42 23 — 23
48 2200 38 2238
60 — 1 1
72 16 16 16
96 218 18 236
126 2 2 2
144 12 12 12
192 44 6 20
288 4 4 4
336 15 — 15
384 67 8 I0)
465 — 1 1
768 1 — 1
960 — 2 2
1152 8 8 8
1536 8 — 8
2688 1 — 1
4608 4 4 4
8064 4 4 4
9216 5 3 5
64512 2 2 2
9999360 1 1 1

> 205112 16350 220900

tomorfizama 2, nadalje 878 primjerka ovog dizajna s redom grupe 4 a dobivene
su i druge strukture koje ne dopustaju djelovanje automorfizma reda 3. De-
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taljnije se rezultati mogu vidjeti u Prilogu A. Napomenimo jos, da vrlo velika
grupa automorfizama koja se ovdje pojavljuje pripada projektivnom prostoru
PG(n, q), ¢ija je grupa automorfizama PGL(5,2) reda 9999360.
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4.3 Konstrukcije simetricnog dizajna (41,16, 06)

Incidencijska matrica simetri¢nog dizajna s parametrima (41, 16,6) je binarna
matrica reda 41, koja u svakom retku te u svakom stupcu ima 16 jedinica, a
svaka se dva retka sijeku u 6 tocaka. Prije ovog rada bilo je poznato 115307
struktura s ovim parametrima [22].

U skladu s poznatim rezultatima o maksimalnom broju fiksnih tocaka
(blokova) [18], ukoliko automorfizam reda 3 fiksira F' tocaka i isto toliko blokova
tada F' € {2,5,8,11,14,17}. Medutim, kada su za svaki od ovih brojeva fik-
snih tocaka pripremljene fiksne strukture i pokrenuta njihova obrada pomocu
programa Orbmat, ustanovilo se da jednadzbe 2.12-2.13 imaju rjeSenje samo
za dva moguca slucaja. To su slucajevi kada je F'=51 F' = 11.

U slucaju kada se pretpostavlja djelovanje automorfizma reda 3 koji fiksira
11 tocaka te blokova, kao rjesenje sustava 2.12-2.13 dobivena je jedna poten-
cijalna matrica takticke dekompozicije, M41F11 (Slika 4.4).

111100000003333000000
111010000003000333000
110110000000300300330
101110000000030030303
011110000000003003033
000001000003300030033
000000100003030003330
000000010003003300303
000000001000330303003
000000000100303033300
0000000000100333300360
110000100111111111112
101000011101111111121
100101010011111112111
100011101001112111111
011001001011111111211
010100111001111121111
010011010101121111111
001101100101111211111
001010110011211111111
000110001112111111111

Slika 4.4: MTD s 11 fiksnih tocaka

Kada se pak pretpostavilo da automorfizam reda 3 fiksira 5 tocaka i blokova,
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pomocu programa Orbmat dobiveno je ukupno 1834 matrica. Pri tome je bilo
vremenski pogodnije kao ulazne podatke programa Orbmat zadati dvije fiksne
strukture (zapisane u dvije razli¢ite ulazne datoteke) nego samo jednu. Naime,
ako automorfizam reda 3 djeluje tako da fiksira 5 tocaka i blokova tada postoje
dvije moguénosti za prva dva retka fiksne strukture:

1111033330000¢O0O0°O0O0
11101300033 30¢00°O0O0
100003333 3000¢O0¢O0°O0O0

01 00033000333¢00¢00O0°

Ulazna datoteka s prvom navedenom fiksnom strukturom rezultirala je s 254
potencijalne matrice takticke dekompozicije, dok je na osnovu druge fiksne
strukture dobiveno 1580 matrica.

4.3.1 Filtriranje prostora rjesenja uoci iscrpne pretrage
s dva vektora

Nakon zavrsetka postupka dobivanja potencijalnih matrica takticke dekom-
pozicije, pristupilo se razvoju tih matrica u incidencijske matrice. Pokazalo se
da je za razvoj pojedine matrice algoritmu 7T'act3 potrebno u prosjeku nekoliko
sati procesorskog vremena. lako su takvi rezultati bili prihvatljivi, tj. ovi su
parametri bili u dosegu algoritama, pristupilo se daljnjem povecanju njegovog
dosega. Sukladno koristenoj metodi filtriranja u pretkoraku iscrpne pretrage,
sljede¢a moguénost povecanja dosega je stavljanje jos jednog vektora u filter.
Algoritam Tact3 ve¢ filtrira skup vektora koji je potrebno iscrpno pretraziti s
tekuéim vektorom iz drugog retka polja CAN D, a sada se taj skup filtrira (uoci
iscrpne pretrage) i s tekuéim vektorom iz treéeg retka polja SPACE. U tu
svrhu u osnovnom dijelu izvornog koda algoritma T'act3 potrebno je dodati jos
jednu petlju - u kojoj ¢e se nalaziti taj drugi filter te kod za iscrpnu pretragu.
Tako implementirana verzija algoritma T'act3 nazvana je Tact3filt2. Slika
4.5 prikazuje razliku izmedu izvornog koda algoritma T'act3 i njegove inacice
Tact3 filt2. Analognim postupkom algoritmu se mogu dodavati daljnji filteri.
Dakako, za dani problem potrebno je optimizati broj filtera, buduéi da se u
jednu ruku s brojem filtera smanjuje prostor rjeSenja za iscrpnu pretragu a u
drugu ruku povecava se broj osnovnih operacija kod samog filtriranja. Tablica
4.8 prikazuje usporedbu izmedu algoritama Tact3 (koji koristi jedan vektor u
filteru prije iscrpne pretrage), njegove inacice Tact3 filt2 (kod koje je prostor
rjesenja filtriran sa dva vektora prije iscrpne pretrage) te inacice Tact3 filt3
(tri vektora). U tablici su navedena relativna vremena potrebna za indek-
siranje pojedine ulazne matrice. Za indeksiranje matrice M41F5; algoritmu
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//za svaki vektor iz drugog retka polja CAND
for (i=0; i<nrOfCand[1]; i++) {
Solution|[1]=i;
Filter1(i);

//za svaki vektor iz tre¢eg retka polja SPACE
for (j=0; j<nrOfCand1[2]; j++) {
Solution[2]=j;
Filter2(j);

//za svaki vektor iz cetvrtog retka polja SPACE
for (m=0; m<nrOfCand2[3]; m++) {
Solution[3]=m;
currLayer=4;

//iscrpna pretraga
while (currLayer>=startLayer) {
if (currLayer==lastLayer) {
success=NextOk Vector(currLayer);
while (success) {
nrOfSolution++;
WriteSolution();
success=NextOkVector(currLayer);

}

currLayer——;

Slika 4.5: Razlika izvornog koda verzije T'act3 filt2 u odnosu na Tact3
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Tablica 4.8: Optimiranje broja vetkora u filteru

MTD konstr. filt1 filt 2 filt 3

MA1F'5, C 1 031 046
MA1F'5, C 1 032 049
MA41F11 C 1 031 0.33
M36F9 C 1 044 0.37
M36F9  CAC 1 041 040

Tact3 (oznaka "filt 17 u tablici) je trebalo 245 s, za razvoj matrice M41F5,
626 s, za matricu M41F11 trebalo je 595 s vremena, za "C” slucaj M36F9
29 s a za "CAC” slucaj 2h14min32s. Mjerenje je provedeno na racunalu PC,
Intel Pentium 4, CPU 2.4 GHz, 256 MB RAM.

4.3.2 Klasifikacija uz uvjet djelovanja automorfizma
reda 3

Kao sto je prethodno navedeno, za slucaj F' = 11 postoji jedna potenci-
jalna matrica takticke dekompozicije. Razvojem te matrice, Sto podrazumi-
jeva kombiniranje ciklickih matrica reda 3, dobiva se 362880 incidencijskih
matrica. Koristenjem programa Incfilter medu njima je ustanovljeno 3076
neizomorfnih matrica. Kao njihovi redovi grupa javljaju se brojevi 3, 6, 15 i
30.

Nadalje, iscrpnom pretragom svih 1834 matrica za slucaj F' = 5 dobiveno
je 1061768 incidencijskih matrica. U tom broju nalazi se 342508 neizomorfnih
dizajna. Iako je ovdje dobiven puno veéi broj dizajna nego za F = 11,
raznovrsnost njihovih preslikavanja ovdje je manja; kao redovi grupa javljaju
se brojevi 3, 61 9.

Nakon zavrsetka obiju konstrukcija, dobivenih 345584 dizajna skupljeno
je u jednu datoteku kako bi se ispitala njihova izomorfnost. Dobiveni broj
neizomorfnih struktura predstavlja broj dizajna s parametrima 2-(41, 16, 6) na
koje djeluje automorfizam reda 3. Taj test je proveden programom Incfilter
a dobiveni rezultat iskazan je sljede¢im teoremom.

Teorem 4.2 Postoji toéno 345584 simetricnih dizajna s parametrima (41, 16, 6)
koji dopustaju djelovanje automorfizma reda 3.

Prethodno opisani rezultati sumarno su prikazani u Tablici 4.9; vidljive su
frekvencije grupa automorfizama za oba moguca slucaja (51 11 fiksnih tocaka
odnosno blokova) te za svih 345584 dizajna na koje djeluje automorfizam reda

3.
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Tablica 4.9: Rezultati konstrukcije za 2-(41, 16,6) C

|Aut(D)| F11 F5 svi
3 2976 342241 345217
6 94 225 319

9 — 42 42
15 4 — 4
30 2 — 2

> 3076 342508 345584

4.3.3 Konstrukcije dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama

Kada je zavrSena parcijalna klasifikacija ovog dizajna, pristupilo se konstruk-
cijama kod kojih se izostavlja djelovanje grupe prilikom razvoja potencijalne
matrice takticke dekompozicije u incidencijsku matricu dizajna. Cilj takvog
pristupa je dobivanje dizajna ¢iji redovi grupa nisu visekratnici broja 3, medu
kojima su i dizajni s trivijalnom grupom automorfizama.

Za slucaj F' = 11 "CAC” konstrukcija je donijela ukupno 2782080 inciden-
cijskih matrica, medu kojima je njih 9808 neizomorfno. Dobiveni su, dakako,
svi dizajni kao u doticnom ”C” sluc¢aju te dodatnih 18 dizajna s redom grupe
automorfizama jednakim 3 kao i 6714 dizajna s redom grupe automorfizama
jednakim 1.

Medutim, za drugi moguéi broj toc¢aka i blokova, F' = 5, 7CAC” konstruk-
cija bila je daleko zahtjevnija. Kako je taj test bio jedan od najzahtjevnijih u
citavom ovom radu, postupak indeksiranja raden je paralelno na 20-ak racunala
s Linux operativnim sustavom. Ulazne matrice takticke kompozicije podijel-
jene su u prikladne skupine od kojih je svaka pojedina indeksirana na drugom
racunalu. Rezultati tih testova prikazani su Tablicom 4.10, gdje se oznaka
”a” odnosi na prvih 254 matrica takticke dekompozicije. Unato¢ vremenskoj]
zahtjevnosti postupka razvoja matrica, broj dobivenih incidencijskih matrica
bio je relativno malen tako da je vrijeme potrebno za ispitivanje izomorfnosti
bilo prakticki zanemarivo (nekoliko sekundi procerskog vremena za pojedinu
skupinu matrica). Na koncu je ovim eksperimentom dobiveno 431276 inciden-
cijskih matrica. Sumarni rezultat za cijelu "CAC” konstrukciju daje Tablica
4.11. Prethodno opisani rezultati sazeti su u sljede¢oj propoziciji.
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Tablica 4.10: Rezultati za 2-(41,16,6) F5 CAC

MTD numincmat niso
a[1,50] 180660 9614
a[51,100 109994 10919
a[101,150 72972 11524
a[151,200 198908 9995
a[201,254 81758 10092
(1,100 62538 18316
[101, 200 57368 15251
[201, 400 444896 47713
[401, 600 230524 68264
(601, 800 443641 45323
[801, 1000 250487 57711

[

[1051, 1100 30310 11572
[1101, 1150 55610 11572
[1151, 1200 48142 10297
[1201, 1250 182302 12364
[1251, 1300 52588 13474
[1301, 1350 59706 15406
[1351, 1400 65806 9706
[1401, 1450 33104 7158
[1451, 1500 22508 8842
[1501, 1580 84234 18191

]
]
]
)
]
]
]
)
|
1001, 1050] 36048 9222
)
]
]
]
]
]
)
)
)
]

svi 2805004 431276

Tablica 4.11: Rezultati konstrukeije za 2-(41,16,6) CAC

|Aut(D)| F11 F5 svi
1 6714 88423 95119
2 345 345
3 2994 342241 345217
6
9

94 225 319
— 42 42
15 4 4
30 2 2
> 9808 431276 441048
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| Aut(D;)| = 30

11110000000111111111111000000000000000000
11101000000111000000000111111111000000000
11011000000000111000000111000000111111000
10111000000000000111000000111000111000111
01111000000000000000111000000111000111111
00000100000111111000000000111000000111111
00000010000111000111000000000111111111000
00000001000111000000111111000000111000111
00000000100000111111000111000111000000111
00000000010000111000111000111111111000000
00000000001000000111111111111000000111000
11000010011100100100100100100100100100110
11000010011010010010010010010010010010011
11000010011001001001001001001001001001101
10100001110100010100010001001010001101010
10100001110010001010001100100001100110001
10100001110001100001100010010100010011100
10010101001100100001010010100011100001001
10010101001010010100001001010101010100100
10010101001001001010100100001110001010010
10001110100100001001011001100100010010010
10001110100010100100101100010010001001001
10001110100001010010110010001001100100100
01100100101100100010001010001100011100001
01100100101010010001100001100010101010100
01100100101001001100010100010001110001010
01010011100100001100001010011010100010100
01010011100010100010100001101001010001010
01010011100001010001010100110100001100001
01001101010100010101100100001001010010001
01001101010010001110010010100100001001100
01001101010001100011001001010010100100010
00110110010100100010010101010001001010100
00110110010010010001001110001100100001010
00110110010001001100100011100010010100001
00101011001100011010100001010100100001001
00101011001010101001010100001010010100100
00101011001001110100001010100001001010010
00011000111110001001100010010001001100010
00011000111011100100010001001100100010001
00011000111101010010001100100010010001100

|Aut(Dy)| = 1

11110000000111111111111000000000000000000
11101000000111000000000111111111000000000
11011000000000111000000111000000111111000
10111000000000000111000000111000111000111
01111000000000000000111000000111000111111
00000100000111111000000000111000000111111
00000010000111000111000000000111111111000
00000001000111000000111111000000111000111
00000000100000111111000111000111000000111
00000000010000111000111000111111111000000
00000000001000000111111111111000000111000
11000010011100100100100100100100100100110
11000010011010010010010010010010010010011
11000010011001001001001001001001001001101
10100001110100100100010010001001001011010
10100001110010010010001001100100010101100
10100001110001001001100100010010100110001
10010101001100100010100001010110001001001
10010101001010010001010100001101100010100
10010101001001001100001010100011010100010
10001110100100010001101010100010001010100
10001110100010100100011001010001100100001
10001110100001001010110100001100010001010
01100100101100010100001100001010110001001
01100100101010001010100001100001101010010
01100100101001100001010010010100011100100
01010011100100010001100001011001010100010
01010011100010001100010100110010001001100
01010011100001100010001010101100100010001
01001101010100001101010001100100010010001
01001101010010100011001100001010001100010
01001101010001010110100010010001100001100
00110110010100001010010011001010100100100
00110110010010100001100110100001010001001
00110110010001010100001101010100001010010
00101011001100101010001100010001010010100
00101011001010011100100010001100001100001
00101011001001110001010001100010100001010
00011000111110001001001010010100100001010
00011000111011100100100001001010010010100
00011000111101010010010100100001001100001

Slika 4.6: Najpravilniji i prvi konstruirani dizajn sa samo trivijalnom grupom
automorfizama

Propozicija 4.2 Postoji najmange 441048 dizajna s parametrima 2-(41, 16, 6),
od kogih 95119 sadrzi samo trivijalnu grupu automorfizama. Pri tome vrijedi:
(i) Postoji 9808 simetricnih dizajna (41,16,6) koji dopustaju takticku dekom-
poziciju sa 11 podskupova kardinaliteta 1 1 10 podskupova kardinaliteta 3, na
tockama i na blokovima.

(71) Postogi 431276 simetricnih dizajna (41,16, 6) koji dopustaju takticku dekom-
poziciju s 5 podskupova kardinaliteta 1 ¢ 12 podskupova kardinaliteta 3.

Slika 4.6 prikazuje leksikografski prvi konstruirani dizajn s trivijalnom grupom
automorfizama iz matrice M41F'11, te najpravilniji konstruirani dizajn.
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Poglavlje 5

Racunalne konstrukcije
nesimetricnih 2-dizajna

U ovom poglavlju prezentiraju se rezultati konstrukcije 2-dizajna s parametrima
(13,5,5), (16,6,5) i (21,6,4). Do sada je poznat samo jedan primjerak dizajna
s parametrima 2-(21,6,4), dok je za parametre 2-(13,5,5) i 2-(16, 6, 5) poznata
nekolicina struktura. U ovom israzivanju, kao prvo se do novih dizajna nas-
tojalo do¢i primjenom djelovanja grupe automorfizama reda 3 a zatim i ”zab-
oravljanjem” na djelovanje grupe u drugoj etapi konstrukcije. Kombiniranje
ciklickih i anticiklickih matrica dopusteno je tijekom postupka indeksiranja s
ciljem ostvarenja jednog od glavnih ciljeva ovog rada - konstrukcije dizajna s
trivijalnom grupom automorfizama.

U sva tri sluéaja konstruirano je vrlo mnogo novih dizajna. Stovise, kon-
struirano je preko milijun dizajna sa samo jednim, trivijalnim, automorfizmom.
Konstruirani su svi primjerci dizajna 2-(13,5,5) na koje djeluje automorfizam
reda 3. Osim ove klasifikacije, takoder su dobiveni svi primjerci dizajna 2-
(16,6,5) na kojima automorfizam reda 3 fiksira 4 tocke i 4 bloka. Svi ti rezul-
tati sazeti su u jedan teorem i pet propozicija te objavljeni u radu [21]. No, iako
je broj novih dizajna dobiven za ove trojke parametara brojiv u milijunima i
stotinama milijuna, ostaje dojam da jos mnogo dizajna ostaje neotkriveno.

5.1 Konstrukcija nesimetricnog dizajna
s parametrima (13,5,5)

Nesimetri¢ni dizajn s parametrima (13, 5, 5) sastoji se od 13 tocaka i 39 blokova.
Svaka je tocka ovog dizajna incidentna s 15 blokova a svaka se dva bloka sijeku
u to¢no 5 tocaka. Prema [3], poznato je 76 dizajna s parametrima 2-(13,5,5).
Osim navedenog rezultata, u radu [20] konstruirano je 20 ovih dizajna koji
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dopustaju djelovanje samo trivijalne grupe automorfizama. Uoci ovog rada bilo
je poznato i 10000 dizajna s ovim parametrima, koji su heuristickim pristupom
konstruirani u disertaciji [16].

5.1.1 Klasifikacija uz uvjet djelovanja automorfizma
reda 3

Prema poznatim teoremima o gornjoj ogradi broja fiksnih tocaka odnosno
blokova, ako automorfizam reda 3 ima f fiksnih tocaka, tada u slucaju ovih
parametara vrijedi f € {1,4}, dok za broj fiksnih blokova vrijedi F' € {0, 3, ...}.
U ovom radu tvrdi se da dizajn 2-(13, 5, 5) nema fiksnih blokova pri djelovanju
automorfizma reda 3. Naime, tada bi morale postojati najmanje dvije fiksne
tocke, dakle f > 4. No, nije moguce konstruirati vise od dvije fiksne tocke, od
kojih bi svaka bila incidentna s 15 blokova a svaki par incidentan s 5 blokova.
Dakle, FF = 0. Nadalje je jasno da postoji jedna fiksna tocka (inace uvjet
presjeka u A = 5 ne bi mogao biti ispunjen). Ovim razmatranjem dokazana je
sljedeca propozicija.

Propozicija 5.1 Kada automorfizam reda 3 djeluje na kombinatorick: dizajn
s parametrima 2-(13,5,5) tada fiksira jednu tocku i nijedan blok.

Iz ovih ¢injenica jasno slijedi da je fiksna tocka incidentna sa svim blokovima
iz 5 blokovnih orbita duljine 3. Bazirano na toj fiksnoj strukturi, dobivene
su 342 potencijalne matrice takticke dekompozicije koje zadovoljavaju sustav
jednadzbi 2.12-2.13. Tijekom indeksiranja tih matrica, samo njih 43 se razvije
u incidencijske matrice trazenog dizajna (Tablica 5.1). Preciznije, kada je
pokrenut postupak indeksiranja tih 342 ulaznih matrica, dobiveno je 4086378
incidencijskih matrica, medu kojima se nalazi 1084129 neizomorfnih dizajna.
Pomocu razvijenog racunalnog programa SelectSimple ustanovljeno je da je
vecina, tocnije 1021266, od tih neizomorfnih strukutura jednostavna. Naime,
neke od matrica takticke dekopozicije imaju jednake stupce, Sto moze voditi do
jednakih blokova (u drugoj fazi konstrukcije). Opisani rezultati postignuti ek-
stenzivnom upotrebom racunala predstavljaju klasifikaciju dizajna 2-(13,5,5)
na koje djeluje automorfizam reda 3.

Teorem 5.1 Postoji toéno 1084129 nesimetricnih dizajna s parametrima (13,5, 5)
koji dopustaju djelovanje automorfizma reda 3. Od tog broja dizajna, 1021266
njih je jednostavno.

U tom skupu od 1084129 dizajna pojavljuje se devet razlic¢itih redova grupe au-
tomorfizama, od najmanjeg reda 3 do najveceg 3072. Pri tome je daleko najza-
stupljeniji red 3. Tablica 5.2 prikazuje kompletnu listu redova grupa automor-
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Tablica 5.1: Rezultati konstrukeije za 2-(13,5,5) C

MTD numincmat niso
[30,33] 425020 43894
[164,165],[197,200 551899 162437

201,204 417338 116214
226,236 531182 135226
469320 72362

[ }
[ }
[ ]
288,202]
[293,297] 467192 164947
[ }
[ }
[ }
]

[298],[327,328 436482 127619
329,331 392700 83304
332,333 395245 178126

[1,342 4086378 1084129

fizama koji se pojavljuju kod konstruiranih dizajna, kao i njihove ucestalosti.

Tablica 5.2: Frekvencije redova grupa automorfizama za 2-(13, 5, 5) s djelovan-
jem automorfizma reda 3

| Aut(D)| niso
3 1021120

6 144

24 61857
39 1
48 9
192 990
384 3
1536 4
3072 1
ST 1084129

5.1.2 Konstrukcije dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama

Druga serija testova imala je za cilj pronadi i neke druge dizajne osim onih na
koje djeluje automorfizam reda 3. U tu svrhu, kao sto je prethodno objasnjeno,
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u drugom koraku konstrukcije izostavilo se djelovanje grupe sto znaci da se ti-
jekom indeksiranja dopustila zamjena koeficijenata p;; ne samo ciklickim ma-
tricama reda 3 ve¢ takoder i anticiklickim matricama.

U prijasnjem slucaju ("C”), prostor rjesenja je bio veli¢ine 313° dok se
je sada pove¢ao na 6%, obzirom da se sada svaki element varijabilnog dijela
5 x 13 matrice takticke dekompozicije zamjenjuje s jednom od 6 ciklickih ili
anticiklickih matrica umjesto jednom od 3 ciklicke matrice. U takvim okolnos-
tima iscrpnu pretragu vise nije bilo svrsishodno provesti, buduéi da je procjena
donesena na uzorku od prvih nekoliko matrica govorila da bi za indeksiranje
svih 342 matrica trebalo oko 50 dana procesorskog vremena - Sto bi rezultiralo
prevelikim brojem struktura da bi njihovo testiranje na izomorfnost zavrsilo u
prihvatljivom vremenu.

Stoga je "CAC” konstrukcija napravljena za samo jednu ulaznu matricu
takticke dekompozicije. Iz jedne odabrane matrice (koja je 30-a po redu kon-
struirana programom Orbmat a prva koja se moze razviti u dizajn kod ”C”
konstrukcije), dobiveno je 226262 neizomorfnih dizajna. Od tog broja, 200737
dizajna je jednostavno. Dobiveno je mnostvo dizajna s trivijalnom grupom
automorfizama. Kompletna lista konstruiranih dizajna prikazana je u Tablici
5.3. Dodavanjem svih frekvencija koje nisu djeljive s 3 prethodnom klasifikaci-

Tablica 5.3: CAC rezultat za jednu ulaznu matricu

| Aut(D)| niso
1 191668
2 22914
3 9069
4 82
8

6

1799
1 6
24 722
192 2
S 226262

jskom rezultatu (Teorem 5.1), sumarni rezultat za dizajn 2-(13,5,5) moze se
izreci sljedec¢om propozicijom.

Propozicija 5.2 Postoji najmangje 1300598 2-dizajna s parametrima (13,5, 5).

Slika 5.1 prikazuje dva konstruirana dizajna, jedan s najve¢om punom grupom
automorfizama i drugi s trivijalnom grupom automorfizama. Takoder se na
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slici vide potencijalne matrice takticke dekompozicije iz kojih su ti dizajni
razvijeni (prvi redak tih matrica pripada fiksnoj tocki).

5.2 Konstrukcija nesimetricnog dizajna s
parametrima (16,6, 5)

Kao sto proizlazi iz relacija 2.11 2.2, nesimetri¢ni dizajn s parametrima (16, 6, 5)
ima 40 blokova pri ¢emu je svaka tocka incidentna s 15 blokova. Svaka dva
bloka ovog t-dizajna imaju tocno 5 zajednickih tocaka. I za ove parametre, u
ovom je radu pretpostavljeno djelovanje automorfizma reda 3. Medutim, za
razliku od svih prethodno istrazenih (opisanih) dizajna, ovdje se radi o pr-
voj trojki parametara za koju nisu utvrdene sve moguce fiksne tocke i blokovi
budué¢i da je puno nacina na koje automorfizam doti¢nog reda ovdje moze
djelovati. Stoga je u ovom radu odabran jedan slucaj, i to f = F = 4. Za
fiksnu strukturu s 4 fiksne tocke i bloka dobiva se 891 potencijalna matrica
takticke dekompozicije.

5.2.1 Ispitivanje izomorfnosti na bazi strukturalnih in-
varijanata

Jednako kao i kod prethodne trojke parametara, i kod ovog dizajna, prvi cilj
istrazivanja bila je parcijalna klasifikacija, u ovom konkretnom sluc¢aju uz djelo-
vanje automorfizma reda 3 koji fiksira cetiri tocke i cetiri bloka. Oba koraka
konstrukcije, kreiranje matrica takticke dekompozicije i njihovo indeksiranje,
zavrsili su u prihvatljivom vremenu. Medutim glavnim se problemom ovdje
pokazalo ispitivanje izomorfnosti dobivenih struktura. Kako bi se izomorfnost
ispitala sto brze, kod istrazivanja ovih parametara primijenjena je metoda
bazirana na usporedbi strukturalnih invarijanata.

Definicija 5.1 Neka je M skup incidencijskih matrica kombinatorickog diza-
gna D s parametrima t-(v, k, \), i neka je n prirodni broj. Preslikavanje « :
M — Vi, naziva se strukturalna invarijanta ako za svake dvije matrice My,

My € M wvrijedi a(My) # a(My) = My % M, .

Primjerice, strukturalna invarijanta moze biti red grupe automorfizama,
buduéi da ako dva dizajna imaju razlicite redove grupa onda sigurno pripadaju
razlicitim klasama izomorfnosti. Nadalje, statistika presjeka redaka ili stupaca
incidencijske matrice takoder predstavlja strukturalnu invarijantu. U praksi je
vazno da se invarijanta pojedine matrice moze Sto brze izra¢unati i da duljina
dobivenog vektora bude $to manja (kako bi usporedba bila sto brza).
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MTD, MT D,

3333300000000 3333300000000
2210022211110 3110022111111
1111120022202 1003111221111
1111101121032 0221010112221
0012212201211 0110312111112

2-(13,5,5) dizajn s |Aut(D)| = 3072

111111111111111000000000000000000000000
110110100000000110110110100100100100000
011011010000000011011011010010010010000
101101001000000101101101001001001001000
100100010100100011000000110011101000110
010010001010010101000000011101110000011
001001100001001110000000101110011000101
100100001001001000010010011010000111011
010010100100100000001001101001000111101
001001010010010000100100110100000111110
000000100110110001110110000010011001001
000000010011011100011011000001101100100
000000001101101010101101000100110010010

2-(13,5,5) dizajn s |Aut(D)| = 1

111111111111111000000000000000000000000
111100100000000110110100100100100100100
111010010000000011011010010010010010010
111001001000000101101001001001001001001
100000000111100100100110110010010001001
010000000111010010010011011001001100100
001000000111001001001101101100100010010
000110110100000100000001001110011101010
000011011010000010000100100011101110001
000101101001000001000010010101110011100
000100010000111100011001100001010010101
000010001000111010110010001100100001011
000001100000111001101100010010001100110

Slika 5.1: Najpravilniji konstruirani i primjerak najjednostavnijeg dizajna

87



Lema 5.1 Neka su dane incidencijske matrice My, My, ..., M,, kombinatorickog
dizagna D i neka su Cy,Cy, ...,Cy, njima pridruZene strukturalne invarijante.
Neka su Sy,Ss, ..., Sy disjunktni podskupovi skupa svih matrica, takvi da se u
pojedinom podskupu nalaze matrice jednakih strukturalnih invarijanti. Tada ti
skupovi predstavijaju klase medusobno neizomorfnih incidencijskih matrica.

Na ovoj lemi temelji se algoritam za ispitivanje izomorfnosti: najprije se
dani skup matrica razvrsta u disjunktne skupine (po kriteriju strukturalne in-
varijante) a zatim ispita izomorfnost svake skupine matrica zasebno (u ovom
radu programom Incfilter). Pseudokod implementiranog algoritma
Char Filter prikazuje Slika 5.2. Glavne varijable u algoritmu jesu nrO fDif fChar,
dvodimenzionalno polje strC'har te jednodimenzionalna polja charO fMat i
nextMat. Varijabla cjelobrojnog tipa nrOfDif fChar predstavlja broj ra-
zlicitih strukturalnih invarijanti. U polje strChar spremljene su trenutno
pronadene invarijante, kako bi se moglo ustanoviti da li je tekuca invarijanta
ve¢ pronadena u skupu ulaznih matrica. i-ti element polja charO fMat pred-
stavlja redni broj (u polju strChar) invarijante matrice M;. Sli¢no, i-ti el-
ement polja nextMat pokazuje redni broj sljedec¢e iz niza matrice koja ima
jednaku invarijantu kao i M;. U svakom koraku glavne petlje (¢iji je indeks
currMat) algoritam najprije odredi strukturalnu invarijantu i spremi je u polje
currStrChar. Nakon toga se provjeri da li se currStrChar veé¢ nalazi u skupu
pronadenih invarijanti strC'har. Ukoliko to nije istina, tekuca se invarijanta
dopise u strChar a varijabli nrO fDif fChar se vrijednost povec¢a za 1. Uko-
liko je pak takva invarijanta ve¢ pronadena, tada se za prethodnu matricu s
takvom invarijantom zapamti redni broj tekuée matrice (redni broj prethodne
matrice zapisan je u prevMat[i — 1]). U oba slucaja (invarijanta je pronadena
ili ne) elementu charO f Mat[currMat] se pridruzuje redni broj invarijante u
polju strChar.

Primjer rada algoritma za jedan konkretan skup ulaznih matrica i za jednu
konkretnu strukturalnu invarijantu ilustriran je Slikom 5.3. Zadano je 9 ma-
trica dizajna 2-(13,5,5) kojima treba ispitati izomorfnost (datoteka ”prim-
jerl.txt” s tim matricama se moze pronaé¢i u Prilogu B, u arhivi ”charFil-
ter.zip”). Za strukturalnu invarijantu je odabrana statistika presjeka triju stu-
paca. Dakle, ispituje se (339) = 9139 presjeka trojki stupaca. U ovom slucaju
za presjek, u oznaci ¢, vrijedi ¢ € {0,1,..., A}. Ukoliko tekuéa trojka stupaca
ima ¢ zajednickih tocaka tada se vrijednost elementa currStrChar|q] poveca
za 1. Slika 5.4 prikazuje ekstrakt iz procedure StrCharCalc ra¢unalnog pro-
grama CharFilter, koja racuna strukturalnu invarijantu tekuce incidencijske
matrice. U skupu od danih 9 matrica, Sest je razli¢itih invarijanti; buduci da
prva i peta matrica imaju jednake invarijante, zatim druga i Sesta te cetvrta
i sedma. Algoritam je to prepoznao i zabiljezio u polju charO fMat (parovi
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Algorithm CharFilter(M;, My, ..., M,,,n, v, b)
nrOfDif fChar =0
YeurrMat; currMat =1,...,n
izracunaj currStrChar|]
alreadyFound = false; i =0
while (not(alreadyFound) and ¢ < numO fDif fChar)
if (currStrChar(] = strucChar[i][]) then
already Found = true
i=1+1

if (alreadyFound) then
charO f Mat[currMat] =i — 1
nextMat[prevMat[i — 1]] = curr Mat
prevMati — 1] = currMat

else
strChar[nrOfDif fChar]]] < currCharl]]
charO f Mat[currMat] = nrO fDif fChar
prevMatnrO fDif fChar] = currMat
numO fDif fChar + +

end

Slika 5.2: Pseudokod algoritma Char Flilter
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currMat currStrChar charOfMat nextMat
0 3970 4456 681 31 1 O 0 4
1 3979 4429 708 22 1 0 1 5
2 3976 4438 699 25 1 0 2 -1
3 3982 4420 717 19 1 0 3 6
4 3970 4456 681 31 1 O 0 -1
5 3979 4429 708 22 1 0 1 -1
6 3982 4420 717 19 1 0 3 -1
7 3988 4402 735 13 1 0 4 -1
8 3985 4411 726 16 1 O 5 -1

Slika 5.3: Ilustracija rada algoritma Char Filter

for (1=0; I<lam+1; 14++) CurrStrChar|[l]=0;
for (i=0; i<b-2; i++)
for (j=i+1; j<b-1; j++)
for (jj=j+1; jj<b; ji++){
sum=0;
for (1=0; I<v; 14++) sum=sum~+M[1][i]*M[L] [j]*M[1][jj];
CurrStrChar[sum]++;

Slika 5.4: Izvorni tekst programa za izrac¢un strukturalne invarijante

matrica s jednakim invarijantama imaju jednake vrijednosti pripadnih eleme-
nata u tom polju; tj. charOfMat[0] = charOfMat[4],...). Ekvivalentna
informacija zabiljezena je i u polju nextMat: vrijednost next Mat|0] = 4 znaci
da matrice pod rednim brojevima 0 i 4 imaju jednake invarijante. Nadalje,
buduéi da je nextMat[4] = —1, to je matrica pod rednim brojem 4 zadnja
u nizu matrica koje imaju invarijantu pod rednim brojem 0 (opéenito, —1 je
oznaka da je doti¢na matrica zadnja u nizu). U implementaciji CharFilter
nakon obrade ulazne datoteke - u kojoj su matrice koje treba ispitati, u jednoj
dvostrukoj petlji "prolazi” se polje nextMat kako bi se matrice razvrstale u
izlazne datoteke (u ovom konkretnom slucaju bit ¢e 6 datoteka).
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5.2.2 Klasifikacija uz uvjet djelovanja automorfizma reda
3 koji fiksira 4 fiksne tocke te 4 bloka

Kada je razvoj racunalnog programa CharFilter zavrSen, njime je provedeno
ispitivanje izomorfnosti konstruiranih incidencijskih matrica (radi se, dakle,
o skupu svih incidencijskih matrica dizajna 2-(16,6,5) na koje automorfizam
reda 3 djeluje). Za strukturalnu invarijantu koristena je statistika presjeka
stupaca incidencijske matrice. Prije pokretanja programa CharFilter, svaka
od 891 datoteke s incidencijskim matricama filtrirana je pomocu programa
Incfilter. Na taj nacin dobivene rezultantne datoteke bile su ulazne datoteke
za filtriranje pomoc¢u odabrane strukturalne invarijante. Nakon nesto vise
od tjedan dana vremena racunalni program Chaf Filter je zavrSio s radom,
rasporedivsi ulazne matrice u 95105 datoteka pri cemu matrice iz razlicitih
datoteka pripadaju razlicitim klasama izomorfnosti. Nakon toga preostalo je
ispitati izomorfnost medu incidencijskim matricama svake pojedine skupine
(datoteke). Naposljetku je dobiveno 203398868 neizomorfnih dizajna. Ti-
jekom zadnjeg koraka ispitivanja izomorfnosti, radi lakseg baratanja, 95105
dobivenih datoteka je razvrstano u skupine kako prikazuje Tablica 5.4. Pro-
gram Incfilter pokrenut je potrebni broj puta pomoé¢u skripti (batch datoteke)
za operativni sustav Windows. Ova parcijalna klasifikacija predstavlja jedan
od najzahtjevnijih (tehnicki i operativno) testova u ovom radu, uz spomenuta
dva testa kod simetri¢énih dizajna.

Tablica 5.4: Detaljniji rezultati za 2-(16,6,5) Fp4Fb4 C

Datoteka nLso
[0, 10000 29877421
10001, 20000 49972314
20001, 30000 5590651
30001, 40000 2503949

]

]

|
40001,50000] 5779045

]

]

]

50001, 60000 27588732
60001, 70000] 38667825
70001, 80000 26148044

———mr—r——r——— —

80001,95104] 17270887
> 203398868

Kao redovi grupa automorfizama ustanovljeni su brojevi 3, 6, 9, 12, 18, 24,
72, 192, 384 i 768. Tablica 5.5 prikazuje ucestalosti pojedinih redova grupa
automorfizama za odabrani uzorak. Sljedeca propozicija iskazuje rezultat par-
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Tablica 5.5: Rezultati konstrukcije za 2-(16,6,5) C (MTD s 4 fiksne tocke)

|Aut(D)| Frekvencija

3 21254100

6 37
12 2
24 3490
192 52

cijalne klasifikacije dizajna 2-(16,6,5) uz djelovanje automorfizma reda 3.

Propozicija 5.3 Postoji 203398868 nesimetricnih dizajna s parametrima (16,6, 5)
koji dopustaju djelovanje automorfizma reda 3 koji fiksira 4 tocke i 4 bloka.

5.2.3 Konstrukcije dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama

Kako bi se dobio dojam o odnosu broja dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama ("CAC” slucaj) i broja dizajna s ostalim redovima grupa (" C” slucaj),
odabrana je jedna matrica takticke dekompozicije za koju je pokrenuta "C” i
"CAC” konstukcija. Konstrukcijom tipa ”C” dobiveno je 225404 incidencijskih
matrica od kojih su sve imale red grupe automofizama jednak 3. U ”CAC”
slucaju konstuirano je 51986104 incidencijskih matrica. Od tog broja, izomor-
fizam je ispitan za skup od prvih milijun matrica, pri ¢emu je izolirano ukupno
472971 neizomorfnih struktura od ¢ega njih 430134 s trivijalnom grupom au-
tomorfizama. Tablica 5.6 prikazuje opisane usporedne rezultate ”C” i "CAC”
konstrukcije. Uzimajuéi u obzir da razli¢iti redovi grupa automofizama po-

Tablica 5.6: C i CAC konstrukcija za jednu MT D

Konstrukcija — numincmat niso | Aut(D)|
C 450808 225404 3(225404)
CAC (djelomiéno) 51986104 > 472071 1(430134),3(42837)

drazumijevaju neizomorfne dizajne, moze se iskazati sljedec¢a tvrdnja.

Propozicija 5.4 Postoji najmange 203829002 2-dizajna s parametrima (16,6, 5).
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Kako bi se stekao dojam o veli¢ini incidencijske matrice te veli¢ini grupa
automorfizama koje djeluju na ovaj dizajn, dva konkretna dizajna (jedini kon-
struirani s redom grupe 768 i jedan od dizajna s trivijalnom grupom auto-
morfizama) prikazana su na slici 5.5. Za naglasiti je da prethodna propozicija
slijedi samo iz rezultata dobivenih na osnovu djelovanja automorfizma reda
3 na jedan konkretan nacin. Znajuéi da postoji 9467 potencijalnih matrica
takticke dekomporzicije s jednom fiksnom tockom i jednim fiksnim blokom,
moze se samo pretpostaviti koliko je jos neotkrivenih dizajna ovih parametara.
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2-(16,6,5) dizajn s |Aut(D)| = 768

1110111111111111000000000000000000000000
1101111000000000111111111000000000000000
1011111000000000000000000111111111000000
0111000111000000111000000111000000111000
1000000110100100110100100000110110100100
1000000011010010011010010000011011010010
1000000101001001101001001000101101001001
0100100100010010100010010110100100000111
0100010010001001010001001011010010000111
0100001001100100001100100101001001000111
0010100100010010000101101001011000101010
0010010010001001000110110100101000110001
0010001001100100000011011010110000011100
0001100000101101100010010001000011101010
0001010000110110010001001100000101110001
0001001000011011001100100010000110011100

2-(16,6,5) dizajn s |Aut(D)| = 1

1110111111111111000000000000000000000000
1101111000000000111111111000000000000000
1011000111000000111000000111111000000000
0111000000111000000111000111000111000000
1000110000100100000100100110110100110100
1000011000010010000010010011011010011010
1000101000001001000001001101101001101001
0100100110100000100000110001001011100110
0100010011010000010000011100010101001101
0100001101001000001000101010100110010011
0010100001100010101011000000010100101011
0010010100001100011101000000001001011110
0010001010010001110110000000100010110101
0001000100001111100100110100010010001001
0001000010010111010001101010001100100010
0001000001100111001010011001100001010100

Slika 5.5: Najpravilniji i jedan od dizajna sa samo trivijalnom grupom auto-
morfizama
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5.3 Konstrukcija nesimetricnog dizajna
s parametrima (21,6,4)

Automorfizam reda 3 moze djelovati na nesimetriéni dizajn (21,56, 16,6,4)
na vise na¢ina. Obrzirom da je konstrukcija ovog dizajna znatno slozenija
nego kod prethodna dva nesimetricna dizajna, za obradu je odabran jedan
konkretan slucaj djelovanja automorfizma. Pri tome se nastojalo odabrati
djelovanje automorfizma sa sto veé¢im brojem fiksnih tocaka i blokova, kako bi
prostor rjeSenja pri konstrukciji bio Sto manji.

Program Orbmat pokrenut je za slucaj kada je f =61 F' = 8, no ni za taj
jedan slucaj nisu konstruirane sve potencijalne matrice takticke dekompozicije
ve¢ samo one s fiksnim strukturama

111100003333000000000000
111100000000333300000000
111100000000000033330000
100011103000300030003000
100011100300030003000300
100011100030003000300030

i

111100003333000000000000
111100000000333300000000
111100000000000033330000
100000003000300030003300 °
100000000300030003003030
100000000030003000300330

U prvom slucaju dobiveno je 250 matrica a u drugom 68; ukupno, dakle, 318
matrica takticke dekompozicije. Kako je unaprijed bilo jasno da neée biti
moguce provesti parcijalnu klasifikaciju (niti kada bi na raspolaganju bile sve
potencijalne matrice takticke dekompozicije), osmisljena su tri eksperimenta
kako bi se dobio uvid u broj i strukturu ovih nesimetri¢nih dizajna.

Zadatak prvog testa bio je analizirati jednu matricu takticke dekompozicije.
Algoritam Tact3 uspjesno je prvu od matrica razvio u incidencijske matrice
dizajna, konstruiravsi 241314960 struktura. Ovaj test je odmah potvrdio pret-
postavke o tezini iscrpne pretrage, buduéi da je tih, vise od 241 milijun matrica,
zauzelo 287 GB trajne memorije racunala. Od tog broja dobivenih inciden-
cijskih matrica, izomorfnost je ispitana za prvi milijjun matrica. Racunalni
program Incfilter ustanovio je da je svih tih milijun matrica neizomorfno.
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Stovise, u cijelom tom skupu javlja se samo jedan red grupe automorfizama,
red 3.

Drugi eksperiment je pokrenut s teznjom da se ispita koliko se dizajna do-
biva, do na automorfizam, ako se iz svake od 318 matrica konstruira samo
prvih 1000 incidencijskih matrica. Nakon sto je tih 318000 matrica konstru-
irano (Tact3), ispitana je njihova izomorfnost (Incfilter). Ponovo, kao u
prethodnom testu, sve matrice u tom skupu bile su neizomorfne i sve su imale
red grupe automorfizama jednak 3. Iz prvog testa jasno slijedi da bi iscrpna
pretraga te matrice za "CAC” slucaj bila prezahtjevna za trajnu memoriju
racunala. Stoga je uveden dodatni uvjet na konstrukciju - fiksiran je, uz vek-
tor u prvom retku, jos jedan vektor (u drugom retku varijabilnog dijela matrice
takticke dekompozicije). S ovim ograni¢enjem dobiveno je 5895429 incidenci-
jskih matrica, od kojih je 978653 njih neizomorfno. Od tog broja neizomorfnih
dizajna, 700745 struktura ima trivijalnu grupu automorfnizama a 277908 je
dizajna ¢iji je red pune grupe automorfizama jednak 3. Tablica 5.7 usporeduje
rezultate dobivene u prvom i tre¢em eksperimentu. Za sve dobivene dizajne

Tablica 5.7: Usporedba rezultata za jednu MT D

Konstrukcija — numincmat niso |Aut(D)|
C 241314960 >1000000 3(1000000)
CAC (djelomicno) 5895429 078653 1(700745),3(277908)

ispitano je i da li su oni jednostavni. Pomocu programa SelectSimple us-
tavljeno je da je svih milijun struktura dobiveno u prvom testu, svih 318000
struktura iz drugog testa te svih 978653 neizomorfnih dizajna iz treceg testa
jednostavno, tj. da nemaju jednakih blokova. Slijedi propozicija koja iskazuje
trenutni broj poznatih dizajna s parametrima 2-(21,6,4).

Propozicija 5.5 Postoji najmangje 1700745 2-dizajna s parametrima (21,6, 4),
1 svi su ti dizajni jednostavni.

Za ilustraciju opisanih konstrukcija, na Slici 5.6 su prikazani dizajni jedinih
redova grupa automorfizama koje se pojavljuju u dobivenim strukturama. Os-
taje dojam da je konstruiran tek manji dio od svih dizajna s ovim parametrima
i da vjerojatno 1 i 3 nisu jedini prisutni redovi grupa (ve¢ vjerojatno najzas-
tupljeniji).
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2-(21,6,4) dizajn s |Aut(D)| = 3

11110000111111111111000000000000000000000000000000000000
11110000000000000000111111111111000000000000000000000000
11110000000000000000000000000000111111111111000000000000
10000000111000000000111000000000111000000000111111000000
10000000000111000000000111000000000111000000111000111000
10000000000000111000000000111000000000111000000111111000
01001110100100100000100100100000100100000100000100100100
01001110010010010000010010010000010010000010000010010010
01001110001001001000001001001000001001000001000001001001
00101001100100100000010000000110000010100010100001001001
00101001010010010000001000000011000001010001010100100100
00101001001001001000100000000101000100001100001010010010
00010100100000100100000100010100000001010001011010000011
00010100010000010010000010001010000100001100101001000101
00010100001000001001000001100001000010100010110100000110
00000010000100010110110001000100001000101001010000010100
00000010000010001011011100000010100000110100001000001010
00000010000001100101101010000001010000011010100000100001
00000001100001000011000100101010011001000010000010010100
00000001010100000101000010110001101100000001000001001010
00000001001010000110000001011100110010000100000100100001

2-(21,6,4) dizajn s |Aut(D)| =1

11110000111111111111000000000000000000000000000000000000
11110000000000000000111111111111000000000000000000000000
11110000000000000000000000000000111111111111000000000000
10000000111000000000111000000000111000000000111111000000
10000000000111000000000111000000000111000000111000111000
10000000000000111000000000111000000000111000000111111000
01001110100100100000100100100000100100000100000100100100
01001110010010010000010010010000010010000010000010010010
01001110001001001000001001001000001001000001000001001001
00101001100100100000010000000110000010100010100001001001
00101001010010010000001000000011000001010001010100100100
00101001001001001000100000000101000100001100001010010010
00010100100000100100000100010100000001010001011010000011
00010100010000010010000010001010000100001100101001000101
00010100001000001001000001100001000010100010110100000110
00000010000100010110110001000100001000101001010000010100
00000010000010001011011100000010100000110100001000001010
00000010000001100101101010000001010000011010100000100001
00000001100001000011000100011001110010000001000001010100
00000001010010000101000001110100011100000100000100001001
00000001001100000110000010101010101001000010000010100010

Slika 5.6: Dizajni 2-(21,6,4) jedinih konstruiranih redova grupa automor-
fizama
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Poglavlje 6

Racunalne konstrukcije
3-dizajna

Dok su u prethodna dva poglavlja predstavljene konstrukcije novih 2-dizajna,
simetricnih i nesimetricnih, ovo se poglavlje bavi konstrukcijama dizajna s
parametrima oblika 3-(v, k, ). Moze se re¢i da je ovdje rije¢ o jos pravilnijim
strukturama, buduc¢i da se kod 3-dizajna svaka trojka redaka incidencijske
matrice sijece u A tocaka. Ocigledno, svaki t-dizajn, ¢ > 2 je ujedno i 2-dizajn,
kao Sto je ve¢ navedeno u poglavlju 2.1.

Teorem 6.1 Svaki t-(v, k, \) dizajn je ujedno i s-(v, k, ) dizajn, 0 < s <,
pri cemu je

(v=—s)v—s—1)...(v—t+1)
(k—s)(k—s—1)..(k—t+1)

A =\ (6.1)

Primjerice, dizajn s parametrima 3-(14,4, 1) ujedno je i 2-dizajn sa A\ = 6,
sukladno prethodnom teoremu. Cetiri takva neizomorfna 3-dizajna, sa velikom
grupom automorfizama, konstruirana su u radu Mendelsohn-a i Hung-a iz 1972.
[20].

Tablica 6.1 prikazuje neke beskonacne serije 3-dizajna; osim opcée forme
parametara, u tablici su vidljivi i parametri v, b, r, k i A za prvih nekoliko
redova doticnog dizajna. Na tim se primjerima moze zapaziti jedno istaknuto
svojstvo 3-dizajna: broj blokova u pravilu je izrazito velik u odnosu na broj
tocaka. Jedna od istaknutih serija 3-dizajna jesu Hadamardovi 3-dizajni. Moze
se pokazati da ako postoji Hadamardova matrica reda 4n, tada postoji 2-
(4n —1,2n — 1,n — 1) dizajn, koji se pak moze nadograditi do Hadamardovog
3-dizajna 3-(4n,2n,n — 1) [22].

Ve¢ je u uvodnom dijelu rada kao primjer ¢-dizajna naveden Hadamardov
3-dizajn najmanjih parametara. Takoder je u drugom poglavlju rada opisana
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Tablica 6.1: Neke beskonacne serije 3-dizajna

Parametri

t—(v,b,r k,\)

3-(4n,2n,n — 1)

3-(8,14,7,4,1)
3-(12,22,11,6,2)
3-(16,30, 15,8, 3)

3-(n,4,1),

n = 2,4(mod6)
3-(14,91,26,4, 1)
3-(16,140, 35,4, 1)
3-(20, 285, 57,4, 1)

3_(q + 17 47 2)7

q = 1(mod3)
3-(5,5,4,4,2)
3-(8, 28, 14, 4, 2)

3-(g+ 1,4,3),

neparni g > 5
3-(6,15,10,4,3)
3-(8,42,21,4,3)

3-(4n,4,2n — 3),

n>2
3-(8,14,7,4,1)
3-(12,165, 55,4, 3)
3-(16, 700,175, 4, 3)

Tablica 6.2: Broj konstruiranih Hadamardovih 3-dizajna

n t-— (v k,\) niso
2 3(841) 1
3 3-(1262) 1
4 3(1683) 5
5 3-(20,10,4) 3
6 3-(24,12,5) 62
7 3-(28,14,6) 176
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rucna konstrukcija za dizajn 3-(12,6,2), kao i ra¢unalna konstrukcija dizajna
3-(16,8,3). Slijedi opis racunalnih konstrukcija jos nekoliko Hadamardovih
3-dizajna izvedenih u ovom radu. Tocnije, kao Sto je opisano u nastavku, ost-
varene su parcijalne klasifikacije za parametre 3-(20,10,4) i 3-(28,14,6). Za
parametre 3-(24,12,5) dobivena su tri dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama. Sumarne rezultate za broj dobivenih dizajna prikazuje Tablica 6.2.

6.1 Konstrukcija Hadamardovog 3-dizajna
reda 15

Cetvrti dizajn u seriji Hadamardovih dizajna je onaj s parametrima 3-(20,10,4).
Taj dizajn tvori 38 blokova pri ¢emu je svaka tocka incidentna s 19 blokova.
Bududi da je, dakle, r = 19 a A\ = 4 red ovog dizajna je 15. Incidencijska
matrica ovog dizajna je binarna 20 x 38 matrica ¢ija se svaka tri retka sijeku
u cetiri tocke. Kod ovog dizajna automorfizam reda 3 djeluje jedino na nacin
da formira dvije fiksne tocke i dva fiksna bloka. Ta je ¢injenica ustanovljena
pomocu racunalnog programa Orbmat, pri ¢emu je dobivena jedna matrica
takticke dekompozicije uz pretpostavku djelovanja automorfizma reda 3 koji
fiksira dvije tocke i dva bloka.

Kada je racunalni program T'act3 pokrenut s tom matricom takticke dekom-
pozicije kao ulaznim parametrom, za ”C” slu¢aj dobiveno je 11 incidencijskih
matrica. Pomoc¢u racunalnog programa Incfilter ustanovljeno je da su u tom
skupu matrica 3 matrice medusobno neizomorfne. Dakle, za ”C” slucaj kon-
struirana su 3 neizomorfna Hadamardova dizajna s parametrima 3-(20, 10, 4).
Redovi grupa automorfizama tih dizajna jesu 96,144 i 171.

Kada je analogni postupak konstrukcije proveden za ” CAC” slucaj, tj. kada
su tijekom indeksiranja uzimane u obzir kombinacije ciklickih i anticiklickih
podmatrica reda 3, tada je dobiveno 26 incidencijskih matrica. Medutim, i u
ovom slu¢aju dobivena su, do na izomorfizam 3 dizajna (dakle, ista 3 kao kod
”C” konstrukcije). Tablica 6.3 prikazuje navedene rezultate.

Tablica 6.3: Rezultati konstrukcije za 3-(20, 10, 4)

Konstrukcija — numincmat numdes |Aut(D)|
c 11 396,144, 171
CAC 26 396,144, 171
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6.2 Konstrukcija Hadamardovog 3-dizajna
reda 18

Hadamardov dizajn s parametrima 3-(24,12,5) ima 46 blokova, pri ¢emu je
svaka od 24 tocke incidentna s 23 bloka. Svaka se tri retka incidencijske matrice
dimenzija 24 x 46 sijeku u 5 tocaka.

Automorfizam reda 3 djeluje na ovaj dizajn na Cetiri razlic¢ita nacina, tako
da fiksira:

- Cetiri bloka i nijednu tocku,

- 10 blokova i nijednu tocku,

- 3 tocke i 10 blokova,

- te 6 tocaka i 10 blokova.

U slucaju kada automorfizam reda 3 fiksira 4 bloka i niti jednu tocku, dobivene
su dvije matrice takticke dekompozicije dok je u preostala tri slucaja dobivena
po jedna matrica takticke dekompozicije.

Veé kod ovih parametara (kada su u pitanju konstrukcije Hadamardovih
3-dizajna) nije bilo moguce provesti indeksiranje svih dobivenih kandidata za
matrice takticke dekompozicije ¢ak ni kod ”C” konstrukcije. Naime, slozenost
problema, tj. broj kombinacija ciklickih odnosno anticiklickih matrica reda 3,
koje je trebalo ispitati bio je prevelik da bi se indeksiranje zavrsilo u prakti¢cnom
vremenu. Za ilustraciju procjene vremena potrebnog za indeksiranje onih ma-
trica takticke dekompozicije koje su bile preslozene da bi se taj postupak mogao
provesti, usporedimo broj ”dobrih” vektora u prvom retku kod jedne indeksir-
ane i jedne neindeksirane matrice. Indeksiranje matrice takticke dekompozicije
sa 6 fiksnih tocaka i 10 fiksnih blokova, u 7CAC” slucaju trajalo je oko jedan
dan pomoc¢u PC racunala. Pri tome je broj dobrih kombinacija vektora u pr-
vom retku bio 8028; dakle, nesto vise od 8 tisuca ”"grana” koje treba iscrpno
pretraziti. U slucaju, pak, ”CAC” indeksiranja matrice takticke dekompozicije
koja ima 3 fiksne tocke i 10 fiksnih blokova, broj ”grana” iznosio je 156816.

Tablica 6.4 prikazuje dobivene rezultate (za ”C” 1 "CAC” slucaj). Dakle,
konstruirana su ukupno 62 dizajna razmatranih parametara. Redovi grupa
automorfizama koji se javljaju kod dizajna dobivenih "C” konstrukcijom jesu
6, 12, 18, 24, 36, 48, 144, 240, 288, 1440 i 15840.

Nakon zavrSetka parcijalne klasifikacije, one uz djelovanje automorfizma
reda 3, pristupilo se drugom tipu konstrukcije, s ciljem moguceg dobivanja
dizajna s trivijalnom grupom automorfizama. Na ovaj je nacin indeksirana
jedna matrica takticke dekompozicije, i to ona kod koje automorfizam reda
3 fiksira Sest tocaka i deset blokova. Kao sto prikazuje Tablica 6.4, pomoc¢u
racunalnog programa T'act3 dobiveno je 3600 incidencijskih matrica. Testi-
ranje izomorfnosti, koje je izvedeno racunalnim programom Incfilter, pokazalo
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Tablica 6.4: Rezultati konstrukcija za 3-(24, 12, 5)

MTD Konstrukcija numincmat numdes

Fp6Fbl0 C 360 24
Fp3Fbl0 C 0 0
Fp6Fbl0 CAC 3600 62

je da se medu tim matricama nalaze 62 neizomorfna dizajna. U skladu s is-
trazivackim teznjama, pokazalo se da neki od tih dizajna imaju trivijalnu grupu
automorfizama.

Kod ovog tipa konstrukcije, osim redova grupa automorfizama dobivenih
kod 7C” slucaja, javljaju se josi 1, 2, 4, 8, 16 i 32. Frekvencije pojavljivanja
ovih redova, medu ovdje konstruiranim dizajnima, prikazuje Tablica 6.5.

Tablica 6.5: Frekvencije redova grupa za 3-(24,12,5), Fp6Fb10

|Aut(D)| Frekvencija
3
10

—_
—_

1
2
4
6

(@}

8

12
16
18
24
32
36
48
144
240
288
1440
15840

el el Sl OB NCRETAN ) \O R ) B @) I
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3-(24,12,5) dizajn s |Aut(D)| =1

1111100000111111111111111111000000000000000000
1111100000111111000000000000111111111111000000
1111100000000000111111000000111111000000111111
1100011100111000111000111000111000111000111000
1100011100111000000111000111000111000111111000
1100011100000111111000000111000111111000000111
1011010010100100100100110110100100110110110110
1011010010010010010010011011010010011011011011
1011010010001001001001101101001001101101101101
1000101110100110001011110001011100001101010110
1000101110010011100110101100101001010110001011
1000101110001101010101011010110010100011100101
0110101001100001001010011110100010011101101110
0110101001010100100001101011010001101110110011
0110101001001010010100110101001100110011011101
0101010101100101010110101001011001010011100110
0101010101010011001101110010110100100101001011
0101010101001110100011011100101010001110010101
0010011011110110011101001100101011100001010010
0010011011011101101110010001011110010100100001
0010011011101011110011100010110101001010001100
0001100111110001110001010101001110101010101010
0001100111011100011010100110100101011001110001
0001100111101010101100001011010011110100011100

3-(24,12,5) dizajn s |Aut(D)| = 2

1111100000111111111111111111000000000000000000
1111100000111111000000000000111111111111000000
1111100000000000111111000000111111000000111111
1100011100111000111000111000111000111000111000
1100011100111000000111000111000111000111111000
1100011100000111111000000111000111111000000111
1011010010100100100100110110100100110110110110
1011010010010010010010011011010010011011011011
1011010010001001001001101101001001101101101101
1000101110100110001011110001011100001101010110
1000101110010011100110101100101001010110001011
1000101110001101010101011010110010100011100101
0110101001100010010001101110100001101011011110
0110101001010100001100011101001010110101110011
0110101001001001100010110011010100011110101101
0101010101100101010110101001011001010011100110
0101010101010011001101110010110100100101001011
0101010101001110100011011100101010001110010101
0010011011110101101011001010110011001100100010
0010011011011110110101100001011101100010010001
0010011011101011011110010100101110010001001100
0001100111110001110001010101001110101010101010
0001100111011100011010100110100101011001110001
0001100111101010101100001011010011110100011100

Slika 6.1: Konstruirani dizajni 3-(24, 12, 5)
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6.3 Konstrukcija Hadamardovog 3-dizajna
reda 21

Hadamardov dizajn reda 21 je dizajn s parametrima 3-(28, 54,27, 14, 6). Dakle,
incidencijska matrica ovog dizajna je dimenzija 28 x 54 te prikazuje s kojih je
27 blokova pojedina tocka incidentna. Bilo koja 3 retka ove matrice imaju na
6 pozicija same jedinice. Kod ovog dizajna automorfizam reda 3 djeluje na tri
razlic¢ita nacina:

- fiksira jednu tocku i nijedan blok,

- zatim 4 tocke i 6 blokova

- te 7 tocaka i 12 blokova.

U prvom je sluc¢aju, pomoc¢u racunalnog programa Orbmat dobiveno 5 ma-
trica takticke dekompozicije, u drugom su slu¢aju dobivene 3 matrice a u
tre¢em jedna matrica takticke dekompozicije. Bilo je moguce indeksirati sva
tri tipa matrica za ” C” slucaj. Pojedinacne rezultate za svaki od 3 tipa matrica
takticke dekompozicije prikazuje Tablica 6.6. Naposljetku su incidencijske ma-
trice dobivene u svakom od ”3” sluc¢aja skupljene u jednu datoteku te im je
ispitana izomorfnost pomoc¢u rac¢unalnog programa Incfilter. Ukupno je do-
biveno 176 neizomorfnih dizajna, ¢ime je ostvarena parcijalna klasifikacija ovog
dizajna uz djelovanje automorfizma reda 3. Redovi grupa koji se pojavljuju
medu tim dobivenim dizajnima jesu: 3, 6, 9, 12, 18, 27, 39, 156 i 1053. Pri-
padne frekvencije mogu se ocitati u Tablici 6.7.

Tablica 6.6: Rezultati C konstrukcije za 3-(28, 14, 6)

MTD numincmat numdes

Fp7Fb12 840 23
Fpd Fb6 1663 140
FplFb0 1260 22

sVt 3763 176
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Tablica 6.7: Rezultati C konstrukcije za 3-(28, 14, 6)

|Aut(D)| Frekvencija

3 152

6 14

9 2

12 1
18 3
27 1
39 1
156 1
1053 1

S 176

3-(28, 14, 6) dizajn s |Aut(D)| = 3

111000111111111111111111111111000000000000000000000000
100110111111111111000000000000111111111111000000000000
010101111111000000111111000000111111000000111111000000
001011111000111000111000111000111000111000111000111000
111000100110110000100100100110100110110110111100100110
111000010011011000010010010011010011011011111010010011
111000001101101000001001001101001101101101111001001101
110100110000100110110010001101001101011010100101111010
110100011000010011011001100110100110101001010110111001
110100101000001101101100010011010011110100001011111100
101010100110000110011001110001011010101001100111100110
101010010011000011101100011100101001110100010111010011
101010001101000101110010101010110100011010001111001101
100110100100011001010111011100101001000011011010101110
100110010010101100001111101010110100000101101001110011
100110001001110010100111110001011010000110110100011101
011001110001010101000101101001011100100111001110011010
011001011100001110000110110100101010010111100011101001
011001101010100011000011011010110001001111010101110100
010101000110011011101010101001011100011100010010100111
010101000011101101110001110100101010101010001001010111
010101000101110110011100011010110001110001100100001111
001011100001011110101011000110100111001100100010011110
001011010100101011110101000011010111100010010001101011
001011001010110101011110000101001111010001001100110101
000111110101100001001010110111000010011101011101001010
000111011110010100100001011111000001101110101110100001
000111101011001010010100101111000100110011110011010100

Slika 6.2: Konstruirani dizajn 3-(28, 14, 6)
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Poglavlje 7

Razvijeni pomoc¢ni racunalni
programi

Tijekom razvoja alogoritma za indeksiranje - srediSnjeg algoritma u ovome
radu, ukazala se potreba i za razvojem nekoliko pomoénih aplikacija. Razvijeni
su sljedeci konzolni racunalni programi:

CheckBIBD
Check3Des
MergeFiles
ExtractMat
SelectSimple
CompareMat
CountMatrices

CountAut.

Uglavnom je rije¢ o manjim aplikacijama sa stotinjak linija izvornog koda. Na-
jprije slijedi opis namjene pojedinog programa a zatim detalji o implementaci-
jskim rjeSenjima. Svi su programi implementirani tako da se mogu koristiti na
operativnom sustavu Windows, dok za neke od njih postoji i Linux verzija.

7.1 Opis programa i nacin njihove upotrebe

Racunalni program CheckBIBD provjerava da li je dana matrica incidencijska
matrica dizajna. Program je napravljen kako bi postojala potpuna sigurnost
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da su konstruirane matrice uistinu incidencijske matrice danog dizajna. Rijec¢
je o konceptualno jednostavnoj racunalnoj aplikaciji, s malo linija izvornog
koda. Za napomenuti je da ova aplikacija predstavlja poopcenje aplikacije
CheckSBIBD iz rada [19]: dok CheckSBIBD sluzi samo za provjeru incidenci-
jskih matrica simetri¢nih dizajna, CheckBIBD vrijedi i za nesimetri¢ne dizajne.
Analogna provjera za 3-dizajne moze se napraviti aplikacijom Check3Des.

Racunalne aplikacije MergeFilesi EzxtractMat nastale su zbog nemoguénosti
baratanja s kreiranim datotekama pomocu standardnih editora i tekstovnih
preglednika. Naime, datoteke dobivene u ovom radu, u pravilu su vrlo velike
(veli¢ine su im tipi¢no izrazavane u GB), te je uredivanje ili spajanje vise takvih
datoteka u jednu bilo otezano ili neizvodljivo pomoc¢u poznatih i raSirenih
racunalnih programa za obradu teksta. Program se koristi na nacin da se u
komandnu liniju upise

mergefiles v b inpFile outFile

¢ime Ce se matrice iz datoteke inpF'ile prepisati u datoteku outFlile (odnosno
nadopisati, ukoliko datoteka takvog imena ve¢ postoji). Program ExtractMat
se pokrece s parametrima

v b inpFile outFile startMat endMat

pri ¢emu se matrice t-dizajna s v tocaka i b blokova koje se nalaze u da-
toteci inpFlile, od matrice na poziciji start M at zakljuéno s matricom endM at,
prepisu u datoteku outF'ile.

Racunalni program SelectSimple iz ulazne datoteke inpF'ile, koja sadrzi
incidencijske matrice danog dizajna, prepisuje sve one matrice koje su jed-
nostavne, tj. nemaju podudarnih redaka (blokova), u izlaznu datoteku imena
SelectSimple.txt. Program se pokrece na nacin

selectstmple v b inpFlile

Razvijena je i inacica ovog programa SelectSimple BezSpremanja, koja ispituje
jednostavnost dizajna iz ulazne datoteke bez da jednostavne dizajne zapise u
izlaznu datoteku.

Program CompareMat ispituje da li u danoj datoteci postoje dvije jednake
matrice, tj. postoje li ikoje dvije matrice [A;;], [B;;] za koje vrijedi a;; =
b;;Vi, j. Parametri za pokretanje ovog programa jesu

v b inpFile

Racunalni program C'ountMatrices sluzi za prebrojavanje matrica, koje su
smjeStene u jednoj ili vise datoteka. Program se pokrece iz komandne linije
na nacin

countmatrices v b filename firstFileNo lastFileNo
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pri cemu se podrazumijeva da se u ulaznim datotekama opcéeg imena
filenameX.txt (firstFileNo < X > lastFileNo) nalaze binarne v x b ma-
trice. Postoji i inac¢ica CountMatricesF'il koja se koristi kada je nastavak
imena ulaznih datoteka ”.fil”.

Program CountAut ispisuje sve razlicite brojeve koji se nalaze u ulaznoj da-
toteci te njihove frekvencije pojavljivanja. Parametar za pokretanje ovog pro-
grama je ime ulazne datoteke a frekvencije se zapisuju u datoteku autCounted.txt.

Tablica 7.1 prikazuje primjere pokretanja ovih aplikacija.

Tablica 7.1: Vlastite pomoc¢ne aplikacije

Aplikacija Primjer pokretanja Izlazna datoteka
CheckBIBD checkbibd 36 15 6 -

Check3Des check3des 14 4 1 -

MergeFiles mergefiles 31 10 3 incM31F4. fil inc.txt inc.txt
ExtractMat extractmat 31 10 3 incM31CAC. fil druga.txt 2 2 druga.tat
SelectSimple selectsimple 13 5 5 incl. fil SimpleDes.txt

CompareMat comparemat 36 15 6 M36F0CAC.txt -
CountMatrices countmatrices 16 40 incres 0 2976 -
CountAut countaut aut.txt autCounted.txt

Opisani programi uredno rade samo za ulazne binarne matrice (polje u
kojem se pamti tekuéa matrica je tipa bool). Programi su neovisni o tome da
li su nule i jedinice u ulaznoj datoteci sa ili bez razmaka. Za svaki od ovih
sedam racunalnih programa u Prilogu C se nalazi:

e izvrsna datoteka,
e datoteke izvornog teksta programa (.cpp),
e datoteke projekta, potrebne za prevodenje izvornog teksta programa,

e "ReadMe” datoteka.

7.2 Rasclamba implementacijskih rjesenja

Implementacije svih opisanih pomo¢nih aplikacija izvedene su u programskom
jeziku C. Prototip za vec¢inu navedenih programa je aplikacija CheckBIBD
(izuzeci su CountAut i CountMatrices) pa ¢e se u nastavku detaljnije opisati
izvorni tekst te aplikacije. Globalne varijable u aplikaciji su parametri dizajna
v, k, A\, bir tipa podataka integer te dvodimenzionalno polje M tipa bool u
kojem se pamti tekuca matrica. Funkcija get DataFromFlile, ¢iji osnovni dio
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prikazuje Slika 7.1, sluzi za uc¢itavanje tekuce matrice iz ulazne datoteke. I kod
ostalih programa, za ucitanje matrica iz ulazne datoteke, koristi se istoimena
funkcija - malo izmijenjena u odnosu na onu kod aplikacije CheckBIBD. Kako
je vidljivo na prethodnoj slici, kod programa CheckBIBD, nakon svake ucitane
matrice, poziva se funkcija C'heckSolution koja provjerava da li je ta ma-
trica incidencijska matrica dizajna danih parametara. Izvorni tekst te funkcije
prikazuje Slika 7.2.
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//read data
currsol=0;
do {
//input current matrix
for (i=0; i<v; i++)
for (j=0; j<b; j++) {

x=32;

while ((ok==1) && ((x==32) || (x==10) || (x==9)))
ok = fscanf(f,” %c” x);

MIi][j]=(x=="1");

//check if every input is 0 or 1

ift (M[i][j]'=0) && (M[i][j]!=1)) {
printf(” Input matrix must be 0-1 matrix!\n”);

} exit(1);}

//if input is ok, then check if matrix is inc.mat.
if (ok==1) CheckSolution(currsol);
currsol-++;

}while (ok==1);

Slika 7.1: Izvorni tekst funkcije get DataFromFile
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void CheckSolution(int cursol){
//global v, M[][], all_solutionsOK
bool solOK;

int i, ii, j, sum, counterl, counter2;

solOK=true;

//1 count ”1” in rows and columns

for (i=0; i<v; i++){
counter1=0;
for (j=0; j<b; j++) {counterl+=M][i][j];}
if (counterl!=r) solOK=false;

}

//ILif (counter1!=k)...

for (j=0; j<b; j++){
counter2=0;
for (i=0; i<v; i++) {counter2+=M][i][j];}
if (counter2!=k) solOK=false;

}

/ /11 check intersection
for (i=0; i<v-1; i++)
for (ii=i+1; ii<v; ii++) {
sum=0;
for (7=0; j<b; j++)
sum=sum-+M]/i] [j]*M[ii] [j;
if (sum!=lam) solOK=false;

}

printf(” Matrix no %d”, cursol+1);
printf(”: %d\n”, solOK);
if (1solOK) all_solutionsOK=false;

Slika 7.2: Izvorni tekst funkcije C'heckSolution
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Poglavlje 8
Zakljucak

Kao jedan od glavnih zadataka, u ovome radu razvijen je efikasan algoritam
za indeksiranje matrica takticke dekompozicije, i to onih s particijama veli¢ine
11 3, kakve nastanu pri djelovanju automorfizma reda 3. S tako razvijenim i
implementiranim algoritmom pristupilo se rjesavanju otvorenih pitanja klasi-
fikacije t-dizajna. Drugi je znacajni cilj ovog rada konstruirati dizajne s trivi-
jalnom grupom automorfizma, kakvih je oc¢ekivano najvise a najmanje do sada
poznatih. Oba ova zadatka predstavljaju iznimno zahtjevan kombinatoricki
i racunalni problem. Naime, kod rjesavanja klasifikacijskog pitanja za dane
parametre kombinatorickog dizajna, prostor rjeSenja enormno raste s brojem
tocaka dizajna. Stoga se prebrojavanju dizajna redovito pristupa nametanjem
dodatnih uvjeta na strukturu, medu kojima je pretpostavljanje djelovanja au-
tomorfizma ¢esto koristeno. Medutim, i uz takvu pomo¢ ostaje pitanje kako
konstruirati dizajne s trivijalnom grupom automorfizama, budué¢i da oni ne
sadrze nikakve unutarnje simetrije.

Dvije glavne hipoteze u ovom radu su bile, kao prvo da ¢e se doseg algo-
ritma za indeksiranje znac¢ajno povecati uvazavanjem svih posebnosti strukutre
t-dizajna te uvodenjem filtriranja u pretkoraku iscrpne pretrage; dok se druga
hipoteza odnosila na nacin kojim bi se konstruirali ¢-dizajni s redom grupe
automorfizama jednakim 1. Pretpostavka je bila da ¢e se to ostvariti zabo-
ravljanjem na djelovanje grupe, tj. na nacin da se umjesto samo ciklickih (ili
anticiklickih) podmatrica reda 3, pretrazuju ciklicke i anticiklicke podmatrice
tijekom faze indeksiranja. Sukladno dobivenim rezultatima, obje se hipoteze
mogu smatrati potvrdenima:

- sumarni uc¢inak obiju metoda povecanja efikasnosti algoritma u rangu je
smanjenja vremena rada algoritma oko milijun puta; za razmatrane parame-
tre,

- u radu je konstruirano preko milijun dizajna s trivijalnom grupom automor-
fizama.
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Prvi dizajn relativno velikih parametara ¢ijoj se konstrukciji pristupilo bio
je dizajn s parametrima (31,10, 3), za kojeg je pitanje potpune klasifikacije
rijeSeno. Dobiveni rezultati u potpunosti su se slagali sa ranije poznatim vri-
jednostima. Od simetri¢nih dizajna, predmetom istrazivanja bili su dizajn s
parametrima (36, 15,6) te dizajn sa sljede¢om trojkom parametara (41, 16, 6),
za koje su pitanja klasifikacije otvorena. Pri tome su ciljevi bili klasifikacija
uz uvjet djelovanja automorfizma reda 3 te dobivanje struktura s trivijalnom
grupom automorfizama. Simetri¢ni dizajn (36, 15,6) u ovome je radu klasifi-
ciran uz uvjet djelovanja automorfizma reda 3: postoji ukupno 141061 ovih
dizajna koji dopustaju djelovanje ovog automorfizma. Konstrukcijama koje
izostavljaju djelovanje grupe dobiveno je preko pola milijuna ovih dizajna sa
samo trivijalnom grupom automorfizama. Tablica 8.1 sumarno prikazuje ovaj
kao i ostale dobivene rezultate te ih usporeduje s dosadasnjom donjom grani-
com broja poznatih dizajna. Automofizam reda 3 djeluje na simetri¢ni dizajn

Tablica 8.1: Broj novih dizajna

t-(v,k,A) Do sada Izvor Ovaj rad
2-(36,15,6) > 25634 Mathon, Rosa > 675363
2-(41,16,6) > 115307 Mathon, Rosa > 441048
2-(13,5,5)  >10000 dis.Kr¢adinac > 1300598
2-(16,6,5) > 25 Mathon, Rosa > 203829002
2-(21,6,4) >1 Mathon, Rosa > 1700746

s 41 tockom tako da fiksira bilo 11 bilo 5 tocaka. U prvom slucaju dobiva
se jedna matrica takticke dekompozicije a u drugom njih 1580. Ovaj rad je
pokazao da postoji toéno 345584 simetri¢nih dizajna s parametrima (41, 16, 6)
koji dopustaju djelovanje automorfizma reda 3. Za oba tipa matrica takticke
dekompozicije izvedena je "CAC” konstrukcija, kojom je dobiveno 95119 diza-
jna s trivijalnom grupom automorfizama.

Za razliku od simetri¢nih dizajna gdje je dugotrajnija bila faza indeksir-
anja od postupka izdvajanja medusobno neizomorfnih strukutra iz skupa svih
dobivenih incidencijskih matrica, kod nesimetricnih dizajna daleko je zaht-
jevnije bilo ustanoviti koje su strukture medusobno neizomorfne (buduéi da
su dobivene incidencijske matrice simetri¢nih dizajna relativno malobrojne u
usporedbi s nesimetricnim dizajnima). Automorfizam reda 3 djeluje na nes-
imetri¢ni dizajn s parametrima (13,5,5) samo na jedan nacin: fiksiranjem
jedne tocke i nijednog bloka. Ostvarena parcijalna klasifikacija pokazala je da
postoji ukupno 1084129 dizajna s parametrima (13,5, 5) koji dopustaju djelo-
vanje automorfizma reda 3. NajviSe dizajna s trivijalnom grupom automor-
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fizama konstruirano je za parametre 2-(21,6,4). Pri konstrukcijama 3-dizajna,
dizajn bez ikakvih unutarnjih simetrija dobiven je kod Hadamardovog dizajna
reda 15, ¢iji su parametri 3-(20, 10,4).

Osim parcijalne klasifikacije - one uz uvjet djelovanja automorfizma reda 3
dobivenim dizajnima odreden je red grupe automorfizama, a takoder se prov-
jeravalo da li je dizajn jednostavan ili ne. U prilogu se nalaze incidencijske
matrice konstuiranih dizajna, kao i racunalni programi, zajedno sa datotekama
izvornog teksta, razvijeni u ovom radu.
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Poglavlje 9

Prilozi

9.1 Prilog A: Dobivene strukture

Ovaj prilog sadrzi incidencijske matrice konstruiranih dizajna. Osim dobivenih
incidencijskih matrica, za svaki od istrazivanih parametara, u prilogu se moze
pronaci i datoteka s oblikom imena ”Result-oznaka dizajna-.xls” koja sadrzi
kvantitativni opis dobivenih rezultata. Slijedi sadrzaj mape ”Prilog A Do-
bivene strukture”, koja se nalazi na prilozenom CD-u.

Mali parametri
2-(7,3,1)
2-(9,3,1)
2- (16 6,2)
3-(12,6,2)
3- (16 8,3)
Nesimetricni dizajni
2-(13,5,5)
2-(16,6,5)
2-(21,6,4)
Simetricni dizajni
2-(31, 10, 3)
2-(36,15,6)
2-(41,16,6)
2-(31,15,7)
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t-dizagni
3-(20,10,4)
3-(24,12,5)
3-(28,14,6)
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9.2 Prilog B: Razvijene aplikacije za razvoj
matrica takticke dekompozicije

U ovom prilogu nalazi se izvorni tekst kao i implementacije za operativni sustav
Windows svih razvijenih verzija programa T'act3. Na isti na¢in dokumentiran
je program ExpCoef2Des. U prilogu se takoder moze naci izvorni tekst pro-
grama CharFilter te izvorni tekst za Linux verzije nekih programa. Slijedi
sadrzaj doti¢cne mape na prilozenom CD-u.

Tacts
Tact3.zip
Tact3filt2. zip
Tact3filt3. zip
Tact3_3des.zip

FExpCoef2Des. zip

CharFilter
CharStatistikaPoRecima. zip
CharStatistikaPoStupcima. zip

Za Linuz
Tact3.c
Tact3filt2.c
CheckBIBD.c
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9.3 Prilog C: Razvijene pomoé¢ne aplikacije

Ovaj prilog sadrzi izvorni tekst i implementacije pomo¢nih ra¢unalnih pro-
grama za operativni sustav Windows, koji su opisani u 6-om poglavlju. Slijedi
sadrzaj doticne mape na prilozenom CD-u.

CheckBIBD. zip
Check3Des.zip
MergeFiles. zip
ExtractMat. zip
SelectSimple. zip
CompareMat.zip
CountMatrices.zip
CountAut. zip

CheckBIBD Linuzx. zip
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9.4 Prilog D: Analize algoritama

Prilog se nalazi na prilozenom CD-u. Slijede sadrzaj CD-a te kratki opis
pojedine sastavnice ovog priloga.

Poster Presjeci ekspandiranih koeficijenata
Datoteka sadrzi ciklicke i anticiklicke matrice reda 3 kao i tablicu za
izracunavanje presjeka ciklickih matrica - sto je korisno kod ru¢nog odredivanja
presjeka izmedu vektora.

Izracun b i r t-dizajna
U datoteci su implementirane relacije 2.11 2.2, tako da se za dane osnovne
parametre dizajna (t,v, k, \) izra¢unaju parametri b i r.

Izracun Gornje ograde broja fiksnih tocaka
U datoteci su implementirane relacije iz teorema 2.3 i 2.4.

Optimiranje broja vektora u filteru
Mapa sadrzi sve datoteke koje su potrebne za provedbu testova ¢iji su
rezultati prikazani u Tablici 4.8.

Broj rho podmatrica
Jednostavna aplikacija za izracun broja matrica p;; zadanog reda, bilo
uz uvjet cikli¢nosti, bilo bez tog uvjeta.
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Poglavlje 10

Sazetak

Algoritam konstrukcije t-dizajna zasnovan na razvijanju matrica takticke
dekompozicije

Kombinatoricki dizajn je vrlo pravilna konacna struktura sastavljena od
dvije vrste objekata, tocaka i blokova. Prostor rjesenja kombinatorickih struk-
tura izrazito raste s brojem tocaka, te se redovito govori o kombinatorickoj
eksploziji. Budud¢i da potpuna klasifikacija takvih struktura opcenito nije
moguca, konstrukciji se pristupa pretpostavljanjem dodatnih pravilnosti koje
bi struktura mogla sadrzavati, a koje se cesto formuliraju u obliku neke grupe
automorfizama. S druge strane, od posebnog su pak interesa dizajni s trivi-
jalnom grupom djelovanja automorfizama, kakvih je najvise, a vrlo malo poz-
natih, zbog otezane konstrukcije. Ovaj se rad bavi razvojem efikasnog al-
goritma za konstrukciju t-dizajna, zasnovan na razvijanju matrica taktickih
dekompozicija koje bi mogle nastati djelovanjem automorfizma prim reda, uz
mogucénost da se u ovom koraku konstrukcije djelovanje grupe iskoristi ili zab-
oravi. Kod simetri¢nih dizajna ostvarene su parcijalne klasifikacije dizajna s
parametrima (36, 15,6) i (41, 16,6), uz uvjet djelovanja automorfizma reda 3.
Ista parcijalna klasifikacija izvedena je za nesimetri¢ni dizajn s parametrima
(13,5,5). Konstruirano je mnostvo novih nesimetriénih dizajna s trojkama
parametara (16,6,5) i (21,6,4). Opcenitost algoritma pokazana je na malim
parametrima t-(v, k, A), za t > 2. Broj novih dizajna konstruiranih u radu
brojiv je u stotinama milijuna, pri ¢emu je dobiveno preko milijun dizajna s
trivijalnom grupom automorfizama.
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Poglavlje 11

Summary

t-design construciton algorithm based on expanding tactical decom-
position matrices

A combinatorial design can be described as a very regular finite structure
consisting of two kinds of objects, points and blocks. The solution space of a
combinatorial structure grows enormously with the number of points, which is
known as the combinatorial explosion. Since a complete classification of such
a structure is generally not possible, a construction is attempted by assuming
additional constraints, which the structure could contain and which are often
formulated as some automorphism group action. Designs having the trivial
order of automorphism groups are of special interest since most of designs are
of such kind, but only few are known, because of the particularly complex
construction. This work deals with development of efficient algorithms for
t-designs construction, based on tactical decomposition which could be achieved
from an action of a prim order automorphism, with the possibility to use or
to forget the group action in this construction step. Among the symmetric
designs, partial classification for parameters (36,15,6) and (41, 16,6), assum-
ing an action of an automorphism of order 3, was realized. The same partial
classification was done for non-symmetric design with parameters (13,5,5).
Very many new non-symmetric designs were constructed for parameter triples
(16,6,5) and (21,6,4). The generality of the algorithm was shown for small
parameters t-(v, k, A), t > 2. The number of new designs constructed here can
be counted in hundreds of millions, and also over a million of designs having
no non-trivial automorphisms was achieved.
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Poglavlje 12
Kljucne rijeci

t-dizajn

incidencijska matrica
simetricni dizajn

grupa automorfizama
takticka dekompozicija
deterministicki algoritam
iscrpna pretraga
slozenost algoritma
prostor rjesenja
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Key words

t-design

incidence matrix
symmetric design
automorphism group
tactical decomposition
deterministic algorithm
exhaustive search
algorithm complexity
solution space
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Poglavlje 14
Zivotopis

Ivica Martinjak roden je 19. prosinca 1969. godine u Svetom Ivanu Zelini,
gdje i pohada osnovnu skolu. Nakon zavrsenog srednjoskolskog obrazovanja,
upisuje Prirodoslovno matematicki fakultet u Zagrebu, na kojem 1995. go-
dine diplomira fiziku na temi ”Kinematika dvojnog zvjezdanog sustava V 367
Cygni”. Poslijediplomski studij iz podrucja primijenjenog racunarstva upisuje
2004. godine na Fakultetu elektrotehnike i racunarstva Sveucilista u Zagrebu,
gdje 2007. godine magistrira s temom ” Konstrukcije dvoravnina pomoc¢u kom-
binatorickih algoritama”.

Po zavrsetku studija zaposljava se kao gimnazijski profesor fizike u Sve-
tom Ivanu Zelini. Tijekom tog 11-godisnjeg perioda vise puta bio je mentor
ucenicima na drzavnim i drugim natjecanjima. Nakon toga radi kao voditel]
nastave te suraduje s Ministarstvom znanosti, obrazovanja i Sporta na provedbi
nacionalnih ispita. Godine 2007. zaposljava se u tvrtki Ericsson Nikola Tesla
d.d. kao softverski inzenjer i time zapocinje karijeru u poslovnom sektoru. Istu
nastavlja kao specijalist za trzisne rizike u Societe Generale - Splitskoj banci
d.d. gdje i danas radi.

Aktivno se znanosSéu pocinje baviti upisom poslijediplomskog studija a
2009. godine postaje suradnik na znanstvenom projektu Kombinatoricki diza-
jni i konac¢ne geometrije pri Ministarstvu znanosti, obrazovanja i Sporta Re-
publike Hrvatske. Njegov znanstveni interes usmjeren je na analizu i razvoj
kombinatorickih algoritama te njihovu primjenu na otvorena pitanja diskretne
matematike, posebice kombinatorickih dizajna. Jednako aktivno bavi se heuristickim
algoritmima a koristi i druge tehnike primijenjenog racunarstva u matematickom
modeliranju. Objavio je viSe radova te bio aktivni sudionik nekoliko konferen-
cija.
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