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1 Uvod

1 Uvod

Ovisno o ciljnoj aplikaciji, zahtjevi na sustave mogu biti specificirani u frekvencijskoj
ili u vremenskoj domeni. S druge strane, zbog jednostavnosti postupka, ¢esto se sinteza
djelomicno ili potpuno provodi u frekvencijskoj domeni. Medutim, ako su zahtjevi dani u
vremenskoj domeni, rjeSavanje problema u frekvencijskoj domeni predstavlja neizravan
pristup 1 ne rezultira nuzno optimalnim rjeSenjem. Stoga se sinteza u vremenskoj domeni
provodi ili kad ne postoji svojstvo u frekvencijskoj domeni koje bi odgovaralo postavljenom
zahtjevu u vremenskoj domeni, ili kad se svojstvo u vremenskoj domeni Zeli aproksimirati u
optimalnom smislu. Opcenito vrijedi da je sinteza sustava u vremenskoj domeni slozen, a
Cesto 1 iterativan postupak koji trazi Covjekovu intervenciju u pojedinim koracima.

Filtri dobiveni sintezom u vremenskoj domeni Cesto se susre¢u u komunikacijskim
sustavima i1 mjernoj opremi. Do danas su razvijene mnoge metode za njihov dizajn. Napredak
digitalnih racunala, te razvoj programske podrske u novije vrijeme doveo je do sve veceg
broja metoda temeljenih na robusnim optimizacijskim postupcima, kao S§to je na primjer
optimizacija linearnih funkcija nad prostorom omedenim stoScima drugog reda.

Tema ove disertacije je sinteza sustava u vremenskoj domeni, temeljena na
optimizacijskim postupcima. U disertaciji je opisan novi model pobude za analizu i sintezu
sustava. Model pobude temelji se na sinc pulsu jedinicne amplitude 1 nulte faze. Za ovu
pobudu predlozene su mjere linearnih izobli¢enja odziva. Nadalje, razvijene su ucinkovite
metode za sintezu sustava u vremenskoj domeni temeljenih na simetriji i maksimumu odziva
na sinc puls. Kako u nekim primjenama sustavi moraju osigurati minimalno izobli¢enje
valnog oblika zadanog pulsa, razvijena je 1 robusna metoda za sintezu sustava sa zadanim
impulsnim odzivom.

U drugom poglavlju dan je pregled postojec¢ih postupaka za sintezu sustava u
vremenskoj domeni. Pritom su obradeni sustavi s monotonim vremenskim odzivima, filtri s
najmanjim produktom trajanja vremenskog odziva i Sirine frekvencijskog podrucja, zatim
sustavi s linearnom fazom, sustavi sa zadanim impulsnim odzivom, i drugi. U treCem
poglavlju predlozen je model pobude temeljen na sinc pulsu, te su izvedeni analiticki izrazi za
odgovaraju¢e odzive vremenski kontinuiranih 1 diskretnih sustava, te izrazi za njihove
energije. Osim samog sinc pulsa koji predstavlja niskopropusnu pobudu razmatrane su i
pojasnopropusne pobude koje su takoder izvedene iz sinc pulsa. U cetvrtom poglavlju
predlozena je sinteza sustava temeljena na simetriji odziva na sinc puls. Ovakav model
izobli¢enja primijenjen je u dizajnu niskopropusnih i pojasnopropusnih korektora, zatim
sustava s konstantnim kasnjenjem, te Hilbertovih transformatora. Osim toga, dana je i

frekvencijska reprezentacija simetrije vremenskog odziva. U petom poglavlju opisana je
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sinteza korektora temeljena na maksimumu odziva na sinc puls. I u ovom slucaju dana je
frekvencijska reprezentacija maksimuma vremenskog odziva. Tema Sestog poglavlja je dizajn
sustava sa zadanim vremenskim odzivom. U sklopu toga, opisana je ucinkovita i robusna

metoda za sintezu sustava sa zadanim impulsnim odzivom.
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2 Sinteza sustava u vremenskoj domeni

Sinteza sustava u vremenskoj domeni podrazumijeva da su zahtjevi na sustav zadani u
toj domeni. Ipak, s ciljem da se pojednostavni postupak, Cesto se sinteza djelomicno ili
potpuno provodi u frekvencijskoj domeni [1]. U tom slucaju potrebno je prepoznati koje
svojstvo u frekvencijskoj domeni odgovara zahtjevu postavljenom u vremenskoj domeni.
Medutim, najbolja aproksimacija nekog svojstva u jednoj domeni ne daje nuzno i najbolju
aproksimaciju odgovaraju¢eg svojstva u drugoj domeni. Stoga ovaj pristup opcenito ne
osigurava optimalna svojstva obzirom na postavljen zahtjev [2].

Sinteza izravno u vremenskoj domeni provodi se u slucaju kad ne postoji svojstvo u
frekvencijskoj domeni koje bi odgovaralo postavljenom zahtjevu u vremenskoj domeni, ili
kad se svojstvo u vremenskoj domeni zeli aproksimirati u optimalnom smislu. Opcenito
vrijedi da je sinteza sustava u vremenskoj domeni prilicno sloZzen postupak 1 vrlo Cesto trazi
intervenciju u pojedinim koracima postupka. U daljnjem tekstu bit ¢e navedeni karakteristi¢ni

primjeri sinteze linearnih sustava u vremenskoj domeni.

2.1 Sustavi s monotonim vremenskim odzivima

Tipican primjer filtra zadanog u vremenskoj, a dobivenog u frekvencijskoj domeni je

filtar ¢ija amplitudna karakteristika aproksimira Gaussovu funkciju oblika [3]

2
|H(jw)| = exp —ln(%(ij 2.1)

@34B
Naime, kad se trazi monoton vremenski odziv ¢esto se polazi od filtra ¢iji impulsni odziv
odgovara Gaussovoj funkciji. S druge strane, poznato je da amplitudna karakteristika takvog
filtra takoder ima oblik Gaussove krivulje. Stoga aproksimirajuc¢i ovakvu amplitudu filtra,
istovremeno se aproksimira i vremenski odziv.

Slican pristup koriSten je 1 u rjeSavanju problema filtra s monotonim odzivom na
stepenicu. Tako je Temes [4] pokazao da najbrzi monotoni odziv na stepenicu ima takozvani
"prolate" filtar. Ovaj filtar je nazvan po funkciji pomocu koje je dobivena njegova prijenosna
funkcija. Njegova amplitudna karakteristika je frekvencijski ograni¢ena pa je ovaj filtar
nerealizibilan. Stoga je potrebno provesti aproksimaciju njegove amplitude, Sto se opet

provodi u frekvencijskoj domeni.
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Halpern [5] je opisao klasu filtara s priblizno monotonim odzivom na stepenicu koji su

dobiveni aproksimacijom impulsnog odziva oblika

h(t):{Ksinm(m) C0<r<I 02

, t>1

Laplaceov transformat ovog odziva sadrzi funkciju ch(s/2) za parni m, odnosno funkciju
th(s/2) za neparni m. Halpern je ove funkcije aproksimirao na nacin [6] koji se razlikuje od
nacina koji daje Besselove filtre. Puno kasnije, ovu klasu filtara je aproksimirao Filanovsky
[7] na nacin da je realni i imaginarni dio Laplaceovog transformata razvio u beskonacne
produkte, a potom njihovim odsijecanjem na konacni broj faktora dobio odgovaraju¢i filtar.
Babi¢ [8], [9] je predlozio filtre s monotonim odzivom na stepenicu i najkracim
vremenom porasta, gdje je mjeru brzine porasta izrazio pomoc¢u prvog i drugog momenta
impulsnog odziva. Budu¢i se momenti lako mogu izraziti pomocu parametara prijenosne
funkcije, provedena je optimizacija vremena porasta za vise momente u cilju dobivanja

prijenosnih funkcija ¢iji odziv na stepenicu ima najkrace vrijeme porasta [10].

2.2 Sustavi s najmanjim produktom trajanja odziva i Sirine
frekvencijskog podrucja

Sustavi s najmanjim produktom trajanja odziva i Sirine njegovog frekvencijskog
podrucja predstavljaju kombinaciju sinteze u vremenskoj i frekvencijskoj domeni. Jess i
Schussler [11], [12] prvi su razmatrali takve sustave, te su razvili dvije klase sustava. Jedna od
njih ima minimalan produkt Sirine impulsnog odziva i Sirine frekvencijskog podrucja, a druga
minimalan produkt brzine porasta odziva na stepenicu i Sirine frekvencijskog podrucja. U oba
slu¢aja autori predlazu jednoliku valovitost u podru¢ju gusenja amplitudne karakteristike, te
jednoliku valovitost prvih N-1 prebacaja i podbacaja valnog oblika odgovarajuceg
vremenskog odziva, pri ¢emu je N red sustava.

Kasnije su Babi¢ i Vuci¢ [13], [14] predlozili novu klasu sustava s minimalnim
produktom trajanja impulsnog odziva i Sirine frekvencijskog podrucja. Pri tom su za Sirinu
impulsnog odziva koristili viSe momente impulsnog odziva, a za Sirinu frekvencijskog
podrucja vise momente kvadrata amplitudne karakteristike [14]. Optimiranjem ovog produkta
dobili su kauzalne sustave s najveCom koncentracijom energije u vremenu za dano
frekvencijsko podrucje. Nadalje, pokazali su da je dobiveni impulsni odziv kvazi Gaussov s
malim i kratkim istitravanjem.

Ovi sustavi interesantni su u komunikacijama jer omogucavaju najvecu brzinu

prijenosa digitalnog signala oblika niza pulsa unutar zadanog frekvencijskog podrucja.
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2.3 Sustavi s linearnom fazom

Sintezu sustava s linearnom fazom moguce je izravno provesti u vremenskoj domeni.

.....

H(s)=¢" [1]. Ovom aproksimacijom dobiva se racionalna prijenosna funkcija oblika

Im('s)
H - 7 2

Kod ove aproksimacije se na temelju Taylorovog razvoja funkcije H,(s) u okolini ishodista
kompleksne ravnine dobiva polinom 7,,.,(s) iz kojeg se odreduju koeficijenti polinoma u
brojniku i1 nazivniku prijenosne funkcije (2.3). Postoje razne metode za njihovo dobivanje [1].

Najjednostavnija metoda je izravno rjeSavanje sustava jednadzbi dobivenih iz
Pm(s):Tm+n(s)Qn(S) (2.4)

Medutim, ovom metodom se ne mogu dobiti sustavi visokih redova.

Kod aproksimacije Gaussove amplitudne karakteristike, istovremeno se aproksimira i
Gaussov impulsni odziv. No, moguce je 1 obrat. Kod Morrisona [15] nalazimo zacetke ideje
da se linearna faza aproksimira postupkom u vremenskoj domeni. Proucavajuéi aproksimacije
linearne faze, Morrison je uoCio da odziv na stepenicu Besselovih filtara ima oblik sli¢an
segmentu funkcije kosinus na intervalu (z, 27). lako je ukazao na tu Cinjenicu, nije ju
upotrijebio, ve¢ je samo predlozio da se ona moze iskoristiti kod sinteze filtara s linearnom
fazom. Ulstad [16] je opisala postupak aproksimacije idealnog niskopropusnog filtra grani¢ne

frekvencije @, temeljenog na aproksimaciji njegovog impulsnog odziva oblika

sin(wg!) 20
h(t) = 07)21 (2.5)
£, 1=0
T

Zbog nekauzalnosti, Ulstad je odziv (2.5) pomakla udesno, tako da se vrh odziva nalazi u =1,
izjednacila ga s nulom za <0, a dio odziva za 2 je prigusila padaju¢om eksponencijalnom
funkcijom kako bi osigurala bolju simetri¢nost zadanog impulsnog odziva, a time i bolju
linearnost faze dobivenog filtra. Tako modificiran impulsni odziv posluzio je kao polazna
tocka za aproksimaciju u smislu najmanjih kvadrata. Sli¢an postupak opisao je Pottle [17],
dajudi pritom kratak osvrt na metode koje optimiraju srednju kvadratnu pogresku.

Krajem devedesetih, Vuci¢ i Babi¢ predlazu novu klasu filtara s linearnom faznom
karakteristikom. Oni ih nazivaju filtri sa simetricnim impulsnim odzivom [2], [18]. Ti filtri
dobiveni su optimiranjem pogreske simetrije impulsnog odziva obzirom na zadanu os

simetrije ¢,. PogreSku simetrije izrazili su kao energiju asimetrije odziva na nacin
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+00

ealtm) = [[n(0) - h(2t,, ~nFar (2.6)

—0o0

U kontekstu sinteze sustava s linearnom fazom ovdje se moze razmotriti 1 sinteza
sustava s konstantnim grupnim kasnjenjem. Postoje dva razliCita pristupa u sintezi takvih
sustava u vremenskoj domeni. Prvi pristup je temeljen na sintezi sustava ¢iji impulsni odziv
aproksimira odredenu funkciju. Kao primjer Cesto koristenih funkcija su potencije sinusnog
pulsa danih izrazom (2.2), a mogu se pronaci u [7]. Osim njih, tu su i Nyquistovi pulsevi od
kojih se oni s maksimalno glatkim kaSnjenjem mogu pronaci u [19]. Drugi pristup je temeljen
na koriStenju integralnih kriterija, kao na primjer ve¢ spomenuti sustavi sa simetricnim

impulsnim odzivom [2], [18].

2.4 Aproksimacija zadanog impulsnog odziva

Uloga filtara ne mora biti ograniena iskljuCivo na operacije kao Sto su razdvajanje
signala, prijenos, oblikovanje pulsa, linearna faza 1 slicno. Filtri se mogu Kkoristiti 1 za
operacije kao Sto je na primjer sinteza odredenog valnog oblika. U tom slucaju prijenosna
funkcija nece biti odredena zahtjevom na veliku brzinu porasta, mali prebacaj 1 slicno, ve¢ ¢e
se traziti dobra aproksimacija odziva u zadanom intervalu. Takav problem svodi se na

aproksimaciju zadane funkcije f{¢), sumom kompleksnih eksponencijala oblika

N
h(t) = Z(c()r + Cppt oot Cy_p V! )A,,epr’ , 120 2.7)

r=I1

koja predstavlja impulsni odziv linearnog, vremenski nepromjenjivog sustava ¢iji su polovi p,.
Clanovi od Cj,¢ do CN_LrtN'1 posljedica su viSestrukosti odgovarajuceg pola. Polovi u opéem
sluc¢aju mogu biti realni ili konjugirano kompleksni.

Dobar pregled analitickih 1 numericki postupaka za aproksimaciju zadanog valnog
oblika impulsnog odziva moze se pronaci u [1]. Tu su, izmedu ostaloga, opisane poznate
izravne metode kao one temeljene na razvoju u Fourierov red, te popularne neizravne metode,
kao one temeljene na Padéovoj ili Chebyshevljevoj aproksimaciji.

Razvoj digitalnih racunala ucinio je popularnim postupke temeljene na numerickon
optimizaciji. Pri tom se obi¢no izvodi optimizacija integralnih pogreSaka. Mjera odstupanja

nekog impulsnog odziva, A(f), od zadanog odziva, /,(¢), definirana je integralom

+00

L,= j () — g (0)| ¥ dt (2.8)
0
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Optimiranjem ove pogreske dobivaju se sustavi koji aproksimiraju zadani impulsni odziv u
smislu najmanje p-te pogreske. Do sada se ovakva mjera nije optimirala u cijelosti ve¢ su
razmatrani samo specijalni slucajevi. Prvi slucaj je kvadratna pogreska koja se dobiva za p=2.
Kod nje frekvencijska reprezentacija predstavlja kvadratno odstupanje od Zeljene

frekvencijske karakteristike, tj. vrijedi

+00 +00

L = [0~ by di == [[H(@) - Hy (@) do 2.9)
0 0

Postupci temeljeni na numeric¢koj optimizaciji ove mjere mogu se pronaci u [20]-[22].
Drugi specijalan slucaj je maksimalno apsolutno odstupanje koje se dobiva kad p—o,
a svodi se na oblik

Ly, =max |h(t) — hy (t) (2.10)
t

Potrebno je naglasiti da metode za aproksimaciju zadanog valnog oblika impulsnog
odziva mogu biti iskoriStene i1 za dizajniranje filtara specificiranih u frekvencijskoj domeni,

kao na primjer selektivnih filtara.

2.5 Sinteza sustava temeljena na optimizacijskim postupcima

Posljednjih desetljeca, razvoj digitalnih racunala i1 programske podrske doveli su do
intenzivnog razvoja teorije i primjene optimizacijskih postupaka.

Dizajn sustava temeljen na optimizacijskim postupcima zapocinje formiranjem
funkcije cilja koja opisuje zahtjeve postavljene na sustav. Takva funkcija cilja se tada
minimizira, naj¢es¢e pomocu nekog postupka za numericku optimizaciju [23], [24]. Dobar
pregled modernih optimizacijskih postupaka, kao i niz primjera njihovog koristenja u dizajnu

sustava dan je u [25].
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3 Model pobude za mjerenje linearnih izobliCenja u
vremenskoj domeni

3.1 Sinc puls

U analizi i sintezi sustava koriste se razli¢iti modeli pobudnih signala. Najpoznatiji su
Diracov impuls i1 bijeli Sum. Oba ova signala jednoliko pobuduju sustav na svim
frekvencijskim komponentama. Medutim, u praksi se obi¢no promatra dio frekvencijskog
podrucja. Stoga, ukoliko sustav zelimo pobuditi u odredenom frekvencijskom podrucju, a
analizu izoblicenja Zelimo provesti u vremenskoj domeni, tada je potrebno odabrati model
pobude ¢iji se spektar nalazi isklju¢ivo u zadanom frekvencijskom podrucju. Jedan takav
model signala moZe se dobiti ogranicavanjem spektra Diracovog impulsa na zadano
frekvencijsko podrucje. Tako dobiveni signal zove se sinc puls nulte fazne karakteristike.

Sinc puls nulte faze koji jednoliko pobuduje sve frekvencijske komponente sustava

unutar podrucja —@,<w<w,, ima oblik

g .
x(t)= 7smc(a)gt) 3.1
gdje je
sin(u)
sincu)=1 5 > 70 (3.2)
1 , u=0

Frekvencijska karakteristika sinc pulsa (3.1) je oblika

1, |a)|£a)g

X () :{ (3.3)

0 , |a)|>a)g

Valni oblik sinc pulsa i njegova frekvencijska karakteristika prikazani su na slici 3.1.

U nastavku teksta bit ¢e izveden analiti¢ki izraz za odziv sustava na sinc puls, te na
ostale spektralno ograni¢ene pobude koje se temelje na sinc pulsu. Tako ¢e biti razmatrani
niskopropusni, pojasnopropusni, pojasnonepropusni i visokopropusni signali. Navedeni izrazi
bit ¢e dani za kontinuiranu i diskretnu domenu.
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x(t)lk X(a))n
1
V/\v/\\//\\/ \//\\//\v/\v > >
! (g Og 0]
(a) (b)

Slika 3.1 Valni oblik (a) i frekvencijska karakteristika (b) sinc pulsa.

3.2 Qdziv vremenski kontinuiranog sustava na sinc puls

Za raCunanje odziva sustava na neku pobudu, potrebno je poznavati ili impulsni odziv
ili prijenosnu funkciju sustava. U ovom slucaju odabrana je prijenosna funkcija i to model
opisan nulama, polovima i pojacanjem. Prijenosna funkcija kontinuiranog sustava reda N

moze se opisati izrazom

M
[TG-2)
H(s)=Ho - ——— (3.4)
[1G6-rr)
k=1

gdje su z; nule, p; polovi, a Hy pojacanje sustava. Ako su polovi jednostruki i ako je M<N,

tada je impulsni odziv sustava (3.4)

N
h(t)=aHS5(t)+ Hy D K,e"'S(t) (3.5)

r=1
gdje je o konstanta odredena brojem nula 1 polova prijenosne funkcije na nacin

{o , M<N
o= (3.6)

1 , M=N
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dok su K, reziduumi polova prijenosne funkcije dani izrazom

M
H(pr _Zl)
K, =-= , r=1.,N (3.7)
H(pr_pk)
k=1
k#r

Funkcije &¢) 1 S(¢f) u impulsnom odzivu (3.5) predstavljaju Diracov impuls i1 jedini¢nu
stepenicu.

Za potrebe racunanja odziva na sinc puls pretpostavit ¢e se stabilni sustavi, tj. sustavi
Ciji se polovi nalaze u lijevoj poluravnini. Odziv sustava (3.4) na signal (3.1) dan je

konvolucijom

—+00

y()=x(t)*h(t)= J-x(r)h(t —-7)drt (3.8)

—0o0

gdje je A(¢) impulsni odziv sustava dan izrazom (3.5). UvrStavanjem izraza (3.5) 1 (3.1) u (3.8)

dobiva se
+00

o= | w—smc(a) )| aH g (t - r)+HOZK ePrIs(t— 1) |d (3.9)

r=1

Budu¢i je S(+—17)=0 za z>t, integral (3.9) moze se zapisati kao

a) 400 t
W(t) = aHO— j sinc(@ r)5(t—r)dr+H0—ZK ePrt j sinc(ogr)e Pfdr  (3.10)
r=1 —o0

Koriste¢i svojstvo delta funkcije, prvi integral u (3.10) moze se analiticki izracunati, te se

dobiva

y(t) = aHO—smc(a) t)+H0—ZK ePr'F (1) (3.11)

Pri tom je s F,(t) oznacen integral

t
F.(1)= j sinc(wgr)e 77 dr (3.12)

—0o0

10
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Koriste¢i Eulerovu formulu, integral (3.12) moZze se zapisati kao

!t jo,T—p,T —Jj@,T—Dp,T
1 gt =PrT _ g~ Pr
Fy=—[% ¢ dr (3.13)
2j T
—o0
odnosno
t —1(p,—jog) t —t(p,+jog)
1 A r ] @g
F.(t)=— I—dr— j A (3.14)
2j i T S T

Supstitucijom z=—17(p,~j@,) u prvi integral, odnosno z=—u(p,+jw,) u drugi integral izraza
(3.14) dobiva se

1 _t(pr _ja)g) eZ —(—OO)(p,,-i—ja)g) eZ 1
F0)=—- | odz+ | S dz|=—Uy+1)) (3.15)
, z . z 2j
—(-0)(p,—jog) —1(p,+jog)

Uz pretpostavku Re(p,)<0, raCunanje F,(f) se svodi na tri slucaja <0, £~0 1 =0. Kod
odredivanja F,(¢) bit ¢e dodana dva integrala, /5 1 4, tako da putovi integracije integrala /;, I,
15 1 14 Cine zatvorenu krivulju. Za slucaj <0 ova krivulja prikazana je slikom 3.2. Uociti da su

putovi integracije integrala /; 1 I, pravci, obzirom da varijabla ¢ pripada skupu realnih brojeva.

| f tmez)
-(-0)(p,tj a)g)
I -H(p] a)g)
\ B Dr -~
I, Re(2)
I 1 -t(pl‘_ja)g)
~(-0)(py7 @)

Slika 3.2 Putovi integracije funkcije F,(¢) za ¢<0.
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Obzirom da je funkcija €*/z analiti¢ka u lijevoj poluravnini, integral ove funkcije po

zatvorenoj krivulji u tom dijelu ravnine je jednak 0, tj. vrijedi

11+12+[3+[4 =0 (316)
Obzirom da vrijedi
eZ
lim — =0 (3.17)
Re(z)—>—o| Z

slijedi da je 5=0 odnosno /,+I,=—I4. Ovime funkcija F(¢) za t<0 poprima oblik

l_t(pr+ng)ez
Ft)=-— | —dz <0 (3.18)
T —t(p,-jo,)

Za >0 putovi integracije integrala /; 1 I, prolaze kroz ishodiSte kompleksne ravnine.
Zbog singulariteta funkcije ¢“/z u toéci z=0, potrebno je uzeti Cauchyevu glavnu vrijednost

(engl. Cauchy Principal Value, PV) integrala iz (3.15), tj. Fi(¢) je potrebno zapisati kao

| (p=iog) . CENpriey)
Fu(ty=—/| lim j S dz+ j S odz |+
T 120 (o), —jwo) © “4(prtjog)
~t(p—jog) —t(ptjog) (3-19)
lim [ C dz+ [ € &
e R P A P

Dobiveni putovi integracije integrala /; 1 I iz (3.15) za slu¢aj £0 prikazani su na slici 3.3.
Kao i u prethodnom slucaju, obzirom da je funkcija ¢”/z analiti¢ka i u lijevoj i u desnoj
poluravnini, integrali po zatvorenim krivuljama u tim dijelovima ravnine jednaki su 0.

Odabirom zatvorenih krivulja sa slike 3.3, F,(¢) se moze reducirati na

_tl(pr +ng) z

F() = tim |- [ C d |+
=20 p—joy) ©
~t(ptjoy) ~t(p+jwg) (3:20)
lim | € |- | € &
L0 Lyp-joy) T ) —tp—jey)

12



3 Model pobude za mjerenje linearnih izobli¢enja u vremenskoj domeni

A
) Im(z) H—0
-(-oo)(p,,+]a)g) tHr— 0

-(-0)(p] wg)

Slika 3.3 Putovi integracije funkcije F,(¢) za 0.

Za raCunanje sume limesa u (3.20) potrebno je prvo izraCunati primitivnu funkciju

neodredenog integrala, tj.

z 3 2 3
je—dz:j l+1+£+Z—+... dz:ln(z)+z+Z—+Z—+... (3.21)
z z 2 6 4 18

Potrebno je napomenuti da gornja definicija u opéem slucaju sadrzi funkciju Ln(z) pri ¢emu je

Ln(z)=In(z) + j2kz , keZ (3.22)

U ovom slucaju vrijedi —z<arg(z)<z pa je ispravno koristiti funkciju njenu osnovnu granu,
In(z). Rez funkcije In(z) nalazi se na negativnoj realnoj poluosi.

Racunanje prvog limesa u izrazu (3.20) ovisi o putu integracije, odnosno o polozaju
pocetne 1 krajnje tocke puta obzirom na rez funkcije In(z). U ovom slucaju su zbog Re(p,)<0 i
t1—0" pocetna i krajnja to¢ka puta uvijek smjeStene u lijevoj poluravnini. Ako su granice
integracije s iste strane reza tada se izravno moze primijeniti Newtonovo pravilo jer je

primitivna funkcija neprekinuta na tom dijelu, odnosno

- (pr +ng) z
e

L=tlm|- [ —d
t1—>0 _tl(pr_ja)g) Z (323)
= tim {~In[-1(p, + joo)|+ In[-4(p, - jop)]}
tl—)07

13
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Koriste¢i pravilo za logaritam produkta
In(z1z5) =1n(z;) +In(z,) (3.24)

koje se moze primijeniti ako i samo ako je zadovoljen uvjet —z<arg(z;)+arg(z;)<z Obzirom
da u promatranom slucaju vrijedi —z<arg(—t)+arg(p,4j w,)<7, spomenuti uvjet je zadovoljen

pa se izraz (3.23) mozZe se zapisati kao

L= lim [~In(=)~In(p, + jog) +In(~ty) +In(p, — jop)]
(-0 (3.25)

= —ln(p,, +ja)g)+ln(pr _ja)g)

Ako su granice integracije na suprotnim stranama obzirom na rez funkcije In(z) tada se ne
moze izravno primijeniti Newtonovo pravilo jer primitivna funkcija na tom putu ima
pozitivan skok za j2r, tj. prekinuta je. Skok j27 zapravo predstavlja prijelaz u drugu granu

logaritma Ln(z) kao $to se vidi iz (3.22). Eliminiranje skoka primitivne funkcije vodi k
Ly ==In(p, + jog)+In(p, — jog )+ j27 (3.26)

Kod rac¢unanja drugog limesa u izrazu (3.20) moZe se izravno primijeniti Newtonovo
pravilo buduéi su zbog Re(p,)<0 i 1,b—>0" podetna i krajnja tocka puta uvijek smjestene u
desnoj poluravnini. Drugim rije¢ima, primitivna funkcija (3.21) je na tom dijelu neprekinuta

jer na tom dijelu In(z) nema rez. Stoga, drugi limes ima oblik

_t2(pr+ng) z

L e o - : il .
Lz_tzlil(l)* _tz(p;[_ng) . dz tzl;rr(;f{ln[ tz(p,,+]a)g)] ln[ tH(p, ]a)g)]} (3.27)

Budu¢i da vrijedi —z<arg(t)targ[—(p,&j@,)]<7, moZe se primijeniti pravilo za logaritam

produkta. Ovime drugi limes poprima oblik

L= lim+[1n(t2) +In(=p, — jog)—In(ty) ~In(=p, + jog)]
10 (3.28)
=In(-p, - ]a)g) —In(-p, + ]a)g)

Uvodenjem oznaka z1=p,+j @y, 1 z2=p,~j @, suma prva dva limesa u (3.20) iznosi

Ll +L2 = —111(21)+111(22)+1n(—Zl)—1n(—22)+j272' (329)

ako su zj 1 z; u lijevoj poluravnini 1 na suprotnim stranama reza funkcije In(z). U protivnom

suma limesa i1znosi

14
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L1+L2 =—11’1(21)+11’1(22)+11’1(—Zl)—11’1(—22) (330)
Primjenom definicije logaritamske funkcije
In(z) = 1n|z| + jarg(z) , —rm<arg(z)<nxm (3.31)

suma logaritama u (3.29) 1 (3.30) moze se zapisati kao

—In(z)) +1In(z3) + In(=z)) = In(=z3) = —In|zy| + In|z; |+ In|- z; |~ In|- 25|

. (3.32)
+ jl-arg(z)) +arg(—z) +arg(zy ) —arg(—z; )]

odnosno, nakon krac¢enja logaritama, kao
—In(z)+1In(z3) +In(=z)) ~ In(-2,) = j[-arg(z) +arg(-z)) +arg(z;) —arg(-z2)]  (3.33)

Moze se lako pokazati da ako su z; i z; s iste strane reza funkcije In(z) suma argumenata u

(3.33) iS¢ezava pa je u tom slucaju
—In(z;)+In(zy)+1In(-z;) - In(-z,) =0 (3.34)

Ako su z; 1 z; na suprotnim stranama obzirom na rez funkcije In(z), te uz pretpostavku da je

>0, suma argumenata u (3.33) jednaka -2z, odnosno da je
—In(z)) +In(zy) +In(—-z)) —In(-zp) =—j27 (3.35)

Iz (3.34) odnosno (3.35) slijedi da je suma limesa u izrazu (3.20) uvijek jednaka 0. Prema

tome, funkcija F,(¢) u izrazu (3.20) za £0 poprima oblik

l_t(pr+ng)ez
Ft)=-—- | —dz >0 (3.36)
_t(pr_ja)g)

Kao §to se vidi iz (3.18) 1 (3.36) funkcija F,(¢) ima isti oblik neovisno o tome da li je
<0 ili £0, tj.

._t(pr-i_ng)ez
F,,(t):é | =, 1#0 (3.37)
_t(pr_ja)g)

Za raCunanje integrala (3.37) potrebno je poznavati primitivhu funkciju. U ovom slucaju
primitivna funkcija je eksponencijalni integral. Ova funkcija definirana je preko integrala, a
ima vise definicija koje se razlikuju u granicama integracije. U daljnjem tekstu bit e

koristena sljedeca definicija [26]
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ei(z) = j %du (3.38)

—o0

Funkcija eksponencijalni integral definirana je kao analitiCko proSirenje funkcije realne

varijable

O u
ei(a):ije—du . o>0 (3.39)
u

—o0

Moguc¢i putovi integracije eksponencijalnog integrala (3.38) ovisno o varijabli z prikazani su

na slici 3.4.

Im(z)

Z o=Re(z)

Y

Slika 3.4 Put integracije funkcije ei(z).

Poseban slucaj predstavlja arg(z)=r, tj. z koji poprima realne negativne vrijednosti. U
tom slucaju funkcija ei(z) poprima realne vrijednosti definirane integralom (3.39), uz
pretpostavku 0<0. Posljedica toga je da funkcija ei(z), tj. njezin imaginarni dio Im[ei(z)], ima
rez po negativnoj realnoj poluosi. Osim toga, ei(z) poprima samo realne vrijednosti za ze R,
tj. Im[ei(z)]=0. Imaginarni dio funkcije ei(z) prikazan je na slici 3.5. Opisani rez funkcije
moze se formalno zapisati na nacin

lim ei(z)=jx

Im(z) 0" (3.40)
Re(z)<0

1 s druge strane

lim ei(z)=—jx
Im(z) >0~ (3.41)
Re(z)<0

16



3 Model pobude za mjerenje linearnih izobli¢enja u vremenskoj domeni

mfei(z)]

1 -0.5 Im(z)

Slika 3.5 Imaginarni dio funkcije ei(z).

U nastavku su dana neka svojstva funkcije ei(z) koja ¢e biti koriStena u daljnjim

razmatranjima. Razvoj u red oko tocke z=0 ima oblik

2 3
7+ln(z)+z+Z—+Z—+...—j7r , zeR
ei(z) = 4 18 (3.42)
7+1n(z)+z+z—+f—8+... , 1nace

gdje je ¥ Eulerov broj. Razvoj u red obi¢no se koristi u implementaciji funkcije. 1z razvoja u
red vidi se da vrijedi sljede¢i limes

limei(z) = y+In(z)-jr , zeR

_ (3.43)
z—0 y +1In(z) , 1nace

Za opisanu primitivnu funkciju rjeSenje integrala F,(¢) ovisi o predznaku varijable ¢. Za
<0 put integracije moze prelaziti preko reza funkcije ei(z) pa se u tom sluaju ne moze
izravno primijeniti Newtonovo pravilo ve¢ se prvo mora eliminirati prekinutost primitivne

funkcije. U ovom slucaju F,(¢) ima oblik
F.(t)= é{ cil-t(p, + jog)|-ell-t(p, — jo)l-C |, t<0 (3.44)

Konstanta C eliminira skok primitivne funkcije. Ovisno o @, 1 Im(p,) ima iznos
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0 , Im(p,)>0 ili Im(p,)< —0g
C=yjr , Im(p,)=0, ili Im(p,)=-0, (3.45)
j2r — Qg <Im(pr)<a)g

Slucaj C=0 odgovara putu integracije koji ne ide preko reza. Sluc¢aj C=jz odgovara putu kod
kojeg je jedna od granica integracije na negativnoj realnoj poluosi, a slucaj C=j2xz putu kod
kojeg su granice integracije na suprotnim stranama reza funkcije ei(z).

Za >0 pocetna 1 krajnja toCka puta integracije nalaze se uvijek u desnoj poluravnini, a

tamo funkcija ei(z) nema rez. Stoga, u ovom slucaju F,(¢) ima oblik
F.(t) =é{ei[— Hp, +jog)|-cil-t(p, — jop)]} . >0 (3.46)

Slucaj =0 dobiva se kao lijevi ili desni limes funkcije (3.44) odnosno (3.46). Obzirom

da nema reza u desnoj poluravnini, racunat ¢e se desni limes, tj.
Frt)= lim L{cil-1(p, + jog)|-cil-t(p, - joo)]} (3.47)
t—>0" 2
Za raCunanje limesa (3.47) iskoristit ¢e se izraz (3.43) ¢ime se dobiva

0= tim 2{infu(p, + jopl-inl-i(p, - jo, )]} (3.48)
t—0

Budué¢i vrijedi —z<arg(?)+arg[—(p,4j @,)]< 7, moZe se primijeniti pravilo za logaritam produkta

pa se za =0 dobiva
F(0)=Lin-p, - jo,)~In(-p, + jo,)] (3.49)
r 2 r g r g °
Konaéno, funkcija F,(f) moze se ovisno o ¢ zapisati na nacin
[eil-1p, + jop)l-cil-t(p, - jo)-c <0
Fr(t)zé In(-p, — jog)—In(=p, + jog) , t=0 (3.50)

eil-t(p, + jog)|-ei|-t(p, — jog) , t>0

pri ¢emu je konstanta C definirana izrazom (3.45). Ovime je izvod odziva kontinuiranog

sustava na sinc puls zavrsen, a odziv je definiran izrazima (3.11), (3.6), (3.7) 1 (3.50).
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3.3 Primjeri odziva sustava na sinc puls

Odziv na sinc puls predstavlja novi alat za analizu i sintezu sustava. Stovi$e, impulsni
odziv je samo njegov specijalan slucaj. Naime, ako grani¢na frekvencija sinc pulsa tezi u
beskonacnost, sinc puls postaje Diracov impuls, a odziv na sinc puls impulsni odziv.
Formalno zapisano, vrijedi

h(t)= lim y(og,1) (3.51)

C()g —>®0

Za ilustraciju odziva na sinc puls posluzit ¢e niskopropusni Butterworthov, Besselov,
Chebyshevljev 1 elipticki filtar osmog reda. Pritom su svi filtri normirani na frekvenciju
Irad/s. Valovitost u podruc¢ju propustanja Chebyshevljevog 1 eliptickog filtra iznosi 0.1dB, a
valovitost u podruc¢ju gusenja eliptickog filtra iznosi 100dB. Za pobudu uzet je sinc puls
grani¢ne frekvencije jednake grani¢noj frekvenciji filtara, tj. @,=Irad/s. Odziv filtara na sinc
puls prikazan je na slici 3.6, dok su njegova amplitudna karakteristika i1 karakteristika grupnog

kasnjenja prikazani su na slikama 3.7 1 3.8.

Chebyshev

A Elipticki
/\

Bessel

A Butterworth
/™\,

N \/ N
-20 -10 0 10 20 30 40
s

Odziv na sinc puls
0.35 / podjeljak
(

Slika 3.6 Odziv na sinc puls nekih klasi¢nih filtara osmog reda, svi normirani na
wg=1rad/s.
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| | | " Elipticki
1.0 .
Chebyshev
S
= 0.8r Butterworth T
5
v
£ 06f |
v
<
S
2 04 Bessel i
2
g
<
0.2F .
O 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
o, rad/s

Slika 3.7 Amplitudna karakteristika odziva na sinc puls nekih klasi¢nih filtara
osmog reda normiranih na @,=1rad/s.

[S—
(93]
T

Chebyshev

Grupno kasnjenje, s

10 .
Butterworth
5F Bessel T
0 | | | 1 |
0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

w, rad/s

Slika 3.8 Grupno kasnjenje odziva na sinc puls nekih klasi¢nih filtara osmog reda
normiranih na @,=1rad/s.
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Iz odziva se moZze uociti da selektivni filtri naruSavaju simetricnost valnog oblika. To
je posljedica njihove nelinearne fazne karekteristike. Selektivniji filtri imaju loSiju faznu
karakteristiku, pa je simetricnost ve¢a kod Butterworthovog filtra nego kod Chebyshevljevog
ili eliptickog filtra. Za razliku od njih, Besselov filtar kao predstavnik filtara s linearnom
faznom karakteristikom ima priblizno simetrican odziv. Medutim, istitravanje njegovog
odziva prije 1 poslije glavne latice znacajno je priguseno. To je posljedica monotono padajuce
amplitudne karakteristike filtra u podru¢ju propustanja. Osim simetri¢nosti, iz valnih oblika
odziva moze se uocCiti 1 njihova sli¢nost s impulsnim odzivom. Naime, elipticki filtar je
predstavnik jako strmih filtara. Stoga su amplitudni dijelovi spektra odziva na sinc puls i
impulsnog odziva priblizno jednaki. To se u vremenskoj domeni manifestira u slicnosti
odziva na sinc puls 1 njegovog impulsnog odziva.

Interesantno je pogledati odziv na sinc puls jedne familije filtara za razne redove. Na
slici 3.9 prikazan je odziv Butterworthovog filtra prvog, drugog, petog 1 desetog reda, a na
slikama 3.10 1 3.11 prikazani su amplitudna karakteristika i karakteristika grupnog kaSnjenja.
Swvi filtri imaju istu grani¢nu frekvenciju iznosa amsgg=1rad/s. Grani¢na frekvencija sinc pulsa
odgovara grani¢nim frekvencijama filtara, tj. w,=1rad/s. Pove¢anjem reda filtra povecava se
istiravanje odziva na sinc puls. To je posljedica povecanja strmine amlitudne karakteristike
filtra unutar podrucja propustanja. Tako za velike redove odziv na sinc puls sve viSe poprima
valni oblik impulsnog odziva. S druge strane, povefanjem reda smanjuje se simetri¢nost

odziva $to je posljedica vece nelinearnosti fazne karakteristike filtra kod visih redova.

N~
~ A\
N\
25 — aN
28 vV
S —
z@ A N=2
© AV 7
N=1
A4 N\
20 -10 0 10 20 30 40
1S

Slika 3.9 Odziv na sinc puls Butterworthovog filtra od prvog do desetog reda
grani¢ne frekvencije w,=wzgg=1rad/s.
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1.0 N=10 4
=5
= 0.8
z =2
g N=1
5 0.6 1
v
<
b=
kS|
2 04f .
g
02r 4
O 1 1 L 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2
o, rad/s

Slika 3.10 Amplitudna karakteristika odziva na sinc puls Butterworthovog filtra
od prvog do desetog reda granicne frekvencije w,=as¢g=1rad/s.

—_ —
o [\

oe]

Grupno kasnjenje, s
N

0 I 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

w, rad/s

Slika 3.11 Grupno kasnjenje odziva na sinc puls Butterworthovog filtra od prvog
do desetog reda granicne frekvencije w,=asqp=1rad/s.
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3.4 Modeli pobude izvedeni iz sinc pulsa

Osim niskopropusnih sustava, u praksi se c¢esto susreCu 1 pojasnopropusni,
pojasnonepropusni 1 visokopropusni sustavi. Takve je sustave potrebno pobuditi
odgovarajuc¢im signalom. Ukoliko se radi o pojasnopropusnom sustavu, sinc puls je potrebno
transformirati u odgovaraju¢i pojasnopropusni puls. U tom slucaju komponente pulsa
smjesStene su u frekvencijskom podrucju o<|w|<@,. Pojasnopropusni puls nulte faze i
jedini¢ne amplitude je linearna kombinacija dva sinc pulsa s grani¢nim frekvencijama w; 1 @».
Stoga je pojasnopropusni puls dan izrazom

X pp () = 22 sinc(wyt) — L sinc(w; 1) (3.52)
T T

Za linearne sustave, odziv na puls (3.52) je takoder linearna kombinacija odgovarajucih
niskopropusnih odziva (3.11), t;.
Ypp () = y(@2,1) = y(y,1) (3.53)

U slucaju visokopropusnog sustava grani¢ne frekvencije @,, pobudni puls je linearna
kombinacija Diracovog impulsa i sinc pulsa grani¢ne frekvencije jednake grani¢noj

frekvenciji visokopropusnog sustava, tj.
Og |
Xyp (£) = 6(8) ——sinc(w 1) (3.54)
T

Prema tome, odziv sustava je razlika impulsnog odziva i odgovaraju¢eg niskopropusnog
odziva, tj.

Yup () = (1) — Y(@g 1) (3.55)

Ukoliko se sustav zeli pobuditi na svim frekvencijama osim na frekvencijama izmedu
@y 1 an, sinc puls je formiran kao razlika Diracovog impulsa i pojasnopropusnog pulsa s

grani¢nim frekvencijama @ 1 @y, tj.
X iy (1) = 5(2) —%sinc(a)zz‘) + %sinc(a)lt) (3.56)

Odziv sustava u tom slucaju je razlika njegovog impulsnog odziva i odgovarajuceg odziva na

pojasnopropusni puls, tj.

Y pi () = h(t) = y(@7,1) + y(@y,1) (3.57)
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3.5 Energija odziva na sinc puls

Cesto je u analizi i sintezi sustava osim odziva na danu pobudu potrebno poznavati i
energiju odziva. U nastavku teksta bit ¢e izvedena energija odziva kontinuiranog sustava na
sinc puls, te energija odziva na modele pobude opisane u prethodnom poglavlju.

Energija signala moze se racunati ili u frekvencijskoj ili u vremenskoj domeni. Naime,
jednakost energije u obje domene definirana je Parsevalovom jednakosti. Budu¢i je odziv
(3.11) slozen izraz, energija ¢e se racunati u frekvencijskoj domeni. Radi lakSeg racunanja,

prijenosna funkcija sustava (3.4) rastavit ¢e se na parcijalne razlomke kao

K,
H(s)=aHy+H, z (3.58)
r= 1 —Pr
Energija odziva na sinc puls odreduje se pomocu integrala [27]
o
ey=—— [H()H(-s5)ds (3.59)
j2r
—jo,
pri ¢emu je put integracije duz jw osi. UvrStavanjem (3.58) u (3.59) dobiva se
H2 jog
0
e, =—"— o+ o+ (3.60)
g J27ZJ.J;)g[ rzls pJ{ rzl—s pr]
Nakon mnozZenja u podintegralnoj funkciji, energija poprima oblik
Jjo N jo Jjo
H
ey =- 0| o2 jds+aZKr I ds I ds
2z _ S=pr I —STDy
—jw r=l1 —jo, —jo,
(3.61)

ZZKqI

== G- pr>( 5= pg)

Kao $to se vidi iz izraza (3.61), za raCunanje energije potrebno je izracunati 4 integrala.

Prvi integral iznosi

L= [ds=j20, (3.62)
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U drugom integralu potrebno je napraviti supstituciju z=s—p,, koja daje

ja)g _pr+ng
s dz . .

To8=p .
_ng r —Pr _Jwg

Uociti da zbog Re(p,)<0 put integracije ne prelazi rez funkcije In(z), pa je izravno
primijenjeno Newtonovo pravilo. Obzirom da su —p,+j@, 1 —p,~j @, uvijek smjesteni u desnoj

poluravnini moguce je primijeniti pravilo za logaritam kvocijenta

h{ij = In(z,) - In(z,) (3.64)
)
koje vrijedi ako 1 samo ako je —z<arg(z;)—arg(z»)<, §to je u ovom slucaju zadovoljeno. Drugi

integral stoga iznosi

_pr+ja)g

12 =In -
_pr_]a)g

(3.65)

Analogno drugom, racuna se i tre¢i integral uvodenjem supstitucije z=—s—p, pa se
dobiva

ja)g _pr+ng

ds dz
=] = | 7
J®Oc Pr=Jj@g (3.66)
) ] -p,+jo
=In(-p, + jog)~In(-p, - jog)=In——-E
_pr_]a)g

Cetvrti integral potrebno je rastaviti na parcijalne razlomke oblika

joog Jog jo
LRl s s hivowon I A vl ersrs INLLL
o, 8P Pg)  PrPq| _j, STPr i, TSTPg

¢ime se dobivaju dva integrala Cija su rjeSenja dana u (3.65) i (3.66). Stoga, Cetvrti integral
1znosi
1 _pr+ja)g+ln_pq+ja)g

Iy=- In - 5
pr+pq _pr_]a)g _pq_]wg

(3.68)
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Uvrstavanjem (3.62), (3.65), (3.66) 1 (3.68) u izraz za energiju (3.61) dobiva se

2 .
H +jw
e, = Jlogoa +2aZK In pr—].g_
]27[ r=1 —Pr—J@g
_ ' (3.69)
ZZ pr+]a)g+ln_pq+]a)g
r=lg= lpr+pq _pr_ja)g _pq_ja)g
odnosno, nakon sredivanja
+jow +jo
ja 20 +aZK In Pty —r 8 ZZ P ] £ (3.70)
]72- —Pr— ]a) r=lg= 1pr+pq _pr_]a)g

Konac¢no, svodenjem na jednu sumu, energija odziva kontinuiranog sustava na niskopropusni

oblik sinc pulsa odredena je izrazom

2 N N i
H, K —-p,+jw
ey:—o aza)g-i-l.ZKr a—z 7 In Pr ] g (3.71)
T ]r=1 qzlpr+pq _pr_]a)g

U nastavku teksta bit ¢e obradeni neki specijalni sluc¢ajevi. Kao prvi bit ¢e uzet sustav
koji ima jednak broj nula i polova, tj. M=N. U tom slucaju je prema (3.6) o=1 i energija
odziva na sinc puls odredena je izrazom (3.71).

Kod drugog slucaja neka je jo§ uvijek M=N, ali neka je umjesto sinc pulsa granicne
frekvencije @, uzet Diracov impuls kao njegov specijalan slucaj, tj. sinc puls kod kojeg

wg—o0. U tom slucaju, energija odziva postaje

2 N .
H, K —-p,+jw

ey, = lim —0 aza) +— ZK Z 7 |In Pr ] £ =0 (3.72)
@y —>0 7T ]r 1 lpr+pq —Pr—JWg

Pri tom je uzeto u obzir da vrijedi

. — Pr +ja)g .
lim h——==jx (3.73)
Wg—0  — Py —]a)g

Kao treci specijalni slucaj uzet je sustav kod kojeg je stupanj brojnika manji od stupnja

nazivnika, tj. M<N. U tom slucaju je =0 1 energija odziva poprima oblik

HE —-pytjo
=-—0 ZZ = (3.74)
r=lg= lpr+pq _pr_]a)g
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U posljednjem slucaju neka je jo§ uvijek M<N, ali neka je umjesto sinc pulsa uzet

Diracov impuls. U tom slu¢aju energija odziva jednaka je energiji impulsnog odziva i iznosi

N N KK
ey=-Hj Y, Y —— (3.75)

rzlqzlp” +p‘1

Ovakav izraz koristen je u dizajnu filtara sa simetri¢nim impulsnim odzivom [18].

Do sada je izveden izraz za energiju niskopropusnog oblika odziva. U nastavku teksta
bit ¢e dani izrazi za energije odziva na preostale modele pobude temeljene na sinc pulsu.
Sli¢no kao $to su dobiveni izrazi za njihove odzive, dobit ¢e se i izrazi za njihovu energiju. U
slu¢aju pojasnopropusnog odziva (3.53), energija se racuna kao

1 J@;

e, = J'_”j j H(s)H (~s)ds (3.76)
1

Rastavljanjem integrala (3.76) na nacin
Jan Joy

[H(Hs)ds - [H(s)H(-5)ds (3.77)
I7 o I7 o

1
ey —

uoCava se da energija pojasnopropusnog odziva predstavlja razliku energija odgovaraju¢ih
niskopropusnih odziva (3.71), ;.
ey =ey) —ey (3.78)

pri ¢emu ey 1 e, oznacavaju energije niskopropusnih odziva grani¢nih frekvencija @ 1 w,.

Sli¢no se moze dobiti 1 energija visokopropusnog odziva (3.55) kao
ey =ep—ey (3.79)

pri ¢emu e;, oznacava energiju impulsnog odziva (3.75), a e, energiju niskopropusnog odziva
grani¢ne frekvencije @,. U sluCaju pojasnonepropusnog odziva (3.57), energija je dana

izrazom

ey, =ep—ey ey (3.80)
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3.6 Odziv vremenski diskretnog sustava na sinc puls

Prijenosna funkcija vremenski diskretnog sustava reda N moze se opisati izrazom

M
[Ta-cz™h

H(z)=Hy-~— (3.81)
[Ta-diz™
k=1

gdje su ¢; nule, d; polovi, a Hj pojacanje sustava. Ako su polovi jednostruki tada je impulsni

odziv sustava (3.81) dan izrazom [28]

M—-N N
hn]=Hy > B dln—ql+Hy> A.d)'S[n] (3.82)
q=0 r=1

gdje su B, konstante dobivene dijeljenjem polinoma u brojniku i nazivniku prijenosne

funkcije, a 4, reziduumi u polovima koji se raCunaju prema izrazu

M
[Ta-cd ™
_ =l

A , r=1L...,N

7

N | (3.83)
[Ta-dkd, ™)

k=1

k#r

Funkcije d[n] 1 S[n] u impulsnom odzivu (3.82) predstavljaju Kroneckerov delta i vremenski
diskretnu jedini¢nu stepenicu.
Vremenski diskretni sinc puls nulte faze koji jednoliko pobuduje sve frekvencijske

komponente sustava (3.81) unutar zadanog niskopropusnog podrucja —w,<@<w, ima oblik
Qg .
x[n] =—=sinc(wyn) (3.84)
V4

gdje je funkcija sinc definirana izrazom (3.2). Frekvencijska karakteristika diskretnog sinc
pulsa (3.84) ima oblik

1, |a)|Sa)g

X (@) ={ (3.85)

0 , a)g<|a)|£7z

Odziv vremenski diskretnog sustava (3.81) na sinc puls (3.84) odreden je

konvolucijskom sumom oblika
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3 Model pobude za mjerenje linearnih izobli¢enja u vremenskoj domeni

y[n1:§h[k]x[n—k1 (3.56)

Prakti¢na implementacija izraza (3.86) smije sadzavati samo konacne sume. To znaci da je
potrebno impulsni odziv i sinc puls odsje¢i na konac¢nu duljinu. Postoje razne metode za
procjenu efektivne duljine impulsnog odziva rekurzivnih sustava. Ovdje je koriStena metoda
temeljena na energiji impulsnog odziva [29]. Efektivne duljine impulsnog odziva i pobude, L
i L., dobivaju se tako da se odbace krajevi signala ¢ije energije ne prelaze zadanu vrijednost,
gledano relativno prema ukupnim energijama signala. U ovom slucaju korisSten je onaj broj
uzoraka koji osigurava da energija odbacenih uzoraka prema ukupnoj energiji bude manja od
le—6. KoriStenjem A[n] i x[n] kona¢nih duljina, indeksi u sumi (3.86) idu od 0 do L;+L,—2.

Potrebno je napomenuti da koriStenjem 4[n] 1 x[n] danim u izrazima (3.82) i (3.84)
odziv y[n] moze biti dobiven i u analitickom obliku koji ne sadrzi beskonacne sume.
Medutim, takav izraz je vrlo slozen 1 sadrzi viSestruke konacne sume. Njegova
implementacija u praksi nema prednosti u odnosu na gore opisan priblizni nacin odredivanja
odziva.

Za analizu 1 sintezu nekih vremenski diskretnih sustava, kao na primjer korektora,
potrebno je poznavati kontinuiranu reprezentaciju diskretnog odziva. U ovom slucaju,

kontinuirana reprezentacija odziva y[n] dobiva se sinc interpolacijom [30] na nac¢in

Ya(®)= Y ylnkinc[z(t—n)] (3.87)

n=—00

Zamjenom diskretnog odziva y[n] s konvolucijskom sumom (3.86), odziv y,(f) moze se

zapisati kao

—+00

+00
va®=Y > hlk]x[n—klsinc[r(t—n)] (3.88)

n=—oo k:—(xj

UvrsStavanjem izraza (3.84) u (3.88), te zamjenom indeksa suma, kontinuirana reprezentacija
poprima oblik
+00

+0
o) = % Hn] 3 sinclog (n— k) binclz (¢~ )] (3.89)
—0 k=—00

n=

Moze se lako pokazati da vrijedi

Jiosinc[wg (n— k)]sinc[ﬂ(t — k)] = sinc[a)g (t— n)] (3.90)
k=—o0
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3 Model pobude za mjerenje linearnih izobli¢enja u vremenskoj domeni

Primjenom (3.90) kontinuirana reprezentacija diskretnog odziva na sinc puls poprima oblik

w, I
ya() =% > hnkinclog (- m)] (3.91)

n=-—0

Za pojasnopropusni model pobude c¢ije su komponente smjeStene unutar
frekvencijskog podru¢ja on<|@w<m,, puls x[n] je linearna kombinacija dva sinc pulsa x;[#] 1
x»[n], oblika

x[n]=xy[n]-x[n]= %sinc(a)zn) - %sinc(a)ln) (3.92)

U ovom slucaju kontinuirana reprezentacija odziva je linearna kombinacija odgovarajucih

niskopropusnih odziva (3.91), tj. vrijedi

ya(t):% Zh[n]sinc[a)z(t—n)]—% Zh[n]sinc[a)l(t—n)] (3.93)

U slucaju kad je x[n] visokopropusni puls, tj. a»=r, kontinuirana reprezentacija odziva

takoder je odredena izrazom (3.93).
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

4.1 Mjera fazne linearnosti sustava

Mjerenje fazne linearnosti temeljena na vremenskom odzivu proizlazi iz podrucja
prilagodenih filtara [31]. Posljednjih godina izobli¢enje vremenskog odziva je uspjesno
koristeno kao kriterij u dizajnu filtara [2], [18] i faznih korektora [32]. U tim radovima,
izoblicenje je definirano kao integralna mjera asimetrije impulsnog odziva obzirom na neku
linijju simetrije. Buduéi je spektar impulsnog odziva beskonacan, mjera izoblicenja je
izraCunata za sve frekvencijske komponente, tj. —o<@<co. Kao posljedica toga, zbog
beskonacnog iznosa energije impulsnog odziva, ta se mjera ne moZze primijeniti na sustave s
jednakim redom polinoma u brojniku i nazivniku prijenosne funkcije.

U praksi je interesantno mjeriti izobli¢enje spektralno ogranic¢enog signala. To se moze
uciniti pobudivanjem sustava konacnom sekvencom obojenog Suma, a zatim njenim
usporedivanjem s odgovaraju¢om izlaznom sekvencom, kao na primjer u [32]. Ovakav pristup
je prakti¢no primjenjiv, ali nije temeljen na analiti€¢kim izrazima. U ovom radu, predloZena je
mjera izobli¢enja koja proizlazi iz prijenosa niskopropusnih signala kroz zadani sustav. Prvi
put ova mjera definirana je u radu [33].

Idealni sustavi s linearnom faznom i proizvoljnom amplitudnom karakteristikom na
simetricnu pobudu daju simetrican odziv. Stoga se mjera fazne linearnosti realnog sustava
moze definirati kao pogreska simetrije odziva. Nadalje, ako se fazna linearnost Zeli mjeriti
unutar odredenog frekvencijskog podrucja, tada je potrebno koristiti pobudu koja sadrzi sve
komponente iz tog podruc¢ja. Osim toga, pozeljno je da takva pobuda jednoliko pobuduje sve
frekvencijske komponente iz podru¢ja koje se analizira. U tu svrhu odziv na sinc puls
pokazuje se kao dobar kandidat za mjeru fazne linearnosti. Pogreska simetrije odziva ()

obzirom na os simetrije £, moze se izraziti kao energija pogreske u obliku

+00

1 2
ea(ts) =7 [l)- vt -nFar (4.1)
—00
Kvadriranjem podintegralne funkcije, integral (4.1) moze se zapisati kao

ealty) = [¥2(0)dt— [y(0)yQts —t)dt =e, —e(ty) (4.2)

—0o0 —00
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Prvi integral u izrazu (4.2) predstavlja energiju odziva na sinc puls definiranu izrazom (3.71).
Za dobivanje jednozna¢ne mjere izobliCenja, pogresku simetrije potrebno je normirati na

energiju odziva, ¢ime se dobiva

Eq(t)=1-%s) (43)
€y

Drugi integral u izrazu (4.2) je autokonvolucija odziva izraunata u trenutku 24, t.

es(ts) =y * ()] _y, (4.4)
S druge strane, odziv y(¢) je konvolucija pobude x(¢) i impulsnog odziva A(f), pa se moze

pisati

ey (t3) = (O h()* X()) * (D), _y, @.5)

Primjenom svojstva komutacije konvolucije, te svojstva autokonvolucije sinc pulsa oblika
x(t)* x(t) = x(¢) (4.6)
dobiva se

es(ty) =x(O)* h(t)*h(0)],_y, (4.7)

Kao $to se vidi iz dobivenog izraza, ey(t;) se svodi na racunanje autokonvolucije impulsnog
odziva. Primjenom izraza (3.5), moze se lako pokazati da ta konvolucija za sustave s

jednostrukim polovima iznosi

N
W)= h(t) = | > H§8(1)# 5(t) +2aHG > K e

r=1

5 N N K,.K 5 N 5
+2H5 Y. > —LePrl 1+ HE Y Kt }S(z)
r=1g=1 Pr=Pq r=I1
q#r

(4.8)

Uvrstavanje (4.8) u (4.7), te raCunanjem konvolucije sa sinc pulsom (3.1), integral e (¢,) moze

se izraziti kao funkcija polova i reziduuma kao [33]
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Hgaza)g .
e, (ty) =Tsmc(2a)gts)

HE Y 5 prsinQogty) + wgcosmgty)
+— > K;
u 2 2
r=1 Dy + g
4.9)
Hf & - Ky
+_—ZK, exp2p,t;)| a+ K, tg + Z —_—
J7 r=1 qzl,qirp’”_pq

-{ei[— 25(py — joog )]—ei[— 2t (py +j0)g)]}

Mjera fazne linearnosti sustava moZze se definirati kao normirana pogreska simetrije

izraCunata obzirom na optimalnu os simetrije. U tu svrhu potrebno je rijesiti problem

E= n}in[Ea (t,)] (4.10)

N

Ovaj problem prilicno je jednostavan 1 moze se rijeSiti koriStenjem klasi¢nih metoda za
nelinearnu optimizaciju. Optimizacijski postupak krec¢e od neke pocetne osi £, za koju se
mozZe uzeti procijenjena pozicija maksimuma odziva na sinc puls koji je danu (3.11).

Za ilustraciju primjene ove mjere dana su dva primjera. U oba slucaja za dobivanje
mjere koriSten je kvazi-Newtonov optimizacijski postupak s BFGS (Broyden, Fletcher,
Goldfarb, Shanno) formulom za aproksimaciju Hessiana [23]. Prvi primjer pokazuje
estimaciju korisnog frekvencijskog podruc¢ja linije za kasnjenje. Na slici 4.1 prikazani su
odzivi (3.11) za Besselovu liniju za kasnjenje petog reda zajedno s odgovarajuc¢im
pogreskama simetrije (4.10). Iz odziva se moze uocCiti da povecanje grani¢ne frekvencije
uzrokuje povecanje izobli¢enja signala. Ono postaje znacajno za pogreske simetrije vece od
1%.

Kao $to je pokazano, pogreska simetrije prvenstveno je vezana uz faznu karakteristiku
sustava. Medutim, amplitudna karakteristika sustava takoder utjeCe na iznos pogreske buduci
su u odzivu manje zastupljene one komponente koje su jace prigusene. Prema tome, ovako
definirana mjera istovremeno uzima u obzir utjecaj fazne 1 amplitudne karakteristike. Stoga je
ona pogodna za usporedbu sustava dobivenih koriStenjem raznih kriterija.

Na slici 4.2 prikazana je pogreska simetrija za neke klasi¢ne niskopropusne filtre petog
reda, pri ¢emu su svi oni normirani na asgg=1rad/s. Pogreska simetrije prikazana je u odnosu
na grani¢nu frekvenciju pobude @,. Kao Sto se moglo 1 ocekivati, filtar s maksimalno glatkim
grupnim kasnjenjem (Bessel) daje najmanju pogresku simetrije unutar @sgg podrucja.
Pogreska se povecava Sirenjem frekvencijskog podrucja. Ona doseze pogreske filtara s

jednolikom valovito§¢u faze iznosa 0.05° i 0.5° na frekvencijama 1.2msqp i 1.6as4p. Nadalje,
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

moze se uocCiti da Butterworthov filtar, koji aproksimira pravokutnu amplitudnu
karakteristiku, ima zadovoljavaju¢u pogresSku simetrije za @<0.7 @zqg unato€ relativno loSem

grupnom kasnjenju unutar danog podrucja.

~ N /\ m @,=3.0 rad/s, £=0.41

ARV \/ 4
//\ @,=2.5 rad/s, £=0.16

®,=2.0 rad/s, E=1.9107

NN\
/\ ®,=1.5 rad/s, E=3.4-10*
/\ ®,=1.0 rad/s, E=2.1-10”

Odziv na sinc puls y(¢)
0.5 / podjeljak
q
<
//

-5 0 5 10 15 20 25
fs

Slika 4.1 Odziv na sinc puls Besselove linije za kaSnjenje petog reda.

O I
Butterworth
D
2F S
3
4L
@ jednolika
ODS -6F valovitost faze 0.5
S)
jednolika
-8r valovitost faze 0.05° -
Bessel
_10k _
-12 I | |
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0y /O34B

Slika 4.2 Pogreska simetrije nekih klasi¢nih filtara petog reda.
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Iz opisane analize proizlazi ideja o korisStenju pogreske simetrije £ u sintezi sustava
koji osiguravaju malo izobli¢enje signala unutar Zeljenog podrucja —@,<@w<w, Ovakav
pristup moze se uspjesno koristiti u dizajnu korektora i linija za kaSnjenje, $to je opisano u

daljnjem tekstu.

4.2 Sinteza vremenski kontinuiranih sustava
4.2.1 Korektori niskopropusnih filtara

Poznata je ¢injenica da sustavi s minimalnom fazom ne mogu istovremeno imati strmu
amplitudnu karakteristiku u prijelaznom podru¢ju i konstantno grupno kaSnjenje unutar
podru¢ja propustanja [27]. U praksi, selektivni filtri sa strmim nagibom amplitudne
karakteristike u prijelaznom podrucju imaju velik skok u krivulji grupnog kasnjenja blizu
grani¢ne frekvencije. To je obi¢no suprotno od zahtjeva za mala izobli¢enja u vremenskoj
domeni. Prema tome, kompromis izmedu velike selektivnosti i konstantnog grupnog
kaSnjenja unutar podrucja propustanja predstavlja klasican kompromis u dizajnu filtara.

U sustavima sa zadanom amplitudnom karakteristikom, grupno kasnjenje moze se
poboljsati spajanjem odgovarajuc¢eg svepropusnog filtra u kaskadu sa selektivnim filtrom.
Takav svepropusni filtar obi¢no se dizajnira na nacin da korigira grupno kasnjenje kaskade.
Njegova prijenosna funkcija mozZe se dobiti koriStenjem raznih aproksimacijskih tehnika
kojima se ostvaruju razli¢ite pogreske kaSnjenja. Na primjer, maksimalno glatka
aproksimacija forsira konstantno ponaSanje na nizim frekvencijama. Kao posljedica toga,
veCa pogreSka se dobiva blizu ruba podru¢ja propustanja filtra. Grupno kaSnjenje ce
aproksimirati konstantu na Sirem frekvencijskom podru¢ju ako mu se dopusti odredena
valovitost. Predstavnik ovakvog pristupa je opisan u [34] gdje je zadano kaSnjenje
aproksimirano u smislu jednolike valovitosti. S druge strane, aproksimacija konstante u
smislu najmanje kvadratne pogreske rezultira valovitoS¢u koja se povecava od nizih prema
viSim frekvencijama podrucja propustanja. U praksi, ovaj pristup je dosta koriSten buduci
komponente signala blizu grani¢ne frekvencije obi¢no imaju manju energiju od onih
smjesStenih duboko u podrucju propustanja. Osim toga, te komponente mogu biti dodatno
potisnute filtrom, ako se guSenje filtra povecava s frekvencijom. Ilustrativna usporedba
navedenih pristupa moze se pronaci u [27]. Ujednacavanje grupnog kasSnjenja najceséi je
pristup kod dizajna korektora u frekvencijskoj domeni. Ipak, radi postupnosti potrebno je
spomenuti da postoje i drugaciji pristupi, na primjer temeljeni na faznom kasnjenju [35].

Izbor aproksimacije ovisi o aplikaciji. Tako je, na primjer, u spektralnoj analizi
potrebno zadrzati relativnu faznu razliku izmedu frekvencijskih komponenata. Fazna
pogreska je odredena maksimalnom valovitosti unutar zadanog podrucja pa je aproksimacija

faze jednolikom valovito$¢u odgovarajuéi izbor. S druge strane, ako se radi o obradi pulseva,
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tada je vazno osigurati mala izobli¢enja signala u vremenskoj domeni. Obzirom da pulsevi
koriSteni u prijenosnim sustavima Cesto imaju zvonolik oblik amplitudnog dijela spektra,
razumljivo je omoguciti vece tolerancije grupnog kaSnjenja blizu rubova frekvencijskog
podruc¢ja nego u njegovoj sredini. Takvo ponaSanje kasnjenja moguce je ostvariti
aproksimacijom u smislu najmanje kvadratne pogreske. U klasinom obliku, ova
aproksimacija ne uzima u obzir niti amplitudni dio spektra signala niti amplitudnu
karakteristiku sustava. Medutim, te karakteristike mogu biti ukljuCene koristenjem
odgovarajuce tezinske funkcije, kao na primjer u [36] 1 [37]. U tim radovima analizirane su
razne optimalne tezinske funkcije u cilju reduciranja bo¢nih latica amplitudnog dijela spektra
pulsa koji se koristi u televizijskim prijenosima.

Ako se forsira konstantno grupno kaSnjenje u cilju dobivanja malih izobli¢enja
vremenskog odziva, tada kriterij dan u frekvencijskoj domeni, cak i ako uzima u obzir
amplitudnu karakteristiku sustava kao tezinsku funkciju, ne rezultira optimalnim korektorom.
Stoga je bolje dizajn prebaciti u vremensku domenu. Nedavno je razvijena metoda za dizajn
korektora temeljena na simetriji impulsnog odziva [32], [38]. Ta metoda daje korektore koji
osiguravaju najmanju pogreSku simetrije impulsnog odziva kaskade. Premda je ovakav
pristup vrlo koristan, on ima dva nedostatka. Prvi je da proces korekcije uzima u obzir sve
frekvencijske komponente, tj. —co<@w<oo, a ne samo komponente iz zadanog frekvencijskog
podrucja. Prema tome, komponente sa znacajnom energijom unutar prijelaznog podrucja filtra
mogu takoder utjecati na ukupno grupno kasnjenje. Iako su te komponente vjerojatno izvan
podrucja interesa, one mogu narusiti ostvareno kaSnjenje unutar podruc¢ja propustanja. Drugi
nedostatak je da ovaj postupak ne moze primijeniti za korekciju filtara s istim redom brojnika
1 nazivnika prijenosne funkcije. Naime, njegov impulsni odziv ima beskona¢nu energiju, te
takav slucaj nije podrzan jednadzbama potrebnima za dizajn.

U prethodnom poglavlju je pokazano da se simetrija vremenskog odziva moze
uspjesno koristiti kao mjera fazne linearnosti kauzalnih sustava. U tom slucaju ista mjera se
moze iskoristiti 1 kao kriterij u dizajnu korektora [39]. Tako dobiveni korektori osiguravat ¢e
u vremenskoj domeni najmanje izobliCenje signala Ciji se spektar nalazi unutar zadanog
frekvencijskog podrucja —w,<w< @,.

Prijenosna funkcija filtra N-tog reda s M<N konacnih nula, u kaskadi sa svepropusnim

sustavom A4-tog reda i jedini¢nog pojacanja, dana je izrazom

M N+A4

H(S_Zi) H(“‘Pq)
H(s):Hol;l—x(—l)A% (@.11)

[1G-ri) [TG-py)

k=1 g=N+1
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gdje px, z: 1 Hy odgovaraju polovima, nulama 1 pojacanju filtra. Svepropusni sustav je odreden
svojim polovima p,. Konstanta (-1)* osigurava invertiranje negativnog pojacanja koje se
javlja kod svepropusnih sustava neparnog reda. Skupljanjem faktora u nazivniku u zajednicki

produkt, prijenosna funkcija moze se zapisati u kompaktnijem obliku kao

M N+A4
H(S_Zi) H(S+pq)
H(s) = Ho(-D4 = 4= (4.12)
[1G6-rr)
k=1

Cilj u dizajnu je pronaci svepropusnu prijenosnu funkciju koja ¢e pogresku simetrije
(4.3) odziva kaskade (4.12) na sinc puls svesti na minimum, a da se pri tom parametri filtra ne
mijenjaju. Obzirom da energija odziva kaskade ovisi samo o parametrima filtra, ona ¢e
predstavljati konstantu tijekom optimizacijskog postupka. Prema tome, polovi i nule
svepropusne prijenosne funkcije koji osiguravaju minimalnu pogresku simetrije mogu se

pronaci rjeSavanjem problema

1’1’111’1 [_es(tsaa)gﬁplﬁ""pN‘i‘A’Zl""’ZM)] (413)
tS)pN—l—l""’pN-l-A

Pozicija osi simetrije #; tretira se kao nezavisna varijabla u optimizacijskom postupku obzirom
da se njezina optimalna pozicija ne moze unaprijed odrediti. Takvim pristupom osigurana je
najveca moguca simetrija odziva.

U optimizaciji je prakti¢nije koristiti funkciju cilja s realnim umjesto kompleksnim
varijablama. U tom smislu, kompleksne polove py+1, ..., Py+4, koji su ustvari varijable funkcije
cilja, je potrebno razloziti na realne 1 imaginarne dijelove kao py=ptj-p 4 Kompleksni polovi
realnih sustava uvijek dolaze u konjugirano kompleksnim parovima. Stoga se optimizacijski

problem (4.13) moze formulirati kao

min [—es(ls,a)g,pl,...,pN+A,zl,...,zM)]
s> Po(N+1)rPo(N+A4/2)s (4.14)

Pe(N+1)s-Pe(N+A4/2)

u slucaju parnog reda korektora, odnosno kao

min [—es(ls,a)g,pl,..,pN+A,zl,..,zM)]
s> Po(N+1)>>Po(N+(4-1)/2)> Po(N+A)> (4.15)

Pe(N+1)s++ Pe(N+(A-1)/2)

u slucaju neparnog reda korektora.
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Trazenje optimuma moze se izvesti koriStenjem uobiCajenih metoda za nelinearnu
optimizaciju. U ovom slucaju koriStena je kvazi-Newtonova metoda s BFGS formulom za
aproksimaciju Hessian matrice.

Za ilustraciju znacajki opisane metode, provedena je korekcija eliptickog filtra osmog
reda s valovitoS¢u u podru¢ju propustanja 0.1dB 1 valovitos¢u u podruc¢ju gusenja 80dB.
Optimizacijski problemi (4.14) 1 (4.15) rijeSeni su za korektore od prvog, A=1, do osmog
reda, A=8. Slucaj A=0 odgovara samom filtru. Pretpostavljeno je da gornja granica podrucja
interesa odgovara grani¢noj frekvenciji filtra. U ovom primjeru ona 1znosi w,=ay.1qg=1rad/s.

Odziv na sinc puls je prikazan na slici 4.3, zajedno s ostvarenom pogreskom simetrije
E, 1 osi simetrije #. Povec¢anjem reda korektora povecava se simetrija odziva. Za korektore
niskih redova ova c¢injenica se ocituje kroz izjednacavanje lijevog i1 desnog istitravanja
obzirom na glavnu laticu odziva. Pobolj$anje u simetriji, koje je ostvareno visokim redovima
korektora, moze se uociti samo u numerickim podacima pogreSke simetrije E,. Medutim,
poboljsanje grupnog kaSnjenja je puno ocitije. Krivulje grupnog kasnjenja optimalnih kaskada
prikazane su na slici 4.4. U podrucju propustanja, one aproksimiraju konstantu s odredenom
valovitoscu, koja se smanjuje povecavanjem reda korektora.

Polozaji polova i nula filtra 1 optimalnog korektora Sestog reda prikazani su na slici
4.5. Polovi, a time 1 nule korektora, su smjeSteni u onom dijelu ravnine koji odgovara

podrudju interesa — @< W< @,.

A=8 A AE%z le-4, 1,=27.95

A=7 " A\ Fumdded =253

=» 4=6 X \\/ 1=6.9¢-4, 1,=22.75
oS A=5 X \\/\ Ey=1,6e-3, 15 =20.05
é“\é A=4 K \\/\ Fa=38¢-3, 1=17.35
59 4= K \\/\ Ey=8.3¢3, 15 =147
o A=2 PN /]\\1/\ A~ FEo=2.2e-2, t;=12.0s

4
\ yaN Eaq :6.56-2, ts=9.2s

A
40 )\ A Ea23eli=6ls

1 1 1 1 Il 1 1

20 -10 0 10 20 30 40 50 60

Slika 4.3 Odziv na sinc puls kaskade eliptickog filtra osmog reda s 0.1dB
valovitosti u podrucju propustanja, te 80dB valovitosti u podrucju
guSenja 1 optimalnog korektora 4-tog reda, uz @,=ay 1qg=1rad/s.

38



4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

40 T T T T T
35} 1
!

30} A8 N
£ o5k 1
o i
= / “‘
o / |
15t \
2
&) \

10 N

A=0
5
O 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

o, rad/s

Slika 4.4 Grupno kasnjenje kaskade eliptickog filtra osmog reda s 0.1dB
valovitosti u podrucju propustanja, te 80dB valovitosti u podrucju
gusenja 1 optimalnog korektora 4-tog reda.
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Slika 4.5 Polozaj polova i nula kaskade eliptickog filtra osmog reda s 0.1dB
valovitosti u podrucju propustanja, te 80dB wvalovitosti u podrucju
guSenja i optimalnog korektora Sestog reda (nule filtra nisu prikazane).
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Za provodenje optimizacija u (4.14) 1 (4.15) potrebno je odabrati odgovarajucu
pocetnu iteraciju. Iz slike 4.5 se moze zakljuciti da je preporucljivo pocetne polove korektora
smyjestiti unutar frekvencijskog podrugja filtra, malo lijevo ili desno od polova filtra.

Izrazi (3.71) 1 (4.9) vrijede samo za jednostruke polove. Prema tome, pocetni polovi
korektora ne smiju se preklapati s polovima filtra. Pored toga, praksa pokazuje da se problem
visestrukosti polova nikad ne pojavljuje tijekom ove optimizacije. Za poCetnu os simetrije £,
mozZe se koristiti ona os koja osigurava najmanju pogresku simetrije pocetne kaskade. Njezina

pozicija moze se pronaci rjeSavanjem problema

rr;jn[— e (tsaa)gapla--'apN+Aazlr'-aZM)] (4.16)

Unato¢ kompleksnoj 1 nelinearnoj funkciji cilja, dizajn korektora pokazuje se
robusnim. Za optimizaciju korektora nizih redova obi¢no je dovoljno jedno pokretanje
optimizacijskog postupka. Medutim, za viSe redove preporuCuje se nekoliko pokretanja
postupka s razli¢itim pocetnim tockama ¢ime se povecava vjerojatnost da dobiveno rjesenje
predstavlja globalni optimum.

Potrebno je uociti da pogreska simetrije dana u (4.9) sadrzi velik broj pribrojnika.
Takva struktura je osjetljiva na pogreske zaokruzivanja. Ako koriStena optimizacijska metoda
raCuna gradijent koriStenjem konacne razlike, pogreSka zaokruzivanja moze biti
ogranicavaju¢ faktor kod rada s kaskadama visokih redova. Ipak, implementacija u dvostrukoj
preciznosti omogucava optimiranje kaskada do 20-og reda ¢ija pogreska simetrije nije manja
od £, ~=1e—-6.

Filtri s malom valovitoS¢u grupnog kaSnjenja unutar podrucja interesa daju malu
pogresku simetrije iako su korigirani korektorom niskog reda. Slika 4.6 1 slika 4.7 prikazuju
odziv na sinc puls 1 grupno kasnjenje kaskade Butterworthovog filtra osmog reda normiranog
na asgg=Irad/s 1 optimalnog korektora s w,=asgg. Vrlo velika simetrija, te kao posljedica
toga, priblizno konstantno grupno kasnjenje postize se s korektorom cCetvrtog reda. Prema
tome, ocCito je da daljnje povecanje reda korektora u praksi nije potrebno.

Valovitost grupnog kasnjenja u prethodnim primjerima pokazuje regularno ponasanje,
kao Sto se moze vidjeti na slikama 4.4 1 4.7. Broj lokalnih ekstrema na danim krivuljama
1znosi A+2. To je posljedica monotonog ponasanja krivulje grupnog kasnjenja filtra u ve¢em
dijelu podrucju propustanja. Manje regularno ponasanje moze se uociti ako ve¢ sam filtar ima
odredenu valovitost grupnog kasnjenja. To je ilustrirano na slici 4.8 za Chebyshevljev filtar s
valovitos¢u u podru¢ju propusStanja 1dB, grani¢ne frekvencije wigg=Irad/s, u kaskadi s

optimalnim korektorom s w,=wigs.
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Slika 4.6 Odziv na sinc puls kaskade Butterworthovog filtra osmog reda i
optimalnog korektora 4-tog reda, uz @w,=msqg=1rad/s.
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Slika 4.7 Grupno kasnjenje kaskade Butterworthovog filtra osmog reda 1
optimalnog korektora 4-tog reda.
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Slika 4.8 Grupno kaSnjenje kaskade Chebyshevljevog filtra Sestog reda s 1dB
valovitosti u podruc¢ju propustanja i optimalnog korektora 4-tog reda.

4.2.2 Korektori pojasnopropusnih filtara

Za smanjenje izobli¢enja vremenskog odziva pojasnopropusnog filtra takoder se moze
primijeniti pristup temeljen na najmanjoj pogresci simetrije odziva [40]. U tom slucaju,
kaskadu filtra i korektora opisanu prijenosnom funkcijom (4.11), potrebno je jednoliko
pobuditi signalom ¢iji se spektar nalazi unutar podru¢ja interesa @ <|w|<@,. Takav
pojasnopropusni signal moZe se izraziti kao linearna kombinacija dva sinc pulsa, a ima oblik
dan u (3.52). Odziv linearnog sustava na pobudu (3.52) takoder je moguce izraziti kao
linearnu kombinaciju odgovarajuc¢ih niskopropusnih odziva, na nacin dan u (3.53). Ovdje ¢e

zbog potpunosti biti ponovljen izraz za odziv. On ima oblik
y(O) = y2(6) =y (1) (4.17)

gdje su y1(¢) 1 y2(¢) odzivi sustava na sinc pulseve grani¢nih frekvencija w; 1 @».

Za raCunanje pogreSke simetrije (4.3), potrebno je integrale e, 1 e (t,) izraziti kao
funkciju niskopropusnih odziva yi(¢) 1 y»(f). Primjenom Parsevalovog teorema, energija e,
moze se dobiti kao

e, =

y =€ ¢

)1 (4.18)
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

gdje ey 1 e, 0znacavaju energije odziva y;(?) 1 y(¢), definirane izrazom (3.71), a izraCunate za
frekvencije @, 1 w».

Integral e (z;) je autokonvolucija odziva y(¢) definirana izrazom (4.4). UvrStavanjem
odziva (4.17) u konvoluciju (4.4) dolazi se do

es(1) =[12(0* 1O+ 1O * NO-201 O * 2]y, (4.19)

Buduéi su odzivi yi(¢) 1 y2(f) niskopropusni signali grani¢nih frekvencija e 1 a», gdje je
>y, vrijedi jednakost

yi(0) * yo(8) = yi (1) * 31 (2) (4.20)

Prema tome, konvolucija (4.19) se moze reducirati na
es(t) =20 * 2 0], IO * O]y, = et —ea(ts) (4.21)

gdje su ey (2) 1 exn(ts) integrali odredeni izrazom (4.9), izraCunati za frekvencije @) 1 @,.
Nakon S§to je odredena pogreska simetrije odziva, potrebno je provesti njezinu

optimizaciju u cilju dobivanja optimalnih polova korektora. Obzirom da za dani filtar energija

odziva ovisi samo o prijenosnoj funkciji filtra, polovi korektora koji osiguravaju minimalnu

pogresku simetrije mogu se pronaci rjeSavanjem problema

min [_es(tsaa)laa)29pl""’pN‘i‘A’Zl""’ZM)] (422)
lss DN+1>+> PN+ 4

Kako u optimizaciji niskopropusnih, tako i u optimizaciji pojasnopropusnih kaskada
potrebno je krenuti od odgovaraju¢ih pocetnih polova korektora. Ako se izvodi korekcija
pojasnopropusnog filtra dobivenog transformacijom odgovarajuc¢eg niskopropusnog prototipa
[27], prvi korak u dizajnu moze biti korekcija prototipa metodom opisanom u prethodnom
poglavlju. To je preporucljivo jer transformacija niskopropusnog sustava u pojasnopropusni
udvostrucava red sustava. Pri tom je potrebno uociti da vrijednosti N i 4 u danim izrazima
predstavljaju red pojasnopropusnog filtra 1 korektora, a ne redove njihovih niskopropusnih
prototipova. Nakon §to je prototip korigiran, konvencionalna transformacija niskog u pojasni
propust primjenjuje se na prijenosnu funkciju filtra, te korektora. Budu¢i transformacija
zadrzava samo oblik krivulje amplitudne karakteristike, transformirani korektor viSe nije
optimalan. Medutim, njegovi polovi predstavljaju dobar izbor za pocetne polove kod

optimizacije pojasnopropusne kaskade (4.22).
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Ukoliko pojasnopropusni filtar nije dobiven transformacijom prototipa, pocetne polove
korektora treba smjestiti unutar podrucja propustanja filtra, malo lijevo ili desno od polova
filtra. Osim toga, budu¢i izrazi (3.71) 1 (4.9) vrijede samo za jednostruke polove, pocetni
polovi korektora ne smiju se preklapati s polovima filtra.

Kao i kod korekcije niskopropusnog filtra, dobar izbor za pocetnu os simetrije £,
predstavlja ona os koja osigurava najmanju pogresku simetrije pocetne kaskade. Njezina

pozicija moze se pronaci rjeSavanjem problema

min[~ e (g, @, @2, Provess PN+ 45 21500201 )] (4.23)

Usporedbom problema (4.22) 1 (4.13) moZe se uociti da je metoda za dizajn korektora
pojasnopropusnih filtara identi¢na onoj za dizajn korektora niskopropusnih filtara. Stovise,
korektori niskopropusnih filtara mogu se promatrati kao specijalan slucaj korektora
pojasnopropusnih filtara, ako se uzme @=0 1 e»=w,. Medutim, maksimalni red kaskada koje
se u ovom slucaju mogu optimirati je nesto manji od reda niskopropusnih kaskada. To je
posljedica slozenije funkcije cilja koja je osjetljivija na pogreske zaokruzivanja. Ako se koristi
dvostruka preciznost, ovom metodom je moguce optimirati kaskade do 18-og reda i pogreska
simetrija do E,=1e—4.

Za ilustraciju znacajki metode, provedena je korekcija Chebyshevljevog
pojasnopropusnog filtra desetog reda s granicnim frekvencijama @=1rad/s i @»=1.3rad/s.
Filtar je dobiven iz niskopropusnog prototipa petog reda. Optimizacijski problem je rijeSen za
korektore drugog, Cetvrtog 1 Sestog reda. Krivulje ostvarenih grupnih kasnjenja prikazane su
na slikama 4.9 1 4.10, zajedno s krivuljom kasnjenja samog filtra, koja je oznacena s A=0.
Slika 4.9 odgovara filtru s valovitosti u podruc¢ju propustanja 0.1dB. Ovaj filtar ima prili¢no
glatko grupno kasnjenje unutar podruc¢ja propustanja. Prema tome, povecanje reda korektora
uzrokuje smanjenje valovitosti grupnog kasnjenja unutar velikog dijela podrucja propustanja.
Manje regularno ponaSanje moze se uocCiti za filtre ¢ije grupno kaSnjenje ima znacajnu
valovitost, kao na primjer za Chebyshevljev filtar s 1dB valovitosti u podru¢ju propustanja,

kao §to je prikazano na slici 4.10.
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Slika 4.9 Grupno kasnjenje kaskade Chebyshevljevog pojasnopropusnog filtra
desetog reda s 0.1dB valovitosti u podru¢ju propustanja i optimalnog
korektora 4-tog reda.
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Slika 4.10 Grupno kasnjenje kaskade Chebyshevljevog pojasnopropusnog filtra
desetog reda s 1dB valovitosti u podrucju propustanja i optimalnog
korektora 4-tog reda.
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4.2.3 Sustavi s konstantnim kaSnjenjem

Klasi¢ni postupci za dizajn sustava s konstantnim kasSnjenjem izvedeni su u
frekvencijskoj domeni. Najpoznatiji predstavnik je Besselov filtar [41], koji je napravljen
koriStenjem maksimalno glatke aproksimacije. Medu popularnim filtrima nalaze se i oni
dobiveni koriStenjem aproksimacije faze ili grupnog kasnjenja s jednolikom valovito$¢u, kao
na primjer [34] 1 [42]. Aproksimacija konstantnog grupnog kaSnjenja u smislu najmanje
kvadratne pogreske takoder se koristi u sintezi filtara s konstantnim kaSnjenjem [27]. Osim
navedenih aproksimacija, u literaturi se mogu pronac¢i i mnogi drugi kriteriji [1].

Mreze s konstantnim kaSnjenjem tipi¢no se primjenjuju u obradi pulseva. U tim
primjenama obi¢no se kao glavni zahtjev postavlja malo izobli¢enje vremenskog odziva.
Sustavi dizajnirani koriStenjem aproksimacija u frekvencijskoj domeni ne osiguravaju
optimalno ponaSanje u vremenskoj domeni. Stoga je u tim sluc¢ajevima preporucljiv pristup
dan u vremenskoj domeni.

Postoje dva razlicita pristupa u sintezi sustava s konstantnim kaSnjenjem u vremenskoj
domeni. Prvi pristup je temeljen na sintezi sustava €iji impulsni odziv aproksimira neku
odredenu funkciju. Kao primjer ¢esto koristene funkcije je potencija sinusnog pulsa, sin”(¢),
m=1, 2, 3, ... [7]. Drugi pristup je temeljen na koriStenju integralnih kriterija, kao u slucaju
sustava sa simetri¢cnim impulsnim odzivom [18].

Kao §to je ve¢ receno, pristup koji koristi pogreSku simetrije impulsnog odziva uzima
u obzir sve frekvencije. Obzirom da racionalne prijenosne funkcije ne mogu aproksimirati
konstantno kaSnjenje duz cijele frekvencijske osi, potrebno je aproksimaciju kasnjenja svesti
na zeljeno frekvencijsko podru¢je. U tom smislu pogreska simetrije odziva na sinc puls je
dobar kandidat za dizajn sustava s konstantnim kasnjenjem. Navedeni pristup objavljen je u
radu [43].

Metoda za dobivanje optimalnih prijenosnih funkcija slicna je metodi za dizajn
svepropusnih korektora opisanoj u prethodnim poglavljima. Naime, ukoliko se u dizajnu
korektora ukloni prijenosna funkcija filtra, a os simetrije proglasi zeljenim kaSnjenjem, tada
¢e optimalni korektor predstavljati sustav s konstantnim kasnjenjem.

Sustav s konstantnim kaSnjenjem N-tog reda opisan je svepropusnom prijenosnom

funkcijom
N
[1G+pr)
H(s) = ()" A=l —— (4.24)
[1G6-re)
k=1

gdje su p; njegovi polovi. Cilj u dizajnu je pronaéi polove p; koji osiguravaju minimum

pogreske simetrije (4.3) obzirom na zadanu os simetrije. Buduéi je prijenosna funkcija
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svepropusna, energija odziva na sinc puls ne ovisi o polovima, te se tretira kao konstanta
tijekom optimizacijskog postupka. Stoga, polovi sustava s konstantnim kasnjenjem mogu se

pronaci rjeSavanjem problema

min  [-ey(tg, @, prosn)] (4.25)
pl:apN

Na isti nacin kao 1 kod dizajna korektora, polovi sustava mogu se razdvojiti na realni 1
imaginarni dio ¢ime se dobiva funkcija cilja s realnim varijablama. Na taj nacin, problem
(4.25) moze se rijesiti klasicnim metodama za nelinearnu optimizaciju. U primjerima koji
slijede koriStena je kvazi-Newtonova metoda s BFGS aproksimacijom Hessiana.

Proveden je dizajn sustava s konstantnim kaSnjenjem za prijenosne funkcije od prvog
do desetog reda. Parametri f; 1 @, koriste se za kontrolu Zeljenog kaSnjenja 1 Zeljenog
frekvencijskog podrucja. Premda se ti parametri mogu nezavisno zadati, jedino produkt 7w, je
od prakti¢nog interesa. Naime, optimalni sustavi s istim produktom #@, predstavljaju isti
sustav samo normiran na razliCite frekvencije. Prema tome, za ilustraciju znacajki metode
postavit ¢e se w,=1rad/s.

Postignute pogreske simetrije optimalnih sustava prikazane su na slici 4.11. Svaka
krivulja odgovara odredenom redu sustava. Moze se uociti da povecanje kaSnjenja uzrokuje
povecanje pogreSke simetrije. Za prihvatljivo izobli¢enje odziva, gornja granica za pogresku
simetrije moze se postaviti izmedu £,=0.1 1 £,=0.01. Ovakvo ograniCenje takoder odreduje i
najvecu vrijednost kasnjenja #; za dani red sustava. Najmanja vrijednost za ¢, odredena je
pogreskom zaokruZzivanja funkcije cilja izrazenoj u kona¢noj preciznosti. Ta pogreska postaje
znacCajnija za male iznose pogreSke simetrije E,,.

Za ilustraciju svojstava dobivene klase sustava, dani su svi podaci za sustave Sestog
reda 1 raznih kaSnjenja #. Njihovi odzivi na sinc puls s @,=1rad/s 1 krivulje njihovih grupnih
kasnjenja prikazani su na slikama 4.12 1 4.13. Kao §to se moze uociti, izoblicenje vremenskog
odziva postaje vidljivo nakon S§to pogreska simetrije dosegne vrijednost £,=0.01. Ta pogreska
odgovara kaSnjenju #~16s. Slicno ponaSanje moze se uociti i u frekvencijskoj domeni.
Optimalni sustavi s #>16s imaju veliku valovitost grupnog kasnjenja, koja se znacajno
povecava porastom kaSnjenja.

Polozaj polova i1 nula optimalnih svepropusnih sustava Sestog reda prikazani su na slici
4.14. Polovi su priblizno smjesteni na elipsama sa srediStima u ishodistu kompleksne ravnine.
Osim toga, polovi su 1 priblizno jednako udaljeni duz imaginarne osi, §to je moguce vidjeti u
numeri¢kim vrijednostima danima u tablici 4.1. Ovo posljednje je 1 ocekivano buduci je to

poznato svojstvo sustava s linearnom fazom [1].
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Slika 4.11 Pogreska simetrije optimalnih svepropusnih sustava od prvog do

desetog reda.
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Slika 4.12 Odziv optimalnih svepropusnih sustava Sestog reda na sinc puls s
wg=1rad/s.
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Slika 4.13 Grupno kaSnjenje optimalnih svepropusnih sustava Sestog reda, uz
wg=1rad/s.
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Slika 4.14 Polozaj polova i nula optimalnih svepropusnih sustava Sestog reda, uz
wg=1rad/s.
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Tablica 4.1 Polovi optimalnih svepropusnih sustava Sestog reda, uz @,=1rad’s.

Iy, S Dk Ly, S Dk
-0.3374 £ 1.0205; -0.1694 £+ 0.8637;
11 -0.4626 £ 0.6218; 15 -0.2141 £ 0.5288j
-0.5070 £+ 0.2094; -0.2285 £ 0.1777;
-0.2860 £+ 0.9748; -0.1388 + 0.8345;
12 -0.3819 £ 0.5975; 16 -0.1731 £ 0.5095;
-0.4141 £ 0.2013; -0.1843 £ 0.17107
-0.2427 £ 0.9317; -0.1129 £ 0.8057;
13 -0.3180 £ 0.5717; 17 -0.1398 £+ 0.4905;
-0.3427 £ 0.1925; -0.1487 + 0.1644;
-0.2040 £ 0.8955; -0.0939 £ 0.7748j
14 -0.2623 £ 0.5493; 18 -0.1160 £ 0.47067
-0.2811 £ 0.1847; -0.1235 £ 0.1575j

Ukoliko se od sustava s konstantnim kaSnjenjem zahtijeva i selektivnost, svepropusni
sustav se Cesto transformira u niskopropusni sustav. Transformacija se izvodi uklanjanjem
nula iz prijenosne funkcije. Kao rezultat, dobivaju se sustavi s minimalnom fazom.

Grupno kaSnjenje niskopropusnih sustava izvedenih iz optimalnih svepropusnih
sustava Sestog reda s f.,,=11s, f.,=12s 1 t.,=13s prikazano je na slici 4.15, zajedno s
grupnim kasnjenjem Besselovog filtra 1 filtrima s jednolikom valovitosti fazne pogreske od
0.5° 1 0.05°. Svi filtri su normirani na axgg=Irad/s. MoZe se uociti da filtri sa simetrié¢nim
vremenskim odzivom (SVO) imaju oblik krivulja grupnog kasnjenja dosta sli¢an onome od
filtara s jednolikom valovitosti fazne pogreske. Njihova valovitost se smanjuje sa smanjenjem
kaSnjenja, zadrzavaju¢i pritom Siroko frekvencijsko podrucje konstantnog grupnog kasnjenja.

Amplitudna karakteristika SVO filtara pokazuje slicno ponaSanje za sve slucajeve, kao
Sto se moze vidjeti na slici 4.16. Tako guSenje na frekvenciji 10 msgp 1znosi 99.7dB, 101.3dB i
102.8dB za filtre s ;. 4,=11s, t.0p=125 1 £,.4,=13s.
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Slika 4.15 Grupno kasnjenje niskopropusnih filtara Sestog reda sa simetri¢nim
vremenskim odzivom (SVO), Besselovog filtra i filtara s jednolikom
valovitosti fazne pogreske od 0.5° 1 0.05°, normirani na @sqg=1rad/s.
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Slika 4.16 Amplitudna karakteristika niskopropusnih filtara Sestog reda sa
simetri¢nim vremenskim odzivom (SVO), Besselovog filtra i filtara s
jednolikom valovitosti fazne pogreSske od 0.5° i 0.05°, normirani na
wgp=1rad/s.
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

4.3 Frekvencijska reprezentacija simetrije odziva

Mjera fazne linearnosti definirana je u vremenskoj domeni. Medutim, budu¢i se radi o
neizravnoj analizi faze, ilustrativno je odrediti njen ekvivalent u frekvencijskoj domeni [40].

Izraz (4.1) predstavlja polovinu energije signala
J (@)= y() -y, —1) (4.26)

Primjenom Parsevalovog teorema, energija, tj. pogreska simetrije, moze se dobiti iz

1 +00 . .
eu(ty) =— [Fjo)F(—jw)do (4.27)
4
—00
gdje F(jw) predstavlja Fourierovu transformaciju signala f{¢), te je dana s

F(jo)=Y(jo)-Y(-jw)e /2 (4.28)

U ovom slucaju, sustav je pobuden spektralno ogranicenim signalom nulte faze Cciji

amplitudni dio spektra iznosi 1. Stoga je Fourierova transformacija odziva sustava

|H(ja))|ej‘9(a)) . o< o

0 s, (4.29)

Y(ja))—{

gdje su [H(jw)| 1 & w) amplitudna i fazna karakteristika sustava. UvrStavanjem (4.28) 1 (4.29)
u (4.27) dolazi se do

a)g . .
e,(ty) = i j |H(ja))|2 {2 _ Ao +i,0] _ - j2l0(0)+,0] }da) (4.30)
0
Primjenom Eulerove formule, integral (4.30) moze se zapisati u trigonometrijskoj formi kao

ea(ts)zi jg H(jo)*{ 1-cos[2(6(w) + t,0)] }dw (4.31)
0

Koristenjem trigonometrijske formule 1—cos(2u)=2sin’(x), dobiva se

SN

@g
e,(ty) == [ |H(jo) sin?[6(0) - (- 1,0)lo (4.32)
0
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Konac¢no, izraz —t;@ prepoznaje se kao idealna, odnosno nakon optimizacije, kao Zeljena

fazna karakteristika 6,( w,t;), te pogreska simetrije poprima jednostavan oblik

N |

Dg
e,ty) == [ [H(jo) sin?[0(0) - 0, (0.1, o (4.33)
0

Potrebno je uociti da do sada nije u€injena nikakva aproksimacija, tj. pogreska (4.33)
je frekvencijska reprezentacija pogreSke (4.1). Medutim, ako je fazna pogreska & w)—O/( w.t;)

dovoljno mala, vrijedi
sin[@(w) — 0, (w,t,) |~ 6(w) — 6, (w,1,) (4.34)

pa se pogreska simetrije (4.33) moze aproksimirati najmanjom kvadratnom pogreskom s

tezinskom funkcijom

@g

euts (L) :% [ [HG o) [0@) - 84 (e.1,)Pdao (435)
0

Optimizacija pogreske (4.35) nece dati sustave optimalne u smislu izoblicenja vremenskog
odziva. Medutim, takvi sustavi mogu se smatrati suboptimalnima, ukoliko osiguravaju
dovoljno malu faznu pogresku & w)—6( w,t;).

U ovom trenutku mogu se provesti dva razmatranja. Prvo, sustavi koji aproksimiraju
linearnu fazu vrlo su sliéni onima koji aproksimiraju konstantno grupno kasnjenje. Ipak, u
ovom slucaju pokazalo se da je pogreska simetrije (4.33) zapravo izraZzena preko fazne
pogreske, a ne preko pogreske grupnog kasnjenja. Drugo, fazna pogreska je otezana
kvadratom amplitudne karakteristike. To je 1 oCekivano bududi se veca fazna pogreSka moze
tolerirati na frekvencijama koje odgovaraju jacem guSenju. Ukoliko se izobli¢enje
vremenskog odziva zeli reducirati za neki drugi simetri¢ni puls, pogreska simetrije bit ¢e
dodatno otezana kvadratom njegovog amplitudnog dijela spektra. Slicna razmatranja su
koriStena i kao osnova u dizajnu sustava opisanih u [36] i [37]. Medutim, u tim radovima
autori optimiraju otezanu pogreSku kaSnjenja radije nego faznu pogresSku. Osim toga, u [37]
eksponent tezinske funkcije tretiran je kao nezavisna varijabla u dizajnu, a ne kao konstanta.

U slucaju selektivnih filtara, amplitudna karakteristika unutar podrucja propustanja
aproksimira konstantu. Prema tome, kvadrat amplitude, koji se pojavljuje u ulozi tezinske
funkcije, takoder se moZze smatrati konstantom. Osim toga, ako se u sustavima koriste
korektori visokog reda, tada se postizu vrlo mali iznosi fazne pogreske. Prema tome, u slucaju

korekcije selektivnih filtara, klasi¢na najmanja kvadratna aproksimacija
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Og

es(ty) = [ [0(@)-0,(at)F do (4.36)
0

moze se takoder smatrati suboptimalnim rjeSenjem. U praksi, amplitudna karakteristika
prijenosnog kanala nije konstanta, a njegova faza je priliéno nelinearna. Stovise, red korektora
nastoji se drzati §to je moguce manjim. U tom slu€aju, simetrija vremenskog odziva je

preporucljiv izbor.

4.4 Sinteza vremenski diskretnih sustava

Metoda za dizajn sustava temeljena na najmanjoj pogresci simetrije u vremenskoj
domeni, moze se osim na kontinuirane odzive primijeniti i na diskretne odzive. U tom
kontekstu ima smisla samo njena primjena u dizajnu sustava s beskona¢nim impulsnim
odzivom, tj. IR sustava. U nastavku teksta bit ¢e opisana dva primjera dizajna IIR sustava.

Prvi je dizajn Hilbertovih transformatora, a drugi dizajn korektora.

4.4.1 Hilbertovi transformatori

Rane metode za dizajn IIR Hilbertovih transformatora temeljene su na transformaciji
generaliziranih polupropusnih (engl. half-band) filtara [44] i na parametarskoj estimaciji
linearnih sustava [45]. Kasnije, metoda temeljena na svojstvenim vrijednostima primijenila se
za dizajn svepropusnih Hilbertovih transformatora s jednolikom valovitosti faze [46].
Jednolika valovitost fazne pogreske je optimalno rjeSenje, ako se Hilbertov transformator
koristi za generiranje signala s jednim bo¢nim pojasom, jer osigurava minimalnu snagu visih
frekvencijskih komponenata iz neZeljenog pojasa [47]. Naime, to vrijedi samo ako je
amplitudni dio spektra signala konstantan unutar podrucja interesa. U praksi, komponente
signala blize rubovima podrucja interesa imaju manju energiju nego komponente smjestene u
sredini podruc¢ja. Prema tome, na tim frekvencijama moze se dopustiti veca pogreska faze.
Takvu pogresku moguce je posti¢i nedavno razvijenom metodom za dizajn svepropusnih IIR
filtara temeljenoj na kriteriju najmanje p-te fazne pogreske [48]. U navedenim radovima, svi
sustavi aproksimiraju frekvencijski odziv idealnog transformatora.

Idealni Hilbertov transformator u frekvencijskoj domeni predstavlja idealni zakreta¢
faze. Njegova amplitudna karakteristika iznosi 1, a fazna karakteristika —(77/2)-sign(w) za
0<|@i<m. Ovakva fazna karakteristika uzrokuje neparnu simetriju uzoraka impulsnog odziva.
Prema tome, idealni Hilbertov transformator moze se definirati kao sustav s konstantnom

amplitudnom karakteristikom i neparno simetricnim impulsnim odzivom.
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U praksi, konstantna amplitudna karakteristika moze se realizirati svepropusnim IR
sustavom. Nazalost, takav sustav ne moZze ucinkovito aproksimirati neparno simetrican
impulsni odziv. To je posljedica faznih diskontinuiteta, koji se za idealni Hilbertov
transformator nalaze na frekvencijama «=0 1 ow=x. Medutim, te frekvencije se uglavnom
izbjegavaju postavljanjem zahtjeva samo na podrucje interesa @ <|@|<@;.

U nastavku teksta, mjera temeljena na pogreSci parne simetrije odziva bit ce
modificirana u cilju dobivanja pogreske neparne simetrije vremenskog odziva. Kao takva bit
¢e primijenjena u dizajnu svepropusnih IIR Hilbertovih transformatora [49].

Za mjerenje izobli¢enja diskretnog odziva Hilbertovog transformatora, transformator je
potrebno jednoliko pobuditi na svim frekvencijama unutar podrucja an<|@w|<a». Osim toga,
pobudni signal mora biti parno simetrican u vremenskoj domeni. Signal koji zadovoljava ove
zahtjeve moze se izraziti kao linearna kombinacija dva diskretna sinc pulsa nulte faze, a ima

oblik dan u (3.92). Za takvu pobudu, odziv transformatora moze se zapisati kao
nl=yaln]-nln] (4.37)

gdje su yi[n] 1 y2[n] odzivi transformatora na sinc pulseve grani¢nih frekvencija @, i @».

Pogreska neparne simetrije odziva y[n] definira se sumom

1 & 2
ealS1=5 2 0lnl+ y[25 -n]) (438)
n=—oo
gdje je S apscisa vertikalne linije simetrije. Njezina pozicija odgovara kaSnjenju
transformatora. U ovom slucaju, S poprima samo cjelobrojne vrijednosti. Kvadriranjem

pribrojnika, suma (4.38) moze se zapisati kao

eas]= 32+ Solnbls -nl=e, +e,s] (439)

n=—x0 n=—x

Prva suma u (4.39) predstavlja energiju odziva, na koju se pogreska simetrije normira,

kaou

E,[S]=1+ ese[S ] (4.40)
y

Primjenom Parsevalovog teorema, energija e, moze se dobiti kao
ey =€y —ey (4.41)

gdje e, 1 e» oznaCavaju energije odziva yi[n] 1 y»[n]. Suma e,[S] u (4.39) je konvolucija

odziva y[n] sa samim sobom izra¢unata za n=285, tj.
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es[S]=yln]* ylnl| _p (4.42)
Primjenom (4.37), konvolucija (4.42) moze se napisati kao

es[S]=(ya[n]* ya[n]+ w1 [n]* yi[n]= 231 0] v2[n]), (4.43)

Budu¢i su y[n] 1 y,[n] niskopropusni signali grani¢nih frekvencija @y 1 @, gdje je o>,

konvolucija (4.43) moze se reducirati na
es[S]=(nalnl* y2[n]),ens = ilnl* ¥1[n]),_rg =esa[S]-eqlS] (4.44)

Za raCunanje pogreske simetrije (4.40), (4.41) 1 (4.44) Hilbertovog transformatora,
energije e, 1 ey, te konvolucije e,[S] 1 ep[S], treba izraziti preko parametara prijenosne
funkcije transformatora. Ukoliko je Hilbertov transformator svepropusni IIR sustav, tada je

prijenosna funkcija N-tog reda transformatora oblika

N
[Te@-="

Hy(2)= ()" A= (4.45)

[Ta-diz™h
k=1

gdje d; oznaCavaju polove transformatora. Uz pretpostavku da su polovi jednostruki i
smjeSteni unutar jedini¢ne kruznice, energija (4.41) mjerena na izlazu transformatora (4.45)
poprima jednostavan oblik

W, ©
e, = 72 - 71 (4.46)
Za $>0, konvolucije e,[S], i=1,2 u (4.44) mogu se jednoznacno izraziti za oba slucaja

kao

2
e.i[S]= BO i ——=sinc(@; 25)

L Z Azd sin[w; (28 +1)] - sm(;o .25)
1-2d, cos(w;)+d;

A (4.47)
+— ZA d?5| 2By + 4,(2S +1) +2d, Z
d,—d,
r=1 q=1, g=r
L dosin(@)  Ssin(wk) k
x| @; +tan” —= L+ Z —d

I-d,cos(wy) [ K "
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gdje su konstanta By i1 reziduumi polova 4, dani izrazima

TN (4.48)

N 1
[T@x -4
4, =)V A= , 7=12.,N (4.49)

[Ta-dxa ™

k=L k#r

Polovi svepropusnog IIR Hilbertovog transformatora (4.45) koji osiguravaju najmanju

pogresku simetrije (4.40) mogu se dobiti rjeSavanjem problema

Eopt = min [Ea (dl""’dN’S’a)l’a)2)] (4.50)

o eend
Frekvencijama @, i @, zadaje se podrucje interesa pa tijekom optimizacijskog postupka
predstavljaju konstantu. Apscisa linije simetrije S je diskretna varijabla pa je optimizaciju
potrebno provesti za nekoliko vrijednosti od S. Medutim, u vecini slucajeva njezina optimalna
vrijednost iznosi S,,~=N—1. Pocetni polovi transformatora za optimizacijski postupak moraju
biti smjesteni unutar jedini¢ne kruznice. Brza konvergencija postize se ako su jednoliko
rasporedeni duz podrucja interesa.

Razdvajanjem polova na realni i imaginarni dio, problem (4.50) moZe se jednostavno
transformirati u optimizacijski problem s realnim varijablama. Kao takav, moze se rijesiti
klasi¢nim metodama za nelinearnu optimizaciju.

Za ilustraciju metode, dizajniran je optimalni Hilbertov transformator 6-og i 12-og
reda s @=0.0671 @»=0.947. Za dobivanje polova koristena je kvazi-Newtonova metoda s
BFGS aproksimacijom Hessiana. Slika 4.17 prikazuje dobivenu faznu pogresku, zajedno s
odgovaraju¢im kaSnjenjem S,,; 1 pogreSkom simetrije E.

Slika 4.18 prikazuje pogresku simetrije E, izracunatu za Hilbertove transformatore
razli¢itth redova, dobivenih metodom temeljenoj na svojstvenim vrijednostima [46],
najmanjoj p-toj aproksimaciji fazne pogreske [48], te optimizaciji pogreske simetrije
vremenskog odziva (4.40). Svi transformatori dizajnirani su za podrucje interesa s centralnom
frekvencijom 772, uz @,=0.067 rad 1 kasnjenje iznosa N—1. Najveée izobli¢enje vremenskog
odziva javlja se kod transformatora s jednolikom valovitosti fazne pogreske dobivenih
metodom temeljenoj na svojstvenim vrijednostima. Transformatori dobiveni metodom
najmanje fazne pogreske 50-og reda unose izobli¢enje €iji je iznos blizu onih s jednolikom

valovitosti. To se moglo 1 o¢ekivati buducdi je aproksimacija jednolikom valovitosti grani¢ni
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slu¢aj najmanje p-te aproksimacije za p—oo. Medutim, pogreska simetrije se smanjuje kako se
smanjuje p. Najmanje izobliCenje postize se za transformatore s najmanjom pogreskom
simetrije. Kao $to se moglo i ocekivati, ti filtri malo su bolji od onih dobivenih najmanjom
kvadratnom pogreskom. Naime, moZe se pokazati da je pogreSku neparne simetrije diskretnog
odziva, slicno kao 1 pogresku simetrije kontinuiranog odziva, moguce izraziti u frekvencijskoj

domeni preko fazne pogreske [50] na nacin

o)) )
e,[S] :% | sin{@(a)) - (— Sw —%ﬂdw :% [sin?[6() -0, (@, 8)Jdew 4.51)
|

@
Za dovoljno male pogreSke ona se moze aproksimirati najmanjom kvadratnom faznom

pogreskom

@2
e[s]=2 [[o@) -0, 0.5 Pdo @52)

2]

0.04r N=6, Syp=5, Eop=2.84:10">

S
S
[\
T
1

Fazna pogreska, 7 rad
(]

N=12, S,,=11, E,,;,~8.49-10"

S
()
Ny
T
L

_0-06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o, wrad

Slika 4.17 Fazna pogreSka optimalnih Hilbertovih transformatora Sestog i
dvanaestog reda s ;=0.06 rrad 1 #»=0.94 rrad.
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- 1 . 5 T T T T T
jednolika valovitost fazne pogreske
-2.07 fazna pogreska 50-og reda i
25k fazna pogreska 10-og reda
5
=307 1
o0
2
fazna pogreska 5-og reda
-3.5¢ .
kvadratna fazna pogreska
-4.07 najmanje izobli¢enje vremenskog odziva i
_4.5 1 1 1 1 1
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N

Slika 4.18 Pogreska simetrije za razne svepropusne [IR Hilbertove transformatore
s 0=0.06 rrad, izraCunata za S=N—1.

Interesantno je razmotriti optimalne transformatore dobivene optimizacijom pogreske
simetrije (4.38) 1 njezine aproksimacije (4.52). Obje funkcije imaju razli¢ito ponasanje
obzirom na polove. Prema tome, prijenosne funkcije koje osiguravaju njihov minimum
opisuju razliCite sustave. Ipak, ako je podrucje interesa a»—a@, usko, tada se postize mala
fazna pogreska & w)—6,(®,S) u okolini oba optimuma. Iz ovoga slijedi da su i optimumi
funkcija blizu.

Na slici 4.19 prikazana je pogreSka simetrije za svepropusne IIR Hilbertove
transformatore s najmanjim izobliCenjem vremenskog odziva i s najmanjom kvadratnom
faznom pogreskom [48]. Pogreska je dana kao funkcija najnize frekvencije podrucja interesa,
@y, uz pretpostavku @ +a,=r. Slika 4.20 pokazuje faznu pogresku transformatora Sestog reda
za razne vrijednosti frekvencije @;. Iz slika je vidljivo da se poveéanjem @, tj. smanjivanjem
podrucja interesa, kriterij najmanjih kvadrata priblizava kriteriju simetrije vremenskog odziva.
Za @,>0.1 razlika u ove dvije metode moze se vidjeti samo kroz numeri¢ke vrijednosti. S
druge strane, smanjivanjem @, prema nuli, razlika se povecava $to je vidljivo i u pogresci
simetrije 1 u krivuljama fazne pogreske. 1z tog razloga dane su numericke vrijednosti polova
dva Hilbertova transformatora s najmanjom pogreskom simetrije. U tablici 4.2 dani su polovi
za an=0.1 rad. Ti polovi prakticki su jednaki onima dobivenima optimizacijom kvadratne
fazne pogreske. Ta razlika je znacajna kod polova koji odgovaraju frekvenciji @=0.01 rad, te

su oni dani u tablici 4.3.
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Slika 4.19 Pogreska simetrije svepropusnih IIR Hilbertovih transformatora s
najmanjim izobli¢enjem vremenskog odziva i najmanjom kvadratnom
faznom pogreSkom.
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Slika 4.20 Fazna pogreSka svepropusnih IIR Hilbertovih transformatora Sestog
reda s najmanjim izobli¢enjem vremenskog odziva 1 najmanjom
kvadratnom faznom pogreskom.
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Iz slike 4.20 moze se uociti da pristup u vremenskoj domeni rezultira manjom faznom
pogreskom unutar podrucja interesa. StoviSe, povecavanjem podrucja interesa, povecanje

valovitosti je manje nego u slucaju koristenja kriterija najmanje kvadratne pogreske.

Tablica 4.2 Polovi svepropusnih IIR Hilbertovih transformatora s najmanjim
izobli¢enjem vremenskog odziva za @;=0.1 rad.

N d; N dy
‘ +0.597291;
. i %.4;34;5742871 8 | +(0.452582 + 0.430993) )
: +0.903109
_ + (0.200644 = 0.605453] )
6 | *( 0~29j2E001‘§ ;4(2)-14276551’ ) 10 | +(0.550659 = 0.383726; )
: +0.915190

Tablica 4.3 Polovi svepropusnih IIR Hilbertovih transformatora s najmanjim
izobli¢enjem vremenskog odziva za @;=0.01 rad.

N dk N dk
. + 0.644880)
4 ﬂ; %.4;868823311 8 | +(0.489750 + 0.462228) )
. +0.931123
, +(0.218974 + 0.656858; )
6 |=( 0.31i3058 ;9(5)65908574] ) 10 | +(0.598486 + 0.4116147)
. +0.944305

4.4.2 Korektori

U sustavima za digitalnu obradu signala zahtjevi se obi¢no postavljaju i na amplitudnu
aplikacijama koje zahtijevaju malo izobliCenje signala, zahtijeva se linearna ili priblizno
linearna faza. Ovi zahtjevi mogu se zadovoljiti koriStenjem jedne prijenosne funkcije koja
istovremeno aproksimira obje karakteristike. Medutim, viSe stupnjeva slobode se postize ako
se selektivan sustav realizira nezavisno, a potom spaja u kaskadu sa svepropusnim
korektorom koji osigurava zahtjeve postavljene na fazu ili grupno kaSnjenje sustava [51].
Dizajn ovih korektora moze se provesti u frekvencijskoj domeni koriStenjem neke od poznatih
metoda za dizajn svepropusnih sustava. Takve metode temelje se na najmanjoj p-toj pogresci
faze [48], [52]-[57] ili jednolikoj valovitosti fazne pogreske [46], [58]—[60].

61



4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Dizajn korektora moze se provesti i u vremenskoj domeni. Jedan takav postupak
temelji se na minimizaciji simetrije impulsnog odziva [61]. Nedostatak ove metode je taj Sto
ne uzima u obzir frekvencijsko podrucje unutar kojeg se korekcija vrsi, ve¢ korekciju izvodi
nad cijelom frekvencijskom osi, tj. za |@w<z Ukoliko se zeli kontrolirati frekvencijsko
podrucje nad kojim se vrsi korekcija, tada se metoda u [61] mozZe generalizirati tako da se
umjesto pogreske simetrije impulsnog odziva koristi pogreska simetrije odziva na sinc puls
[62]. Nadalje, potrebno je razmatrati simetriju kontinuirane reprezentacije odziva, a ne
simetriju uzoraka.

Vremenski diskretni sinc puls koji zauzima frekvencijsko podrucje |@w<@. odreden je
izrazom (3.84) uz w,=w.. Kontinuirana reprezentacija odziva dana u izrazu (3.91), za slucaj

kauzalnih sustava, tj. 2[n]=0 za n<0, poprima oblik
) o0
va(®)=—= 3 hlnfsinclo, (t—m)] (4.53)
n=0

Pogreska simetrije odziva na sinc puls dana u (4.1), u vremenski diskretnoj domeni

ima istu definiciju, tj.

eatt) = [[ra®-ry 2t -0 (4.54)

—00

Uvrstavanjem odziva (4.53) u integral (4.54), pogresku simetrije moguce je zapisati kao

o'e] 0 2
e,(ty) :% j {% %h[n][sinc(a)c (t —n)) —sinc(w, (25 —t - n))]} dt (4.55)

Kvadriranjem podintegralne funkcije u (4.55) 1 sredivanjem dobivenog, dolazi se do

1 o0 o0
=5 3 Sl
. n=0 k=0 (4.56)
X J. smc[a) (t —n)]-sinc|w, (2t; —t —n)] H{sinc|w, (t — k)] - sinc|w, (2t, —1 — k)] Jdr
_»o 7Z'
RjeSavanjem integrala u (4.56) pogreska simetrije moze se zapisati u obliku
) o0 o0
e, (ts)=—5>" " hn]hlk]sinc|w, (k —n)]
72- -_— —_—
"ok (4.57)
~ L Z Zh[ | hlk]sinc[e, (k+n—2t,)]
% =0 k=0
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

Lako je pokazati da se prvi pribrojnik u (4.57) moze izraziti preko uzoraka odziva y[n] na
nacin

e,(ty)= Zy ]——i i |sinc|a, (k +n—2t,)] (4.58)

n=—o0

Prva suma u (4.58) predstavlja energiju odziva y[n] pa se pogreska e,(t;) moze izraziti u
obliku

€, (ts) = ey — € (ts) (459)

Za dizajn korektora koji osigurava najmanju pogresku simetrije (4.59), potrebno je
pogresku izraziti preko parametara korektora. U ovom dizajnu odabrani su polovi. Prijenosna

funkcija svepropusnog korektora A-tog reda opisana je izrazom

A
H(dk_z_l

Ho(z) = ()" F (4.60)
[Ta-dxz™h

k=1

gdje diy oznacavaju polove korektora. Ako su polovi jednostruki, impulsni odziv moze se

izraziti kao

(- )A A
AE y S[n]+ ZKrdf , n=0
4 = (4.61)
[1dx
k=1
gdje su K, reziduumi polova oblika
4 -1
H(dk —d, ")
K}" =(_1)A k:/} 5 r=19"'7A (462)
[Ta-ded, "
k=1 k#r

U praksi je filtar koji se korigira ¢esto opisan impulsnim odzivom /{n]. Medutim, ako
je zadana njegova prijenosna funkcija, impulsni odziv mozZe se jednostavno izracunati
koriStenjem poznatih izraza koji se, na primjer, mogu naci u [28].

Impulsni odziv kaskade filtra i korektora dan je konvolucijom

h[n]=h ¢ [n]*h,[n] (4.63)
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4 Sinteza sustava primjenom simetrije odziva na sinc puls

gdje su hfn] i h[n] impulsni odzivi filtra i korektora. Ova konvolucija izraCunava se za
impulsne odzive koji su odjeceni na njihovu efektivnu duljinu kao $to je opisano u poglavlju
3.6.

Ovako definiranu pogreSku simetrije potrebno je optimirati u cilju dobivanja
najmanjeg izoblienja vremenskog odziva. Obzirom da energija odziva kaskade e, ovisi samo

o filtru kojeg se korigira, optimalni polovi korektora dobivaju se rjeSavanjem problema

min |-e.(@,,t,,dq,....d 4.64
todyond s( 5241 4) ( )

Za provodenje optimizacije, potrebno je odabrati poCetnu iteraciju, tj. pocetne polove
korektora 1 pocetnu os simetrije. PoCetne polove korektora moze se smjestiti u onaj dio unutar
jedini¢ne kruznice koji odgovara podrucju propustanja filtra. Kod visokih redova korektora,
neke od njih potrebno je smjestiti 1 u prijelazno podrucje. Za poc€etnu os simetrije preporucuje
se uzeti polozaj najveceg uzorka impulsnog odziva pocetne kaskade.

Problem (4.64) sadrzi funkciju cilja s kompleksnim varijablama. Razdvajanjem polova
na realni 1 imaginarni dio, optimizacija se svodi na trazenje minimuma funkcije cilja s realnim
varijablama. U njenoj optimizaciji mogu se koristiti klasicne metode za nelinearnu
optimizaciju.

Za ilustraciju robusnosti metode provedena je korekcija niskopropusnog eliptickog
filtra 8-og reda s valovitosti u podru¢ju propustanja 0.1dB, valovitosti u podrucju gusenja
60dB i grani¢ne frekvencije ay 145=0.3 7 rad. Podrucje nad kojim se vr$i korekcija ograniceno
je na podrucje propustanja filtra. Za dobivanje optimalnih polova korektora koristena je kvazi-
Newtonova metoda s BFGS formulom za aproksimaciju Hessiana. Na slici 4.21 prikazana je
fazna pogreska kaskade filtra 1 optimalnog korektora 8-og reda.

Budu¢i je metoda temeljena na kriteriju u vremenskoj domeni, ilustrativno je pogledati
odzive na sinc puls. Slika 4.22 prikazuje odzive y[n] 1 y,(¢) kaskade s A=1, 2, 3 1 8, zajedno s
odzivima samog filtra, oznacenog s A=0. Odziv samog filtra znafajno je izoblicen.
Povecanjem reda korektora, odziv postaje sve viSe simetrian. Za visoke redove korektora
povecanje simetricnosti viSe se ne moze vidjeti u valnim oblicima ve¢ samo kroz numericke
vrijednosti.

Mjera simetrije za vremenski diskretne sustave u frekvencijskoj domeni ima slicnu

reprezentaciju kao 1 njezin ekvivalent za vremenski kontinuirane sustave [62].
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Slika 4.21 Fazna pogreska kaskade eliptickog niskopropusnog filtra osmog reda s
0.1dB valovitosti u podrucju propustanja, te 60dB valovitosti u
podru¢ju gusSenja 1 optimalnog korektora osmog reda, uz
Wg=an.148=0.3 rrad.
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Slika 4.22 Odzivi y[n] 1 y.(f) kaskade eliptickog niskopropusnog filtra osmog reda
s 0.1dB valovitosti u podru¢ju propustanja, te 60dB valovitosti u
podru¢ju guSenja 1 optimalnog korektora A4-tog reda, uz
Wg=an.148=0.3 rrad.
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc
puls

U poglavlju 4 opisan je dizajn sustava s minimalnim izobli¢enjem vremenskog odziva
koje je bilo opisano pogreSkom simetrije odziva na sinc puls. U ovom poglavlju opisan je

dizajn koji se temelji na izravnom ra¢unanju maksimuma sli¢nosti pobude i odziva.

5.1 Mjera izoblicenja valnog oblika signala

Mjera izobli¢enja valnog oblika signala na izlazu nekog sustava moZze se definirati kao
maksimum normirane korelacije izmedu pobude x(¢) 1 odgovaraju¢eg odziva sustava y(¢), tj.

kao

M[M] -

¢ ,/exey
ri ¢emu e, 1 e, oznacavaju energiju pobude odnosno energiju odziva sustava. Pritom je
v

korelacija definirana integralom

+00

x(t)o y(t) = j x(0)y(t +7)dr (5.2)

—00

U ovoj mjeri mogu se koristiti razni modeli pobudnog signala. Ako se radi o korekciji
selektivnog filtra, tada je pozeljno koristiti model signala koji jednoliko pobuduje filtar na
svim frekvencijama unutar podrucja propustanja. U sklopu ove mjere uzet je opet sinc puls

nulte faze opisan izrazom (3.1). Obzirom da je odziv sustava konvolucija

y(#) = x(2) * h(t) (53)
a autokorelacija sinc pulsa opet isti taj puls, tj.

x(t) o x(t) = x(¢) (5.4)
korelacija pobude i odziva poprima jednostavniji oblik

x(t) o y(2) = x(2) o x(2) * h(2) = x(2) * h(1) = y(2) (5.5)
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

Iz navedenog slijedi da se mjera izoblicenja moze zapisati kao

y—max[ 0 ] (5.6)

t exey

Buduéi energija pobude i energija odziva nisu funkcija vremena, slijedi da je mjera
izoblicenja valnog oblika proporcionalna maksimumu odziva sustava na sinc puls. Ova mjera

prvi put je definirana u [63].

5.2 Sinteza vremenski kontinuiranih korektora

Pretpostavimo da je zadan niskopropusni filtar N-tog reda s M<N nula. Njemu u
kaskadu neka je spojen svepropusni korektor A-tog reda. Prijenosna funkcija kaskade filtra i

korektora opisana je izrazom (4.11) koji je ovdje ponovljen zbog potpunosti

M N+A4
[Tz [1G+py)
H(s) = Ho - ———x(-)* L —— (57
[1¢G-re) [TGs-py
k=1 g=N+1

gdje pr, z; 1 Hy oznacavaju polove, nule i pojacanje filtra. Korektor je opisan sa svojim
polovima p,.

Odziv sustava (5.7) na sinc puls izveden je u poglavlju 3.2 za —co<t<oo. Ovdje ¢e biti
ponovljen samo dio odziva i to za >0 buduéi je sustav kauzalan. Za jednostruke polove

kaskade koji se nalaze u lijevoj poluravnini odziv na sinc puls je oblika
A
Hy(-D)"aw
y(t) = 0( ) c

-1t e . . . .
LTy > K, exp(p)ieil-t(p, + jo)]-eil-t(p, - jo)]}

r=l1

sinc(aw,t)
(5.8)

gdje je o=1 za M=N 1 a=0 za M<N. Reziduumi polova prijenosne funkcije K,, =1, ..., N+4,

dani su izrazom

M N+A4
[T -2 T +py)
=1 =N+1
Ke==%is (59)
H(pr_pk)
k=1 k#r
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Cilj dizajna je pronac¢i optimalni korektor koji smanjuje izoblicenje signala unesenog
filtrom. Drugim rije¢ima, optimalni korektor mora osigurati maksimum mjere (5.6). Energija
odziva kaskade e, odredena je samo prijenosnom funkcijom filtra. Stoga ¢e ona predstavljati
konstantu tijekom optimizacijskog postupka. Nadalje, energija pobude e, je konstantna za
dani ulazni signal. Prema tome polovi korektora koji osigurava maksimum odziva na sinc puls

mogu se dobiti rjeSavanjem problema

min [—y(t,a)g,pl,...,pN+A,zl,...,zM)] (5.10)
LDN+>+>PN+4
Parametar @, sluzi za kontrolu frekvencijskog podrucja unutar kojeg se korekcija vrsi. Stoga
se on tijekom optimizacijskog postupka tretira kao konstanta.

Problem (5.10) sadrzi funkciju cilja s kompleksnim varijablama. Razdvajanjem polova
korektora na realni i1 imaginarni dio, taj problem se svodi na optimizacijski problem s realnim
varijablama. Kao takav mozZe se rijeSiti bilo kojom metodom za nelinearnu optimizaciju. U
ovom radu koriStena je kvazi-Newtonova metoda s BFGS formulom za aproksimaciju
Hessian matrice.

Premda funkcija cilja u (5.10) nije konveksna, izbor pocetnih polova korektora koji
vode rjeSenju nije kriti€an. Medutim, brza konvergencija moze se posti¢i ako se oni razmjeste
ekvidistantno unutar podru¢ja —w,<w<w,, malo lijevo ili desno od polova filtra. Dobar izbor
pocetne osi maksimuma odziva ¢ je pozicija maksimuma odziva kaskade s pocetnim polovima

korektora. Ona se moZe pronaci rjeSavanjem problema
mtin [—y(t,a)g,p1,-~-,pN+A,21,...,zM)] (5.11)

gdje su pu+1, ..., pa+g polovi pocetnog korektora.

Na sli¢an nacin moze se izvesti 1 korekcija pojasnopropusnih filtara. Pritom se u
njihovom dizajnu trazi maksimum linearne kombinacije odgovarajucih odziva na sinc puls.

Za ilustraciju postupka opisana je korekcija niskopropusnog elipti¢kog filtra osmog
reda s valovitos¢u u podrucju propustanja 0.1dB i valovitoS¢u u podrucju gusenja 60dB.
Optimizacijski postupak (5.10) proveden je za korektore od prvog, 4=1, do desetog reda,
A=10. Frekvencijsko podrucje unutar kojeg se korekcija vrsi uzeto je da odgovara grani¢noj
frekvenciji filtra i u ovom primjeru ono iznosi @,=1 rad/s. Na slici 5.1 prikazan je odziv na
sinc puls dobivenih kaskada, pretpostavljaju¢i da slu¢aj 4=0 odgovara zadanom filtru. Kao $to
se moze vidjeti na slici, sam filtar znac¢ajno izobli¢uje signal. Korektor drugog reda smanjuje
izobli¢enje, ali valni oblik je jo§ znacajno razli¢it od valnog oblika ulaznog signala, u ovom
slucaju sinc pulsa. Ta razlika se smanjuje pove¢anjem reda korektora, i za 4>6 moze se vidjeti
samo u numerickim podacima.

Iako je dizajn izveden u vremenskoj domeni, ilustrativno je pogledati i odgovarajuce

krivulje grupnog kasnjenja. Slika 5.2 prikazuje krivulje grupnog kasnjenja dobivenih kaskada.
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

Kao $to se moglo i ocekivati, one aproksimiraju konstante s odredenom valovitoséu unutar
podruc¢ja korekcije. Ta valovitost je veca na rubu podrucja, ali se znaCajno smanjuje

povecanjem reda korektora.

A=6
< N\
= \J V4
28
2 .
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28 A=2
<~ N\ /™\
SN NV v Vv
2o
N
o
3 r F/\ 1
A=0
TANEAN
\/ V4
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Slika 5.1 Odziv na sinc puls kaskade eliptickog filtra osmog reda i optimalnog
korektora 4-tog reda.

60 ' ' ' ' ' '

50t

A

401 5 7

30 1

Grupno kasnjenje, s

20F i

10

A=0

O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

w, rad/s

Slika 5.2 Grupno kasnjenje kaskade eliptickog filtra osmog reda i optimalnog
korektora A-tog reda.
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5.3 Frekvencijska reprezentacija maksimuma odziva

Za bolje razumijevanje mjere izoblicenje valnog oblika (5.6), potrebno je mjeru izraziti
u frekvencijskoj domeni. Odziv y(f) moze se izraCunati iz poznate Fourierove transformacije
Y(j ) kao

(1) =$ j Y(jw)e!dw (5.12)

U ovom slucaju, sustav je pobuden sinc pulsom nulte faze ¢iji amplitudni dio spektra iznosi 1.

Prema tome, Fourierova transformacija odziva sustava je dana s

~ |H(ja))|ej0(w) , Os|a)|£a)g

Y(jo)

5.13
0 , |a)|>a)g ( )

gdje su |[H(jw)| i Aw) amplitudna i fazna karakteristika sustava. UvrStavanjem (5.13) u

integral (5.12) dolazi se do

0 @g
(@) :i [l 1 [|H(jw)e/0@ gy (5.14)

o 0

Fazna karakteristika realnog sustava je neparna funkcija. Koristenjem svojstva d—w)=—& ),

integral (5.14) moze se zapisati na nacin

(t) = —21 j'g H(jo) {e‘f [o@ra] lo@)ra] }da) (5.15)
T
0

Primjenom Eulerove formule, jednakost (5.15) moze se izraziti u trigonometrijskoj formi kao
1%

yo=— j |H (jo)|cos[f(w) ~ (~an)]de (5.16)
0

Izraz — ot prepoznaje se kao idealna fazna karakteristika, odnosno kao posljedica optimizacije

kao zeljena fazna karakteristika G ) pa se moze pisati

@g
y(t) = % [|H (o) cos[0(@) - 6, (w)]dew (5.17)
0
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

Primjenom trigonometrijske formule cos(u)=1-2sin?(u/2), te razdvajanjem dobivenog

integrala na dva pribrojnika dolazi se do
1 2 % 1
Y == [|H(joldo-= | |H( ja))|sin2{—[0(a))—0d (a))]}da) (5.18)
7y 7y 2

Prvi pribrojnik u (5.18) je konstanta za dani sustav. Prema tome, traZzenje maksimuma odziva

() svodi se na trazenje minimuma drugog pribrojnika
2“8 1
e==[|H( w)lsinz{g [0()- 0, (w)]}dw (5.19)
T
0

Ako je fazna pogreska & w)—6,(w) dovoljno mala, moze se pretpostaviti
.1 1
s1n{5[9<w)—9d (w)]}z5[9<w)—9d<w)] (5.20)

pa se pogreska (5.19) moze aproksimirati najmanjom kvadratnom pogreskom s tezinskom
funkcijom oblika

Dg
fuis =5 [[H ) 0@)-0,@)Pdo (5.21)
0

Potrebno je uociti da u G, w)=—at, vrijednost za ¢ treba uzeti takvu da osigurava minimum od
&us. Bududi ta vrijednost nije poznata unaprijed, ¢ treba tretirati kao varijablu u funkciji cilja,
sli¢no kao u (5.10).

Kao s§to se moze vidjeti iz izraza (5.21) mjera temeljena na maksimumu odziva na sinc
puls moze se aproksimirati kvadratnom pogreskom s tezinskom funkcijom. Pri tom se kao
tezinska funkcija pojavljuje amplitudna karakteristika sustava. Za razliku od maksimuma
odziva, pokazano je da se mjera temeljena na simetriji odziva takoder moze aproksimirati
kvadratnom pogreskom. Medutim, u njenom slucaju tezinska funkcija odgovara kvadratu

amplitudne karakteristike sustava, kao $to je vidljivo u izrazu (4.35).
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

5.4 Sinteza vremenski diskretnih korektora

Mjera izobli¢enja valnog oblika u diskretnoj domeni u sustini se ne razlikuje od mjere
izobli¢enja u kontinuiranoj domeni. Moze se dobiti tako da se u mjeri izobli¢enja u
kontinuiranoj domeni, (5.6), koristi kontinuirana reprezentacija diskretnog odziva na sinc
puls, y,(¢). Izraz za kontinuiranu reprezentaciju odziva izveden je u poglavlju 3.6, a ovdje je
ponovljen radi potpunosti. Za poznati impulsni odziv diskretnog sustava 4[n], odziv na sinc
puls je oblika

Dg

+0
ya) =% > hnkinclog (- m)] (5.22)

n=-—0

U nastavku teksta opisan je primjer dizajna svepropusnog IIR korektora koji osigurava
minimalno izobli¢enje valnog oblika [64]. Prijenosna funkcija korektora 4-tog reda opisana je
izrazom (4.60). Impulsni odziv korektora ima oblik dan izrazima (4.61) i (4.62).

U praksi je filtar ¢esto opisan impulsnim odzivom /4/{n]. Medutim, ukoliko je zadana
njegova prijenosna funkcija, impulsni odziv moze se jednostavno izracunati koriStenjem
izraza (3.82) 1 (3.83).

Impulsni odziv kaskade filtra i korektora je konvolucija

hln]=hy[n]*h,[n] (5.23)

Odziv (5.23) je kauzalan. Prema tome suma u (5.22) kre¢e od nultog indeksa umjesto od —oo.
Nadalje, u implementaciji odziva prakti¢no je koristiti kona¢nu sumu. Stoga suma u izrazu za
odziv ide do konac¢nog broja P umjesto do +oo. Buduéi je vrijednost svih uzoraka sinc pulsa
manja od 1, vrijednost za P moZze se estimirati koriStenjem efektivne duljine impulsnog
odziva kao $to je opisano u poglavlju 3.6.

Optimalni korektor dobiva se rjeSavanjem problema

min [y, (twg.dynd )] (5.24)

t, 155 4

Izbor pocetnih polova koji vode optimalnom korektoru nije kritican. Brza konvergencija moze
se posti¢ci ako se oni razmjeste ekvidistantno unutar podru¢ja koje odgovara podrucju
propustanja filtra. Dobar izbor za pocetnu poziciju maksimuma dobiva se rjeSavanjem

problema

mtin[— Valt:0g,dg1rndo )] (5.25)

gdje su doy, ..., do4 pocetni polovi korektora.
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

Problemi (5.24) i (5.25) sadrze nekonveksne funkcije cilja. U ovom primjeru za
njihovo rjeSavanje koristena je kvazi-Newtonova metoda s BFGS formulom za aproksimaciju
Hessiana.

Za ilustraciju metode opisat ¢e se korekcija niskopropusnog eliptickog filtra osmog
reda grani¢ne frekvencije 0.3 7rad, s valovitos¢éu u podrucju propustanja 0.1dB i valovitoséu u
podruc¢ju gusenja 60dB. Optimizacijski postupak (5.24) proveden je za korektore od prvog,
A=1, do devetog reda, A=9. Frekvencijsko podruc¢je unutar kojeg se korekcija vrsi uzeto je da
odgovara granicnoj frekvenciji filtra. Na slici 5.3 prikazani su odzivi kaskada na sinc puls y[#n]
1 y.(f) za A=1, 2, 319, zajedno s odzivima filtra koji su oznaceni s A=0. Razmatranja valnih
oblika slicna su onima kod vremenski kontinuiranih korektora koji osiguravaju maksimum
odziva, opisanim u poglavlju 5.2. Polazni filtar znacajno izoblicuje signal. Korektor prvog
reda smanjuje izoblicenje, ali valni oblik lijevo od glavne latice odziva jos je uvijek prili¢no
razli¢it od njegove desne strane. Ta razlika se smanjuje povecanjem reda korektora, i za vece

redove moze se vidjeti samo u numeri¢kim podacima.

I
A=9
P P e ATh AN T P
- AL, —
- / A=3
;% Wm\U/\ \U/nxwmw/n\vmvmv
S /( \ A=2
>\ T\ yARN AN T T P DU
- A2\
=
= A=1
3 M o oo e AT
—qy g D e
Jﬂ\ A0

-10 0 10 20 30 40 50 60
nidts

Slika 5.3 Odzivi y[n] 1 y.(f) kaskade eliptickog niskopropusnog filtra osmog reda s
0.1dB valovitosti u podru¢ju propustanja, te 60dB valovitosti u podrucju
gusenja i optimalnog korektora A-tog reda, uz @,=ax.145=0.3 rrad.
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5 Sinteza sustava primjenom maksimuma odziva na sinc puls

U poglavlju 5.3 pokazano je kako se kriterij maksimuma odziva moze aproksimirati
najmanjom kvadratnom faznom pogreskom, pri ¢emu je amplitudna karakteristika filtra
tezinska funkcija pogreske. Medutim, fazna pogreska se bolje ilustrira kroz grupno kasnjenje.
Stoga, na slici 5.4 prikazane su krivulje grupnog kasnjenja dobivenih kaskada. Kao Sto se
moglo 1 ocekivati, one aproksimiraju konstante s odredenom valovitoS¢u unutar podrucja
korekcije. Ta valovitost je ve¢a na rubu podrucja Sto je karakteristicno svojstvo za sustave

dizajnirane po kriteriju najmanje kvadratne pogreske.

601 ;
g 50t |
=5
S
3 40+
g A=9
2 30
<
-
2
5 207
S

10F

A=0
0 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

w, rad

Slika 5.4 Grupno kasnjenje kaskade eliptickog niskopropusnog filtra osmog reda s
0.1dB valovitosti u podru¢ju propustanja, te 60dB valovitosti u podrucju
gusenja i optimalnog korektora A-tog reda, uz @,=ax.145=0.3 rrad.
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6 Sinteza sustava sa zadanim impulsnim odzivom

U poglavljima 4 i 5 razmatrani su sustavi od kojih se trazi malo izobli¢enje
vremenskog odziva. Sinteza ovakvih sustava provedena je u vremenskoj domeni, a temeljena
je sinc pulsu koji se koristio kao model pobude. U praksi ovako dobiveni sustavi sluze za
obradu signala koji u manjoj ili ve¢oj mjeri odgovaraju koristenom modelu. S druge strane,
sinteza u vremenskoj domeni ukljucuje i sustave koji za danu pobudu daju to¢no odreden
vremenski odziv [1]. Takvi sustavi Cesto se susre¢u u komunikacijama [65]—[68] 1 mjernoj
instrumentaciji [69], [70]. Do danas su razvijene mnoge metode za njihov dizajn. Dobar
pregled klasi¢nih metoda dan je u [1]. Posljednjih godina, razvijene su nove metode za sintezu
sustava €iji impulsni odziv [7], [70] ili odziv na stepenicu [71] aproksimira zadanu funkciju.
Navedene metode koriStene su u dizajnu oblikovaca pulseva za ultra Sirokopojasne (engl.
ultra-wideband, UWB) prijenosne sustave [66], analognim implementacijama vali¢ne
transformacije , sintezi mreza za kasnjenje [7] i sintezi visokonaponskih oblikovaca pulseva
[71], [72]. U daljnjem tekstu opisana je nova metoda za sintezu sustava u vremenskoj domeni.
Metoda je temeljena na optimizaciji linearne funkcije nad prostorom ogranic¢enim sto$cima
drugog reda (engl. second-order cone programming, SOCP), vrlo popularnoj optimizacijskoj
tehnici posljednjih godina.

Optimizacija linearne funkcije nad prostorom ograni¢enim stoScima drugog reda je
konveksno optimiranje koje se moze izraziti kao [24], [73]

min f Ty (6.1)

X
uz: ||A,--x+b,~||£c,~Tx+d,~, i=L..,m (6.2)

gdje je x e R" varijabla optimizacije, a f e R", 4, e RV p R ¢, e R i d; eR
su parametri koji opisuju optimizacijski problem. Norma koja se pojavljuje u (6.2) je
standardna Euklidska norma, dana s ||u||:(uT u)/2. Svako ogranidenje u (6.2) naziva se

ograni¢enje stoScem drugog reda budu¢i je ono identi¢no izrazu

A; b;
e

gdje je C; stozac drugog reda dimenzije n;, definiran izrazom

of:

ue‘Rn"_l,te‘R,

= (6.4
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Za rjeSavanje problema u (6.1) i (6.2) razvijene su ucinkovite metode kao na primjer [74].
Osim toga, postoji i Citav niz programskih alata koji implementiraju spomenute metode. Jedan
takav skup alata je SeDuMi Optimization Toolbox [75], a predviden je za rad u MATLAB
programskom okruzenju.

Mnogi problemi u obradi signala mogu se izravno izraziti u obliku pogodnim za
optimizacije nad prostorom omedenim stoScima drugog reda [24]. S druge strane, ovakva
optimizacija moze se upotrijebiti i u rjeSavanju problema kod kojih to nije slucaj. Takvi
problemi mogu se rijesiti iterativno, pri ¢emu se funkcija cilja u svakom koraku linearizira, te
se formulira i rjeSava odgovaraju¢i SOCP problem. Jedna takva metoda primijenjena je u
sintezi rekurzivnih digitalnih filtara u frekvencijskoj domeni, a moze se pronaci u [76] 1 [77].

U daljnjem tekstu opisana je metoda za sintezu vremenski kontinuiranih sustava koji
imaju zadani impulsni odziv. Metoda se temelji na iterativnom postupku koji je preuzet iz
[76] i [77], koji je ovdje prilagoden sintezi u vremenskoj domeni. Ovakav pristup prvi put je
opisan u [78]1[79].

6.1 Formulacija problema

Cilj je pronadi sustav ¢iji impulsni odziv osigurava minimum integrala kvadratne

pogreske dane s
evis ()= [ WOt )~ 1y (0]t (6.5)
0

gdje su A(t,x) impulsni odziv sustava, x vektor parametara sustava, 4,(¢) zadani impulsni odziv
1 w(?) tezinska funkcija.

Dizajn sustava zapocinje odabirom vektora x, tj. odabirom modela sustava. Kao i u
prethodno opisanim postupcima, odabran je model opisan nulama, polovima i pojac¢anjem.
Prijenosna funkcija sustav N-tog reda s M kona¢nih nula opisana je izrazom (3.4) koji je ovdje

ponovljen zbog potpunosti,

M
[T¢-z)

H(s)=Ho -5 ——— (6.6)
[T6-re)
k=1

gdje su py, z; 1 Hp polovi, nule i pojacanje sustava. Obzirom da je sustav jednoznacno opisan s
P, zi 1 Hy, ovi parametri predstavljaju dobre kandidate za komponente vektora x. Da bi x bio

realan vektor, potrebno je kompleksne parove polova i nula opisati njihovim realnim i
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6 Sinteza sustava sa zadanim impulsnim odzivom

imaginarnim dijelovima. Ako prijenosna funkcija sadrzi M; realnih nula, M, kompleksnih
nula, M3 imaginarnih nula, N; realnih polova i N, kompleksnih polova, gdje je M+Mr+M;=M

1 Ni+N,=N, tada se x moze definirati kao

x=[Ho, 2150201, > Q1 Blos@aty 125 By 125 ViV My 125
I (6.7)
P15 PNy > O1:015-,0N, /20N, /2

gdje su a;, B, %, o1 1 @ realni 1 imaginarni dijelovi kompleksnih nula i1 polova, kao §to je

pokazano izrazima

My =B 2y == B T=1. My /2 (6.8)
IMy+My+k = JVk 5 My +Mytk =—JVk s k=1, M3 /2 (6.9)
PNy +1 =01+ J@ 5 PN 1 =01 = j@p [ =1,.,Ny /2 (6.10)

Moze se uociti da su imaginarne nule odvojene od kompleksnih nula. Razlog za to bit ¢e
ilustriran u jednom od primjera u daljnjem tekstu.

Koristenjem x danim izrazom (6.7), parametri zeljenog sustava dobivaju se kao

Xopt = argmin(e,; (x)] 6.11)
X

6.2 Optimizacijski postupak

Za rjeSavanje problema u (6.11) koristi se iterativni postupak opisan u [76] 1 [77] koji
je prilagoden sintezi u vremenskoj domeni. Postupak krece od pocetne tocke, xy. Na temelju
ponasanja e,;(x) u okolini xy pronalazi se odgovarajuca korekcija &. Nova tocka se dobiva
kao x;=x¢+&. Ovaj postupak se ponavlja sve dok se ne postigne uvjet za zavrSetak postupka.
U svakom koraku, korekcija se dobiva rjeSavanjem SOCP problema. Pretpostavimo da je
nakon k koraka postupak dosao do toCke xj; 1 da se trazi korekcija &. Ako je h(z,x) glatka

funkcija, u okolini x; ona se moZe aproksimirati linearnom formom, kao u
h(t,x) + )~ h(t,x; )+ g (1,x}) o (6.12)

gdje je g(tx;) gradijent od A(z,x) obzirom na Xx, izraCunat u tocci x;. Pogreska ove
aproksimacije je mala unutar neke okoline, V, tocke xy, tj. za de V.
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Uvrstavanjem aproksimacije iz (6.12) u pogresku (6.11) dobiva se njena aproksimacija
oblika

eis (¥) = [0 87 (1 x) S+ e x) ~ g O] s (6.13)
0

Ako je M<N, h(f) se moze smatrati spektralno ograni¢enim u smislu da postoji frekvencija
uzorkovanja f,=1/T,, dovoljno velika da je pogreska aliasinga zanemariva. Ako je 1 A7)
spektralno ograni¢en u istom smislu, tada je A(f) 1 hy(f) moguce reprezentirati skupovima
uzoraka h(t;) 1 ha(ty) gdje je t;=qT;, g=0,1,2,...,00. Uz pretpostavku da je h(qT)=0 i ha(qTs)=0
za ¢>Q, integral u (6.13) moze se aproksimirati konanom sumom, te se pogreska moze

zapisati na nacin
Y 2
s ()= Ty S 1ty &7 1008 (e [ty o)~ g 0] (6.14)
q=0

Izraz (6.14) moZe se zapisati u matricnom obliku kao
ey (X) = T[40+ b|* (6.15)

gdje su

Ito)g” (. xp) |

w(t)g” (t,x;)

n | (6.16)
I /w(tQ)gT(tQ,xk)_
- o) [hte. x1) - Ry (t)] |
. ,/W(ll)[h(tla:’ck)_hd(tl)] (6.17)

I /w(tQ)[h(tQ,xk)—hd(lQ)]_

Korekcija & moze se pronaci optimiranjem pogreske e, ;(x) u (6.15) uz ogranicenje deV.

Medutim, uvazavajuéi jednakost
argmin[e,,;; (x)]=arg min[wlewls (x)] (6.18)
X X

problem se moze preoblikovati i & se moZe pronaci rjeSavanjem problema
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min T, [4-5+ 4 (6.19)
uz:oeV (6.20)

KoriStenjem 77 kao pomoc¢ne varijable, problem u (6.19) 1 (6.20) moze se zapisati u obliku

n};‘; n (6.21)

uz: ||A-5+b||£%77

s (6.22)
oV
Dobiveni problem prepoznaje se kao SOCP problem s dva ograni¢enja, dan kao
. T
min  f"u (6.23)
u
uz: ||4; u+b < ciTu+d,~, i=12 (6.24)
gdje su funkcija cilja, f, 1 optimizacijska varijabla, u, dane izrazima
f=p o - o (6.25)
|7
u= L} (6.26)
Prvo ograniCenje u (6.24) sadrzi optimizacijski problem. Njegovi parametri su
A =0 4] (6.27)
b =b (6.28)

A Y — (6.29)

dy =0 (6.30)

Drugo ogranicenje u (6.24) definira okolinu, V, unutar kojeg se koristi linearna aproksimacija.

Mogu¢i izbor za V je kugla, dana s ||8]|<u.. Ovakav izbor je opravdan za ograniCavanje
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kretanja polova i nula, obzirom da su oni grupirani u kompleksnoj ravnini. S druge strane,
pojacanje, H,, moze poprimiti vrijednosti koje su nekoliko redova veli¢ine vec¢e od koordinata
polova 1 nula, te tako uzrokovati sporu konvergenciju postupka. Da se to izbjegne,
ograni¢enje za Hy ima iznos koji se izracunava iz prethodnog koraka iterativnog postupka.

Drugo ogranic¢enje u tom slu¢aju ima parametre oblika

0 I/a O

A=, L (6.31)

o O

by =0 (6.32)
¢y =0 (6.33)
dy =5, (6.34)

gdje je a prva komponenta od x;.

6.3 Gradijent impulsnog odziva

Za formiranje SOCP problema potrebno je poznavati impulsni odziv sustava A(z,x).
Primjenom (6.8), (6.9) i (6.10), x se moze lako transformirati u nule i polove. Ako su polovi

jednostruki 1 M<N, impulsni odziv moze se dobiti kao

N
h(t)=> K.eP" | >0 (6.35)

r=1

gdje su K,, =1, ..., N reziduumi polova oblika

M
H(pr _Zi)
K, = Ho—=! (6:36)
H(pr _pk)
k=Lk#r

Za dobivanje gradijenta impulsnog odziva,
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_ oh(t,x)

t,x
g(t,x) ™

(6.37)

potrebno je prvo odrediti parcijalne derivacije odziva u (6.35) obzirom na pojacanje, nule i

polove. Parcijalne derivacije su dane izrazima

onit) 1 & ;

——=—) K,ePr 6.38

o, HO; re (6.38)
N

% - _zFrqeprt (6.39)

an r=1

N  K.ePriig oPd M
Oh®) _ ) DY ey 2y (6.40)
opy ._ pPr—p —
q9 r=lLr#q r q v=l
gdje je
M
H(pu_zi)
T
Fyy=Hy—— (6.41)
H(pu_pk)
k=1k#u

Komponente od g(z,x) koje odgovaraju pojacanju, Hy, realnim nulama, zi,..., zy, te
realnim polovima, p;,..., py1, dobivaju se primjenom izraza od (6.38) do (6.41). Komponente
koje odgovaraju realnim i imaginarnim dijelovima kompleksnih nula i polova, dobivaju se
primjenom pravila za derivaciju kompozicije funkcija. Parcijalna derivacija od A(tx) po
realnom dijelu kompleksne nule, ¢;, ima oblik

Oh(t,x) _ oh(t) dZM1+i+ Oh(1) dZ;kvfln

¥ (6.42)
O Ozy4i doy Gz, 99
Iz (6.8) slijedi dzy;+/d =1 idz*Mm/da,:l. Stoga vrijedi
oh(t oh(t
Ont,X) _ 5 el MO (6.43)
Ja OZp | +i

Na sli¢an na¢in mogu se dobiti 1 ostale komponente gradijenta g(¢,x). One imaju oblik
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oh(t,x) . | k()
B Zlm{ Oz, +i:| 49
o6, x) ol OMO) (6.45)
Ok ale +M,+k
LX) _Hpdl OhO) (6.46)
ooy PN, +1
O, x) _ 5y | Oh() (6.47)
0wy ale +1

Opisani optimizacijski postupak moze se koristiti bez ikakvih dodatnih modifikacija.
Medutim, u postupak se mogu dodati i dodatna ograni¢enja kao Sto su ograniCenja za
stabilnost i za minimalnu fazu. Za ilustraciju bit ¢e opisano ogranicenje za stabilnost.

Potrebno je napomenuti da mnoge metode za sintezu sustava u vremenskoj domeni ne
uzimaju u obzir stabilnost. Autori to objasnjavaju Cinjenicom da ako je /4(f) apsolutno
integrabilan i ako je aproksimacija dobra, dobiveni A(¢) je takoder apsolutno integrabilan, te je
stoga pripadajuci sustava stabilan. Medutim, uvodenjem ogranicenja za stabilnost ¢ini metodu
robusnijom. Osim toga, ovo ogranicenje omogucava postavljanje margine stabilnosti koja je

pozeljna u nekim aplikacijama.

6.4 Stabilnost sustava

Za osiguravanje stabilnosti, realne dijelove polova potrebno je drzati manjima ili

jednakima nekoj zadanoj granici —&, gdje je &>0. Formalno se ovo ograni¢enje moze izraziti

quk}BDs_% (6.48)

gdje D sadrzi N, redaka koji odgovaraju realnim polovima i N,/2 redaka koji odgovaraju

skupom linearnih nejednadzbi

kompleksnim parovima, oblika
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0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 00 1 0 0 0 0
D=
0O -0 00 --0 1000 - 00 (6.49)
0 0 00 0 0 0 0 0 0
| 0 0 00 0 0 00 O 1 0 |
2+M1+M2 Nl N2
+M3/2
Oznacavanjem
X 0 6.50
X = )
£ (6.50)

ograni¢enja u (6.48) mogu se zapisati u obliku linearnih ogranicenja

—&;—Dx;, —Du>0 (6.51)

U svakom koraku optimizacijskog postupka rjeSava se SOCP problem dan izrazima
(6.21), (6.22) 1 (6.51). Kao Sto se moze vidjeti iz izraza, ovaj problem sadrzi dva ogranicenja
u obliku stosca drugog reda, danih u (6.22), 1 N1+N,/2 linearnih ograni¢enja, danih u (6.51).
Ovaj problem moze se rijesiti nekom od poznatih metoda koje su opisane u [24] 1 [74]. U

ovom radu koristen je skup alata SeDuMi 1.05, koji se moze pronaci u [75].

6.5 Prakti¢na razmatranja

Na pocetku optimizacijskog postupka, tj. za male &k, modul vektora & je obicno
odreden ogranienjem ||A>u|[<d,.. Kad se x; pribliZi x,,, njegov modul pocinje znacajno
padati. Postupak zavrSava nakon S§to je zadovoljen uvjet |4 u||<¢, gdje je & zadana tolerancija
optimizacije.

Izbor pocetne tocke, xy, nije kriti¢an, uz pretpostavku da ona pripada dijelu prostora
koji odreduju ograni¢enja dana u (6.22) i1 (6.51). Pritom treba imati na umu da se vrijeme
potrebno za izvodenje postupka povecava ako se xy nalazi daleko od x,,. Nadalje, buduci
prijenosna funkcija u (6.6) iS¢ezava za Hy=0, preporucljivo je zapoceti optimizaciju s

odgovarajuc¢im predznakom od H, ili provesti optimizaciju za oba predznaka.
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Opisana metoda za dizajn ne podrzava visestruke polove. To je posljedica odziva u
(6.35), koji je definiran samo za jednostruke polove. Medutim, to ne predstavlja nedostatak
buduéi su takvi slucajevi vrlo rijetki u praksi. Provedeni su primjeri dizajna za koje je
unaprijed bilo poznato da optimalno rjeSenje sadrzi visestruki pol. Medutim, u dobivenim
rjeSenjima polovi se nisu preklapali. Polovi za koje se ocekivalo preklapanje zavrsili su kao
jednostruki, blizu jedan drugom, §to je posljedica konacne tolerancije &.

1z (6.7) je vidljivo da prijenosna funkcija sustava kojeg se optimira sadrzi zadani broj
realnih i1 imaginarnih polova, te realnih, imaginarnih i kompleksnih nula. Stoga je tijekom
rjeSavanja problema potrebno eksperimentiranje s raznim prijenosnim funkcijama. To ne
predstavlja nedostatak ve¢ je to uobiCajeno u dizajnu, pogotovo u cilju ostvarivanja
kompromisa izmedu zahtjeva na tocnost aproksimacije i sloZzenosti implementacije. U tom
smislu model sustava opisan nulama, polovima i poja¢anjem koji je ovdje KoriSten,
predstavlja dobar izbor s aspekta korisnika.

Optimizacijski problem u (6.11) moze se rijeSiti 1 primjenom klasi¢énih metoda za
nelinearnu optimizaciju. Ovdje je za usporedbu uzeta kvazi-Newtonova metoda s BFGS
formulom za aproksimaciju Hessiana. Odabirom raznih pocetnih to¢aka pokazalo se da kvazi-
Newtonova metoda rezultira istim optimumom, ali puno ve¢im brojem poziva funkcije cilja.
Nadalje kod sustava velikih redova izbor poéetne tocke za kvazi-Newtonovu metodu je
ravnini iz kojih pocetna tocka u slucaju korlstenja kvazi-Newtonove metode vodi prema
loSijem lokalnom rjeSenju. Nadalje, opisana metoda pokazuje se robusnom u dizajnu
optimalnih sustava koji sadrze velik broj nula. Kvazi-Newtonova metoda u tom slucaju daje
losije lokalno rjesenje. Prema tome, moze se zakljuciti da metoda temeljena na stoScima
drugog reda osigurava veéu brzinu konvergencije, omogucéava sintezu slozenih struktura

prijenosne funkcije, te je robusnija od kvazi-Newtonove metode.

6.6 Sinteza vali¢nih filtara

Kriterij najmanje kvadratne pogreske predstavlja dobar izbor za aproksimaciju vali¢a
[80], [81]. U ovom poglavlju bit ¢e opisana dva primjera dizajna vali¢nih filtara. Ovi filtri se
koriste u analognim implementacijama vali¢ne transformacije. Analogna implementacija
valiéne transformacije ¢esto se koristi u uredajima kod kojih je kriticna potro$nja energije.

Kontinuirana vali¢na transformacija signala x(¢) uz skalu a i na poziciji 7 definirana je

kao

C(r,a)= j x(Oy [ sz (6.52)
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gdje u(¢) predstavlja jezgru vali¢ne transformacije, a * oznacava kompleksnu konjugaciju. Iz
(6.52) je vidljivo da se C(7,a) moze dobiti filtracijom signala x(¢) filtrom ¢iji je impulsni odziv
odreden s y(t/a). Stovise, skup takvih filtara koji odgovaraju raznim skalama mogu raditi

paralelno, racunajucéi pritom vali¢nu transformaciju u realnom vremenu.

6.6.1 Morletov filtar

Nedavno je predlozen analogni sustav za racunanje Morletove vali¢ne transformacije
[70]. U tom radu, filtar je dizajniran tako da njegov impulsni odziv aproksimira vremenski

okrenut 1 vremenski pomaknut Morletov vali¢ oblika
2
Wy () = cos[sﬁ (3- t)] e G0 (6.53)

Prijenosna funkcija filtra dobivena je metodom temeljenoj na Padéovoj aproksimaciji.

U ovom radu, dizajn filtra je proveden za hy;(t)=y,,(¢). Za formiranje
optimizacijskog problema, /4(¢) je uzorkovan u 1001 tocci u intervalu 0<£10, tj. s 7,=0.01 1
0=1000. Odabrana struktura prijenosne funkcije je ista kao 1 u radu [70]. Ona sadrZi osam
kompleksnih nula 1 10 kompleksnih polova, tj. M;=0, M,=8, M;=0, N,=0 i N,=10.
Optimizacija je provedena uz d,,,=0.05, £&=0.05, &=le—5 i w(¢)=1 za svaki ¢. Dobiveni polovi,
nule 1 pojac¢anje dani su u tablici 6.1. Impulsni odzivi zadanog i optimalnog filtra prikazani su
na slici 6.1. Usporedbom s odzivom danim na slici 4b u [70], moze se uociti da dobiveni filtar
aproksimira zadani odziv s manjom pogreskom. U [70], autori koriste srednju kvadratnu

pogresku
1
emse = [0y = hg (0] ds (6.54)
2=

kao mjeru kvalitete aproksimacije. S #=0 1 £©=10 oni dobivaju pogresku 1.08e-3. Za
usporedbu, ovdje je koriStena ista mjera. Za dobiveni filtar ona iznosi 1.44e—4. Ocigledno,
ako je cilj u dizajnu drzati pogresku manju od 1.08e-3, sustav je moguce pojednostavniti. Na
primjer, pogreska 9.7e—4 se dobiva s optimalnim filtrom osmog reda sa Sest nula. Njegov
impulsni odziv prikazan je na slici 6.2, a parametri prijenosne funkcije dani su u tablici 6.2.
Nedvojbeno je da koriStena funkcija cilja nije konveksna. Unato¢ tomu, optimizacijski
postupak je malo osjetljiv na odabir pocetne tocke. Na primjer, u posljednjem primjeru
proveden je veci broj optimizacija s razli¢itim pocetnim toCkama pri ¢emu je uzeto
—5<H,<-0.5, -2<a=2, 2<| <11, —2<0;<-0.1 1 2<|w|<11. Za sve pocetne tocke, optimizacija
je dala isti rezultat pa je on smatran optimumom. Tipi¢na pocetna tocka dana je nulama u

143/, 167 1 119j, polovima u —0.3+2/, —0.315/, —0.3+£8;j 1 —0.3£11j, te pojacanjem iznosa —3.
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Ocigledno je ova tocka smjesStena prilicno daleko od optimuma. Ipak, optimum je dobiven
nakon 219 koraka koji su trajali 108 sekundi na osobnom racunalu Pentium 4 koje je radilo na
taktu frekvencije 3GHz.

Tablica 6.1 Polovi, nule i pojac¢anje za Morletov filtar s 10 polova i 8 nula.

H, Z Pk
—0.56068 £ 9.26594
—0.72129 £ 8.05721

1.29679 £9.94755 j
2.34045 £ 7.51959 )

1.2201 o 4 |
0101 1 57777 1 454504 ; | 7076320691601/
061452 £ 16463 j | 072704 %5.77005
' - ~0.57060 + 4.54480 /
1'0 I I T T T T T T
0.8t ---- idealni i

—— aproksimirani

Impulsni odziv

Slika 6.1 Impulsni odziv idealnog Morletovog filtra i njegova aproksimacija
filtrom 10-og reda s 8 nula.
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L]

0.8r ﬂ ---- idealni .

0.6+ — aproksimirani | |

0.4
0.2
0

Impulsni odziv

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8
_1.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0

Slika 6.2 Impulsni odziv idealnog Morletovog filtra i njegova aproksimacija
filtrom 8-og reda sa 6 nula.

Tablica 6.2 Polovi, nule i pojacanje za Morletov filtar s 8 polova i 6 nula.

Hy & Pk
138806 £ 8.78546 | 0qon)d 0T /
— + . . x /.
201438 | L1775 597984 7| 60100 + 633388

1.14252 £3.25812;

—-0.47481 £5.12192

Osnovno svojstvo vali¢ne funkcije je

j w(t)dt =0 (6.55)

—00

Medutim, kauzalni dio od A,(¢), te posljedi¢no njegova aproksimacija, A(¢), mogu sadrzavati
istosmjernu komponentu. Istosmjerna komponenta je veca za male vremenske pomake u
W (). U ovom primjeru, vremenski pomaci su veliki, §to daje zanemarive istosmjerne
komponente. One iznose 2.8e-3 i —1.6e—2, Sto je prihvatljivo. Ipak, zahtjev za nultom
istosmjernom komonentom moze se ukljuciti u postupak sinteze. To je opisano u sljede¢em

primjeru.
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6.6.2 Gaussov filtar

Ovaj primjer ilustrira dizajn sustava C¢iji impulsni odziv nema istosmjernu
komponentu. Sli¢an primjer opisan je u [80] 1 [81] gdje su autori opisali dizajn Gaussovog
vali¢nog filtra. Impulsni odziv takvog filtra aproksimira vremenski okrenut i vremenski

pomaknut Gaussov vali¢ oblika

1

7g(t) =-2C (%j“ (1 —1)e 0™ (6.56)
gdje su 7 vremenski pomak, a C; konstanta koja osigurava jedini¢nu energiju od s (¢).
Kauzalnost odziva nuzno uvodi istosmjernu komponentu koja je velika za mali #. U
navedenim radovima, autori je smatraju nedopustivom, te dizajniraju filtar koji ima impulsni
odziv s nultom istosmjernom vrijednoscu.

Metoda opisana u prethodnim poglavljima lako se moze prilagoditi zahtjevu za nultom
istosmjernom komponentom. Takvo ponaSanje se dobiva ako se prijenosnoj funkciji filtra
doda nula smjestena u ishodis$tu kompleksne ravnine. U tom slucaju prijenosna funkcija dana

u (6.6) postaje

M
sH (s—2z;)
H(s)=H, ;V=1— (6.57)
[T¢-re)
k=1

gdje je M<N-1. Ovdje je potrebno naglasiti da nula u ishodistu nije optimizacijska varijabla
nego je ona dio funkcije cilja. Prema tome, vektor optimizacijskih varijabli dan u (6.7) ostaje
nepromijenjen. Stovise, i cijela procedura opisana u prethodnim poglavljima ostaje ista, osim

izraza u (6.36), (6.39) 1 (6.40) koji su u ovom slu¢aju dani s

M
er(pr _Zi)
i=1

K, =Hy— (6.58)
H(pr _pk)
k=Lk#r
ont) ¥
()=—2errq€p’t (6.59)
8Z‘[ r=1
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N Pyt Pyl M

Oh(t K,.e""+K e K

CLIGH Sl g +e”q’(—q+pq > Fy K e’ (6.60)
apq r=lLr#q Pr=Pq Pq v=1

Za ilustraciju, provedena je optimizacija filtara treceg, petog, sedmog i devetog reda.
Zadani impulsni odziv definiran je kao 4, (1) =y (t) uz ty=2. Odziv je uzorkovan u 2001
tocaka u intervalu 0<¢<20, tj. s 7,=0.01 1 0=2000. Optimizacija je pokrenuta uz &,,,=0.05,
£=0.05, e=le—5 1 w(¢)=1 za svaki ¢. Dobiveni su filtri s pogreSkama aproksimacije 3.975e—1,
4.753e-2, 6.961e-3 1 2.197e-3. Usporedbom s odgovarajuéim rezultatima iz [80] i1 [81],
poboljSanje je ostvareno za filtar devetog reda. Potrebno je napomenuti da ovako bliske
aproksimacije imaju samo teorijsko znacenje.

Provedene optimizacije pokazale su malu osjetljivost na izbor pocetne tocke. Ipak,
potrebno je eksperimentiranje s N;, N», M, M, 1 M3 u cilju dobivanja odgovarajuce strukture
prijenosne funkcije.

Kao §to je ve¢ spomenuto, u sintezi filtara temeljenoj na optimizacijama, koristenje
modela prijenosne funkcije s nulama, polovima i pojacanjem je vrlo prakti¢an. Za ilustraciju
toga, bit ¢e ponovo razmotren filtar petog reda. U njegovom dizajnu koriStena je prijenosna
funkcija iste sloZenosti kao u [80], tj. s pet polova, jednom nulom u ishodiStu kompleksne
ravnine 1 tri slobodne nule. Dobiveni rezultat pokazuje da je realna nula smjeStena jako daleko
od ishodista kompleksne ravnine. Njezin utjecaj je zanemariv pa se ona moze ukloniti iz
prijenosne funkcije. Optimizacija je ponovo provedena za prijenosnu funkciju s jednim parom
kompleksnih nula, te nulom u ishodiStu. Tako dobivenim filtrom ostvarena je pogreska
aproksimacije od 4.763e—2. Taj rezultat je 0.3% loSiji od prethodnog, §to je s aspekta
aproksimacije zanemarivo. Medutim, smanjenje stupnja brojnika prijenosne funkcije
pojednostavljuje implementaciju. Polovi, nule i pojafanje optimalnog Gaussovog filtra za
ovaj slucaj dani su u tablici 6.3. Na slici 6.3 prikazani su impulsni odzivi zadanog i
optimalnog filtra.

Tablica 6.3 Polovi, nule i pojac¢anje za Gaussov filtar s 5 polova, nulom u
ishodistu kompleksne ravnine i jednim parom kompleksnih nula.

H, Zi Pk
0 0.83058
~1.52756 | —0.75515+2.80125 )
+
110633 £4.26888/ | ) 51674139119
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0.8 ' A

---- idealni
—— aproksimirani

0.61

Impulsni odziv

Slika 6.3 Impulsni odziv idealnog Gaussovog filtra i njegova aproksimacija
filtrom s 5 polova, nulom u ishodistu kompleksne ravnine i jednim
parom kompleksnih nula.

Osim sinteze valiénih filtara, opisana metoda moze se uspjeSno primijeniti i u dizajnu

generatora visokonaponskih pravokutnih pulsa kao $to je opisano u [79].
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7 Zakljucak

U disertaciji je predlozen novi model pobude pogodan za analizu i sintezu sustava.
Model je definiran u vremenskoj domeni i temelji se na sinc pulsu nulte faze i jedini¢ne
amplitude u zadanom frekvencijskom podru¢ju. Zbog svog simetricnog valnog oblika, te
pravokutnog oblika frekvencijske karakteristike, ovaj model pokazao se pogodnim za
mjerenje linearnih izobli¢enja vremenskog odziva. Obzirom da je Diracov impuls specijalan
sluc¢aj sinc pulsa, analiza sustava temeljena na sinc pulsu predstavlja poopéenje klasi¢ne
analize temeljene na impulsnom odzivu.

Za pobudu oblika sinc pulsa, izvedeni su izrazi za odzive vremenski kontinuiranih i
vremenski diskretnih sustava. Navedeni odzivi iskoriSteni su za definiranje mjera izoblicenja
temeljenih na simetriji i na maksimumu odziva na sinc puls. Pokazano je da su u
frekvencijskoj domeni ove mjere izraZzene integralnom faznom pogreskom s tezinskom
funkcijom koja ukljucuje amplitudnu karakteristiku sustava.

Predlozene mjere izobli¢enja mogu se uspjeSno iskoristiti u sintezi sustava u
vremenskoj domeni. U tom kontekstu, razvijene su nove metode za sintezu, temeljene na
numerickoj optimizaciji. Razvijene metode omogucéavaju sintezu korektora vremenskih
odziva niskopropusnih i pojasnopropusnih filtara, Hilbertovih transformatora i sustava s
konstantnim kaSnjenjem. Dobiveni sustavi osiguravaju minimalno izobli¢enje vremenskog
odziva.

Na kraju, u sklopu sinteze u vremenskoj domeni razmatrani su i sustavi sa zadanim
odzivom. Razvijena je u¢inkovita i robusna metoda za sintezu sustava sa zadanim impulsnim
odzivom, temeljena na optimiranju linearne funkcije nad prostorom ograni¢enim stoScima

drugog reda. Metoda se uspjeSno moze primijeniti u sintezi vali¢nih filtara visokih redova.
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Sazetak

Sazetak

U sintezi sustava od kojih se traze mala izobli¢enja vremenskog odziva, zahtjevi mogu
biti dani u frekvencijskoj ili u vremenskoj domeni. Pristup u frekvencijskoj domeni je
uobicajen jer su postupci u toj domeni jednostavniji. S druge strane, bolji rezultati mogu se
ocekivati sintezom u vremenskoj domeni. U tom slucaju, potrebno je odabrati odgovarajuci
model pobudnog signala. Zahtjevi na sustav obi¢no su dani unutar odredenog frekvencijskog
podrugdja. Stoga je u disertaciji predlozen model frekvencijski ogranicene pobude temeljene na
sinc pulsu nulte faze. Ovaj puls jednoliko pobuduje sve komponente sustava unutar zadanog
frekvencijskog podruc¢ja. Koristenjem odziva na sinc puls, definirane su nove mjere
izobli¢enja temeljene na simetriji valnog oblika, te maksimumu odziva. Optimiranjem ovih
mjera dobivene su nove klase sustava koji osiguravaju minimalno izobli¢enje vremenskog
odziva. Sinteza takvih sustava ilustrirana je na primjerima korektora niskopropusnih i
pojasnopropusnih filtara, sustava s konstantnim kasnjenjem, te Hilbertovih transformatora.
Nadalje, u sklopu sinteze u vremenskoj domeni razmatrani su i sustavi sa zadanim impulsnim
odzivom. Opisana je uéinkovita i robusna metoda za njihovo projektiranje. Metoda koristi
iterativan postupak koji se temelji na optimizaciji linearne funkcije nad prostorom

ograni¢enim stoScima drugog reda. Metoda je primijenjena u sintezi vali¢nih filtara.

Kljuéne rijeci: sinc puls, odziv na sinc puls, simetrija odziva, maksimum odziva, mjera

izobli¢enja, impulsni odziv, optimizacija, Hilbertov transformator, filtar, korektor
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Abstract

Abstract

In the design of systems with minimum time-domain distortion, requirements can be
specified in the frequency or in the time domain. The frequency domain approach is common
since the design procedures are simpler. On the other hand, better results are expected using
the time-domain synthesis. In that case, an appropriate model of system's input signal should
be chosen. The requirements set on the system are usually given within some finite band of
interest. In this thesis, the frequency-selective model of the input signal is proposed. The
model is based on the zero-phase sinc pulse. This pulse uniformly excites the system at all
frequencies within the prescribed band. By using the response to sinc pulse, new measures of
time-domain distortion are defined, which are based on the symmetry and on the maximum of
the response. These measures are suitable for optimization based design, which is used to
obtain new classes of systems ensuring minimum distortion of time-domain response. Several
design examples are given, including the design of lowpass and bandpass equalizers,
constant-delay systems, and Hilbert transformers. Furthermore, the time-domain synthesis of
systems having a desired impulse response is also considered. An efficient and robust method
for the design of such systems is described. The method involves the iterative procedure based
on the second-order cone programming. The features of the method are illustrated through the

design of wavelet filters.

Key words: sinc pulse, response to sinc pulse, symmetry of time-domain response, maximum
of time-domain response, measure of time-domain distortion, impulse response, optimization,
Hilbert transformer, filter, equalizer
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