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Sazetak

Kako bi se minimizirali gubitci zbog vrtloznih struja, transformatorska jezgra se sastoji od veli-
kog broja vrlo tankih feromagnetskih lamela medusobno odvojenih viSestruko tanjim slojevima
elektricne izolacije. OcCekivano, konacna rjesSenja za elektromagnetska polja u tako heteroge-
nom podrucju su vrlo oscilatorne, samo po dijelovima kontinuirane prostorne funkcije. Kako
bi aproksimacija rjeSenja bila valjana, izravna primjena metode konacnih elemenata na takav
problem zahtijeva iznimno gustu mreZu konacnih elemenata, tj. prekomjeran broj konacnih ele-
menata iz perspektive raspoloZivih raCunalnih resursa. Prema tome, nuzno je provesti neki vid
homogenizacije fizikalne slike.

U slucaju jezgre otvorenog tipa, situacija se dodatno komplicira zbog neravnomjerne razdiobe
elektromagnetskih polja u volumenu jezgre. Znacajan dio magnetskog toka prodire u jezgru
okomito na plohe lamela, a tako inducirane vrtloZne struje poprimaju znacajne iznose. Kako bi
se smanjio njihov iznos, jezgra otvorenog tipa se obicno izvodi od vise vitkijih dijelova, tj. la-
minacijskih paketa, medusobno odvojenih dodatnim slojevima elektriCne izolacije. Sa stajaliSte
racunalnih simulacija, takvi slojevi izolacije kvare brzinu konvergencije, a njihova homogeni-
zacija nije moguca koriStenjem standardnih metoda.

Specifi¢nosti fizikalne slike kod jezgre otvorenog tipa moguce je uspjesno uzeti u obzir kori-
Stenjem magnetskog vektorskog potencijala Ai strujnog vektorskog potencijala T. U skladu
s tim, najprije je izvedena Galerkinova slaba K, T —Zf-formulacija temeljena na izravnoj pri-
mjeni metode konacnih elemenata. Kako bi se znatno smanjila potrebna gustoca diskretizacije
domene, unutar svakog pojedinog konacnog elementa su uvedene prikladne aproksimacije fi-
zikalne slike u vidu raspregnutih, medusobno neovisnih elektromagnetskih polja. Na osnovu
uvedenih aproksimacija, izvedena je modificirana slaba formulacija koja dopusta znatno vece
dimenzije kona¢nog elementa, ali vrijedi samo lokalno, unutar volumena promatranog konac-
nog elementa. No, homogenizacijom takve modificirane formulacije dobiva se Galerkinova
AT, —X—formulacija koja je valjana globalno, unutar cijele problemske domene. Kao pos-
ljedica postupka homogenizacije, u podrucju jezgre se koriste nadomjesne homogene i anizo-
tropne znaCajke materijala. Konacna Z, T, —X—formulacija omoguduje simultano modeliranje
sveukupnih vrtloznih struja u jezgri. Dodatno, za razliku od pocetne slabe A T —X—formulacije,
homogenizirana slaba AT, —E—formulacija pokazuje odli¢nu brzinu konvergencije. Pored ana-
litickog postupka homogenizacije, razvijen je i numericki pristup homogenizaciji temeljen na
2D formulaciji problema vrtloZnih struja kojim se uspjeSno homogeniziraju i rubni efekti vrtloz-
nih struja, tj. promjene smjera vrtloZnih struja koje se javljaju na rubovima lamela. Napravljena
je usporedba raCunalne simulacije temeljene na AT, —Z—formulaciji s raCunalnom simulacijom
temeljenom na K, (0} —X—formulaciji. Dobiveno je dobro slaganje rezultata racunalnih simula-

cija, s tim da simulacija temeljena na AT, —Z-formulaciji pokazuje brzu konvergenciju. Do-



datno, razvijena metoda je primijenjena za izraCun gubitaka u realnoj jezgri otvorenoga tipa za
koju su prethodno provedena mjerenja ukupnih gubitaka. Rezultati simulacije se dobro slazu s

rezultatima dobivenim putem mjerenja, Sto dodatno potvrduje valjanost razvijene metode.

Kljucne rijeci: vrtlozne struje, gubitci zbog vrtloznih struja, lamele, homogenizacija, otvo-

reni tip jezgre, transformatori



Calculation of eddy current losses in a laminated open-type

transformer core using the finite element method

Introduction

Total losses in a laminated ferromagnetic transformer core include several different mechanisms
of interconnected phenomena that occur on different temporal and spatial scales. Therefore,
the calculation of total losses in a laminated core is a very complex task. In the literature, a
distinction is usually made between static hysteresis losses and dynamic losses, and the latter is
further divided into losses due to classic eddy currents and additional losses. In the stationary
state, it is possible to calculate losses due to eddy currents separately from the remaining two
types of losses. However, the calculation of eddy current losses itself is an extremely demanding
problem due to the heterogeneous and anisotropic characteristics of the core material. Direct
application of the finite element method is not possible in the three-dimensional case due to the
excessive discretization density. In the case of an open-type core, eddy currents are induced
to a significant extent by the magnetic flux perpendicular to the lamination surfaces, so it is
preferable to use a multi-part core in order to reduce their value. On the other hand, the existence
of an additional transverse layer of insulation between parts of the core further increases the
demands on the domain discretization density. Therefore, it is necessary to use some type of

homogenization method.

Problem definition

The problem domain consists of the core region and the winding region within a bounded air-
box. Therefore, it is necessary to define boundary and interface conditions. Due to the existence
of symmetry surfaces, it is necessary to define the boundary conditions on the symmetry sur-
faces, which will significantly reduce the size of the problem. In addition, an open-type core
is a region of heterogeneous and anisotropic material properties that are therefore defined as
position-dependent tensors within the core. In accordance with the characteristics of the ma-
terial within the domain, the relevant Maxwell’s equations are defined. In the air region and
winding region, the electrical conductivity is set to zero, so induced eddy currents are only po-
ssible in the core region. On the other hand, the source current exists only in the winding region.
Eddy currents are modeled by a magnetoquasistatic set of macroscopic Maxwell’s equations.
Considering the non-trivial three-dimensional geometry of the problem domain and the highly
heterogeneous and anisotropic core region, the mathematical model will be based on the finite

element method.



Strong formulation

To ensure the continuity of the normal component of the magnetic induction vector at the
air/core interface, it is preferable to use the magnetic vector potential A asa problem vari-
able. Since open-type cores are usually made as multi-part cores, i.e. they contain transverse
layers of electrical insulation between core parts, it is preferable to model eddy currents using
the current vector potential T. In this way, it is possible to set the interface condition Txi=0
on the surface between the parts of the core instead of explicitly modeling a very thin insulating
layer. Therefore, the magnetic vector potential A and the current vector potential 7 will be used
as problem variables. Using previously derived equations, including boundary and interface
conditions, in combination with the magnetic vector potential A and the current vector potential
T,a strong formulation is derived. The strong formulation should allow eddy currents only in
the core region. Therefore, the set of equations in the core region is different from the set of
equations in the air and winding regions. Accordingly, strong A, T — A-formulation over previ-
ously defined domain regions is derived, where the magnetic vector potential A and the current
vector potential 7' are both used in the core region, while only the magnetic vector potential A
is used in the winding and air regions. The source current is approximated using the impressed
current vector potential T, in the entire domain, but in the air and core regions V X T, = 0 holds.
It is important to emphasize that the A, T — A-formulation is applicable only under the condition
that each lamination sheet is topologically simply connected, which is certainly the case for an

open-type core.

Finite element approximation

Since the problem variables A and T are vectors, the so-called edge elements, which represent
vector basis functions, can be used for the finite-dimensional approximation of the variables A
and T in the space of finite elements. Such basis functions ensure only the continuity of the tan-
gential component of the approximated vector potential, but they do not ensure the continuity
of the normal component of the vector potential. Thus, by using edge elements, the discontinu-
ity of the normal component of the vector potential at the interface between different materials
is allowed. This property is very advantageous in order to enable and ensure the necessary
discontinuities and continuities of the corresponding vector components of electromagnetic fi-
elds at the interfaces of regions with different material characteristics. On the other hand, the
impressed current vector potential T, is approximated by standard nodal basis functions of the
lowest degree. Definitions and properties of nodal basis functions and edge basis functions are
described in detail and illustrative examples are given for the case of triangular and rectangular

finite elements.



Galerkin’s weak formulation

Based on previously derived equations of the strong formulation, Galerkin’s weak AT —A-
formulation is derived. According to the Galerkin method, free vector basis functions are used
as weighting functions. Due to the existence of problem symmetry, symmetry surfaces were also
taken into account when deriving the weak formulation. Due to the heterogeneous characteris-
tics of the material, it is necessary to satisfy the interface conditions between the ferromagnetic
material and the insulation inside the core also. The derived X, T — A-formulation is applicable
only in the case of toy models, and for practical applications, it is necessary to derive a homo-
genized formulation. Through the homogenization process, the A, T — A-formulation will be
reduced to the A, T, — A-formulation, i.c. only the x-component of the T potential will be used.
With the necessary use of the structural mesh, it will then be possible to eliminate the redundant
degrees of freedom related to the y and z components of the current vector potential, which will
significantly improve the convergence of the simulation. Since the final matrix of the system of
equations is singular, only iterative methods are used in the simulations. In order to enable the
use of the CG (conjugate gradient) solver, a corresponding symmetric X, T’ — A-formulation is

also derived, where — joT’ =T.

Decoupled eddy currents in a finite element

In order to enable the process of homogenization of the core region, the magnetic induction vec-
tor and the eddy current density vector will first be decoupled inside every finite element within
the core region into mutually independent, orthogonal components. Consequently, within a
finite element, it is then possible to separate the relevant equations into mutually independent
equations. In this way, the three-dimensional equations are transformed into three times as many
mutually independent two-dimensional equations in each finite element within the core region.
Thus, the eddy currents in each finite element are divided into three types of eddy currents, of
which two types are induced by magnetic induction components tangential to the lamination
surface, and the third type is induced by the magnetic induction component perpendicular to
the lamination surface. Since the first two types of eddy currents, induced by the components
of magnetic induction tangential to the lamination surfaces, flow in very narrow loops, it is
possible to apply one-dimensional approximation to them. By using one-dimensional approxi-
mation, it will be possible to determine analytical solutions for the distribution of eddy current
density and corresponding components of magnetic induction depending on the mean value of

the magnetic induction inside the finite element.



Homogenization

By using one-dimensional approximation, analytical solutions were calculated for tangential
components of magnetic induction with respect to the lamination surface and for one-dimensional
eddy currents induced by the tangential components of the magnetic induction. It is important to
emphasize that the one-dimensional approximation for narrow eddy current loops is a good ap-
proximation in all finite elements, except in the finite elements located at the edges of the lami-
nation, because the edge effect occurs there, i.e. the change in the direction of the eddy current
vector, so the one-dimensional approximation not applicable. In addition, the one-dimensional
approximation assumes a symmetrical distribution of eddy currents within the lamination. The
obtained analytical solutions within the finite element depend only on one degree of freedom
which represents the mean value of the corresponding induction component. An analytical
analysis of wide loops of eddy currents, induced by the magnetic induction component perpen-
dicular to the lamination surfaces, was made, but due to their non-local nature, this type of eddy
currents cannot be expressed using only the mean value of the magnetic induction within that
finite element. By incorporating the analytical solutions into standard basis functions within
each finite element, new basis functions are created. Based on the new basis functions, a new
weak Galerkin formulation was obtained, which enables the use of a finite element of larger
dimensions than in the case of approximation by standard edge basis functions. By homogeni-
zing such a formulation within the finite element, all earlier modifications of the basis functions
were transformed into new material characteristics. Additionally, using standard equations for
averaging magnetic circuits, the heterogeneous core region composed of ferromagnetic lamina-
tions and electrical insulation layers is transformed into an equivalent region of homogeneous
material characteristics. The obtained homogeneous characteristics of the material are necessa-
rily anisotropic and have complex values. To describe homogeneous and anisotropic material
characteristics in the core region, it is necessary to use tensors in the global coordinate system.
Through the homogenization process only the standard basis functions remained, and the ma-
terial characteristics were homogenized, therefore the obtained homogenized weak formulation
is also applicable for the calculation of the global solution, i.e. a set of equations was obtained
that are valid over the entire finite element mesh. The final weak A, T, — A-formulation requires
the use of a structural finite element mesh in the core region and uses only T, instead of T poten-
tial, i.e. the degrees of freedom associated with the edges that are tangential to the lamination
surfaces are eliminated from the calculation. By using only degrees of freedom associated with
edges that are perpendicular to the lamination surfaces, the convergence rate is significantly im-
proved. Again, in order to enable the use of the CG (conjugate gradient) solver, a corresponding

symmetric X, Tx’ — A-formulation is also derived, where — joT' =T.



2D formulation for calculation of eddy currents in an open core

Analytical homogenization is based on a one-dimensional approximation of eddy currents,
which results in the neglect of edge effects. In the case of a multipart open-type core, the
error resulting from neglecting edge effects is greater than in the case of a one-part open-type
core. The reason for this is that in the case of a multi-part open-type core, the edge effects of the
current direction change occur at more places in the core than in the case of a single-part core.
Edge effects can be taken into account through a numerical homogenization procedure based on
a two-dimensional A ,T-formulation of the eddy current problem. The current vector potential
T serves to model 2D narrow eddy currents, and the magnetic vector potential A ensures the
zero mean value of the magnetic flux caused by eddy currents using homogeneous Dirichlet bo-
undary conditions. As in the case of analytical homogenization, numerical homogenization is
performed in the preprocessing phase of the final 3D simulation. In theory, 2D simulations are
performed over the 2d projection of each finite element, but in reality it is sufficient to perform
the simulation only for one finite element that belongs to the edge of the lamination, in order
to take edge effects into account, and for one finite element that is not at the edge of the lami-
nation. The process of numerical homogenization yields substitute material characteristics that
necessarily have complex values. Also, in case the penetration depth of the magnetic fields is
very small, the A, T-formulation can be used in the postprocessing phase to correct to a certain

extent the losses in the core.

Comparison of measured and computed losses

A comparison was made between the simulation based on the homogenized X, Tx’ — A-formulation
and the simulation based on the homogenized A , O — A-formulation for the example of a four-
part open-type core. To make the comparison fair, the CAD model and finite element mesh are
identical for both formulations, which means that in both cases the insulation layer between
the core parts is modeled directly. In the case of A, Tx’ — A-formulations could be used The si-
mulation results show excellent agreement in the distribution of magnetic induction, and very
good agreement in the distribution of eddy current density in the core between the two formu-
lations. Regarding the convergence of the simulation, the A, T’x’ — A-formulation requires two
times significantly less number of iterations than the A, (0} — A-formulation. The convergence
of the g, T“x’ — A-formulation could be even better if, instead of the insulating layer, only the
surface with the interface condition T"x x i = 0 is used. In addition, a comparison of the simu-
lation results based on the A, Tx’ — A-formulation with the measurement results was made for
a real one-piece core. Given that the one-dimensional approximation is valid for narrow eddy
current loops, there is a direct local connection between their losses and the magnetic induction

at the observed point. Therefore, it is possible to consider them as losses of a local nature, as



is the case with hysteresis losses and additional losses. Consequently, the losses that have a
local nature do not depend on the global distribution of the magnetic induction, that is, they can
be estimated from the measurement of the losses in the homogeneous field inside the Epstein
apparatus. Therefore, for the final solution of the numerical simulation, it is important to obtain
the exact distribution of the magnetic induction and the exact losses due to eddy currents indu-
ced by the magnetic flux perpendicular to the lamination surface. From the distribution of the
magnetic induction, it is then possible to compute all losses except the losses due to the wide
eddy current loops, which on the other hand are calculated directly in the post-processing phase
from the solution for the current vector potential Tx’ . The simulation results show a very good

agreement with the measurement results.

Conclusion

Specific features related to the open-type core and their influence on the distribution of elec-
tromagnetic fields in the core region are described. Considering the mentioned features of the
open-type core, it is preferable to use the magnetic vector potential A and the current vector
potential T as problem variables. Given the emphasized three-dimensionality of the core and
the typically large number of laminations, it is necessary to carry out the process of homoge-
nization of the weak formulation. An analytical and numerical approach to homogenization
is described. Homogenization results in the final Galerkin A, T, — A-formulation with alternate
homogeneous and anisotropic material features within the individual lamination package. This
ultimately enables the use of a finite element mesh of significantly lower density with simulta-
neous modeling of the total eddy currents in the open-type laminated core, which provides an

accurate distribution of the average magnetic induction and eddy currents in the core.

Keywords: eddy currents, eddy current losses, lamination, homogenization, open-type core,

transformers
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Poglavlje 1

Uvod

IzraCun vrtloZnih struja u lameliranoj feromagnetskoj jezgri zahtijeva modeliranje svezanih fi-
zikalnih fenomena koje se dogadaju na razli¢itim prostornim i vremenskim skalama [1], [2],
[3]]. U kontekstu vremenske skale, ukupne gubitke je moguce razdvojiti na gubitke zbog histe-
reze koji se dogadaju na vrlo kratkoj vremenskoj skali, ¢ak 10~ sekundi, zbog Cega se mogu
smatrati statickim gubitcima, te na dinamicke gubitke Cija vremenska skala ovisi o frekvenciji
uzbudne struje, koja je u rasponu znac¢ajnih mreZnih harmonika [4], [5]. Sto se ti¢e prostorne
skale, staticki histerezni gubitci se dogadaju na mikroskali, dok se dinamicki gubitci dogadaju
na veéim prostornim skalama. Ako tranzijentna stanja nisu od interesa, odnosno ako je fo-
kus izraCuna samo na gubitcima u jezgri u stacionarnom radnom stanju, dinamicke gubitke je
moguce rastaviti na klasi¢ne gubitke zbog vrtloZnih struja koji se dogadaju na prostornoj ma-
kroskali definiranoj dimenzijama lamele i na dodatne (anomalijske) gubitke koji se dogadaju na
prostornoj mezoskali [[1]. Klasi¢ne vrtloZne struje su dakle opisane standardnim setom makro-
skopskih Maxwellovih jednadzbi, dok fenomeni vezani za dodatne gubitke i statiCke histerezne
gubitke zahtijevaju matematicki involviranije modeliranje utjecaja feromagnetskih materijala
na makroskopska elektromagnetska polja.

Zbog velikog omjera dimenzija jezgre naspram debljine lamela, a pogotovo elektri¢ne izolacije
medu lamelama, lamelirana feromagnetska jezgra u cjelini predstavlja podrucje iznimno hete-
rogenih 1 anizotropnih znacajki materijala. Stoga je i1 klasicna makroskopska polja potrebno
modelirati na relativno velikom rasponu prostornih skala, odnosno problem izracuna klasi¢nih
vrtloznih struja u lameliranoj jezgri klasificiran je kao vise-skalni problem [6], [7]], [8]], [9]. Ta-
kav tip problema u trodimenzionalnom sluc¢aju nije mogude izravno modelirati primjenom me-
tode konacnih elemenata, jer bi valjana diskretizacija domene rezultirala nedopustivo velikim
brojem konacnih elemenata. Prema tome, neizbjeZna je primjena nekog vida homogenizacije
fizikalne slike u jezgri.

U ovom ce radu fokus razmatranja biti na izraCunu gubitaka zbog klasi¢nih vrtloZnih struja u

jezgri naponskog transformatora velike snage koji predstavlja jednofazni energetski transfor-
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mator s karakteristikama mjernih transformatora [10], [11]. Jezgra naponskog transformatora
velike snage je lamelirana feromagnetska jezgra otvorenog tipa, izraZzene vitkosti, za koju je
izraCun gubitaka zbog vrtloznih struja joS sloZeniji, primarno zbog toga Sto glavni magnetski
tok poprima putanju rasipnog toka pa su vrtloZne struje u velikoj mjeri inducirane i magnetskim
tokom okomitim na plohe lamela. Iako je lamelirana jezgra otvorenog tipa razmatrana u lite-
raturi [12], [13], [[14], [15], njena vitkost je obi¢no puno manja u odnosu na vitkost otvorenih
jezgara prikazanih u [11], [16]. Smanjenjem vitkosti jezgre smanjuje se i udio magnetskog toka
koji prodire okomito na plohe lamela, pa se smanjuje i njegov utjecaj na ukupne gubitke zbog
vrtloZnih struja. U slucaju jezgara otvorenoga tipa koje imaju izraZen koeficijent vitkosti, kao
Sto je slucaj s naponskim transformatorima velike snage, gubitci zbog vrtloZnih struja inducira-
nih magnetskim tokom okomitim na plohe lamela postaju znacajni. Smanjenje takvih gubitaka
postiZe se slaganjem jezgre od jo$ vitkijih dijelova koji imaju manju Sirinu lamela, ¢ime se pos-
tize efekt lameliranja jezgre i u poprecnom smjeru $§to dodatno naglaSava trodimenzionalnost
problema, komplicira matemati¢ki model i podiZe zahtjeve na gustocu diskretizacije domene.

Prema tome, primjena homogenizacijskih metoda je nuZna.

1.1 Homogenizacijske metode

Osnovni cilj postupka homogenizacije jest modificirati pocetnu matematicku formulaciju pro-
blema u novu pribliznu formulaciju s nadomjesnom homogenom domenom cije konacno rje-
Senje aproksimira anvelopu rjeSenja pocetne formulacije. Nakon S$to je proveden izracun i do-
bivena anvelopa kona¢nog rjeSenja, obi¢no je moguce postupkom unazad odrediti i potpuno
konacno rjesSenje pocetnog problema sa svim efektima heterogene domene.

U cClanku [13] je prikazana homogenizacijska metoda temeljena na jednodimenzionalnoj
aproksimaciji vrtloZnih struja, opisanoj u [[17]], koja omogucuje izracun analitickog rjeSenja za
vrtloZne struje. Opisane su dvije verzije homogenizacije matematicke formulacije temeljene na
magnetskom vektorskom potencijalu A. Prva verzija zanemaruje utjecaj skin efekta na razdi-
obu magnetske indukcije po debljini lamele te je primjenjiva u vremenskoj domeni, ali samo u
nisko-frekvencijskom podrucju, dok je drugi pristup primjenjiv samo u harmonickom slucaju,
ali na velikom rasponu frekvencija. Obje verzije pretpostavljaju linearne znacajke materijala
i zanemaruju rubne efekte, tj. vrtloZenje struja na rubovima lamela. Uz jednodimenzionalnu
aproksimaciju vrtloZnih struja induciranih glavnim magnetskim tokom, u [18]] je opisan pristup
modeliranju vrtloZnih struja induciranih rasipnim magnetskim tokom pomocu spregnutih pro-
racuna na razli¢itim mreZama konacnih elemenata ¢ime se znacajno povecava toCnost rjesenja
uz zadovoljavajucu brzinu konvergencije.

KoriStenjem dodatnih ortogonalnih baznih funkcija, homogenizacijsku metodu temeljenu

na 1D aproksimaciji moguce je primijeniti u vremenskoj domeni i za slu¢aj visokih frekvencija.
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Takav pristup je primijenjen u [[19] za slu¢aj linearnih znacajki materijala te u [20] za slucaj
nelinearnih znacajki materijala.

U [21] je opisana je 2D verzija homogenizacijske metode koja se oslanja na informiranu
pretpostavku rjeSenja u lameliranoj jezgri. Definiranjem mikro-funkcije, koja u prvoj aproksi-
maciji prati prostornu razdiobu gustoce vrtlozZnih struja u lameli, konac¢no rjeSenje za vrtloZne
struje u lameli moguce je aproksimirati uz samo jedan dodatni stupanj slobode koji predstavlja
amplitudu mikro-funkcije. Budu¢i da se amplituda mikro-funkcije sporo mijenja izmedu su-
sjednih lamela, moZe ju se valjano aproksimirati uz vrlo malu gusto€u diskretizacije domene.
Zatim, homogenizacijom slabe formulacije unutar lamele postiZe se globalna aproksimacija rje-
Senja bazirana na stupnjevima slobode kojima se aproksimiraju usrednjena polja te stupnjevima
slobode kojima se modelira amplituda mirko-funkcije. Na tragu iste ideje, u [22]] i [7] je opisana
homogenizacijska metoda koja koristi veci broj ortogonalnih mikro-funkcija kako bi se toCnije
aproksimirala razdioba gustoce vrtloZnih struja u lameli, pogotovo na visim frekvencijama, dok
jeu [15] 1 [23]] sli¢an pristup primijenjen na trodimenzionalnu problemsku domenu. Homogeni-
zacijska metoda bazirana na konstruiranju nesimetricnih mikro-funkcija prilagodenih razdiobi
gusto€e vrtloznih struja induciranih u znacajnoj mjeri magnetskim tokom okomitim na plohe
lamela opisana je u [24].

Za razliku od prethodno opisanih homogenizacijskih metoda koje rezultiraju nadomjesnim
magnetskim znacajkama materijala, u [25] i [26] je opisan izra¢un nadomjesne, homogene elek-
tri¢ne provodnosti koja omogucuje izracun vrtloZnih struja uz znatno manju gusto¢u mreze ko-

nacnih elemenata.
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Definicija problema

2.1 Problemske jednadzbe

Standardni skup makroskopskih Maxwellovih jednadZzbi u miruju¢im materijalima Cine sljedece

jednadzbe:
V-D=p 2.1)
V.-B=0 (2.2)
VXE+dB=0 (2.3)
VxH-—J—oD=1J, (2.4)

gdje se uz jakost elektricnog polja Ei magnetsku indukciju B koriste i elektri¢na indukcija D,
jakost magnetskog polja H, te gustoca struje J. Polja DiJ povezana su s E preko dielektricne
permitivnosti € 1 elektricne provodnosti K, tj. D = ¢E i J = kE, dok je polje H povezano s B
preko magnetske permeabilnosti u, tj. H = ﬁﬁ (o znacajkama materijala e biti viSe rijeci u
poglavlju [2.3). Izvori polja zadani su na desnoj strani u [2.1)i[2.4] gdje p predstavlja gustocu
slobodnih elektri¢nih naboja, a J, predstavlja gustocu uzbudne struje unutar vodica spojenih na
strujni izvor, te je stoga unaprijed poznata.

Na grani¢noj plohi izmedu razli¢itih materijala, Maxwellove jednadZbe prelaze u sljedeci oblik

ity (Dy—Dy) =0 (2.5)
fila-(By—By) =0 (2.6)
fily x (Ey—E;) =0 2.7)
iy x (Hy—Hy) =K (2.8)
A (h—J1)=—0d0 (2.9)
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gdje 7ijp predstavlja vektor normale na grani¢nu plohu, usmjeren iz materijala 1 u materijal
2, o predstavlja plo$nu gustocu slobodnih naboja, a K predstavlja slobodne ploSne struje na
grani¢noj plohi. Jednakost predstavlja ploSnu verziju jednadZbe kontinuiteta V - J= —o,p
(dobivena kombinacijom [2.1] i divergirane jednadzbe [2.4). Kako svaka uvjetuje jednakost za
po jedno polje na promatranoj grani¢noj plohi, jednadzbe 2.5H2.9] su u literaturi poznate pod

nazivom "grani¢ni uvjeti".

2.1.1 Magneto-kvazistaticka aproksimacija

Bududi da je fokus rada iskljucivo na izraCunu vrtloZnih struja u podrucju niskih frekvencija,
standardni skup Maxwellovih jednadzbi [2.12.4] moguce je pojednostaviti. Naime, struje po-
maka u transformatorskoj jezgri zanemarivog su iznosa u odnosu na provodne struje, tj. vrijedi
daje ﬁ > 1, jer je frekvencija uzbude f vrlo niska (u rasponu znacajnih mreznih harmonika).
Takoder zbog niske frekvencije uzbude, valna duljina A = m elektromagnetskog vala iz-
van jezgre (opisanog s [2.1}{2.4) znacajno je veca od maksimalne dimenzije problemske domene
(problemska domena je unutar reda veliine dimenzija samog transformatora). Prema tome,
kvazistatiCka aproksimacija je opravdana te ¢e se u nastavku teksta zanemariti utjecaj struja
pomaka, odnosno &D=0u u cijeloj problemskoj domeni Q. 1z istog razloga zanemaruje
se pojava slobodnih naboja plosne gustoce o u[2.9] Takoder, kako vektor elektri¢ne indukcije

D ne sudjeluje u pojavi vrtloZnih struja, u daljnjem tekstu se[2.1|i[2.5/nee uzimati u obzir.

2.2 Opis problemske domene

Problemska domena €2, unutar koje ¢e se provoditi izraCuni, predstavlja prostor konacne ve-
li¢ine, a sastoji se od podrudja transformatorske jezgre €2 ;, podrucja uzbudnog namota €2, te
podrucja zraka (prazni prostor) &, tj. Q = Q;U€Q, UL, gdje su sva tri podru¢ja medusobno
disjunktna, tj. vrijedi da je Q;NQ, =0, Q;NQ, =0 te Q,NQ, =0, kao Sto je prikazano
na Slici [2.1] U nastavku je fokus iskljucivo na transformatorskoj jezgri otvorenog tipa, tj. za
podrucje Q; Ce se pretpostaviti da je topoloski jednostavno povezano. Uz relevantna podrucja
domene, potrebno je definirati i njihove grani¢ne i rubne plohe, prikazane na Slici 2.1} Iako
se ponekad koriste kao sinonimi, ovdje je napravljena pojmovna distinkcija izmedu granic¢nih
ploha i rubnih ploha. Pojam grani¢nih ploha oznacavat Ce plohe koje Cine granicu izmedu dvaju
podrucja domene razliCitih znacajki materijala. Prema tome, plohe I';, 1 I',, predstavljaju gra-
ni¢ne plohe i na njima moraju vrijediti grani¢ni uvjeti (eng. interface conditions) [2.6}{2.9]

S druge strane, rubne plohe ¢ée biti one plohe koje pripadaju rubu dQ problemske domene Q,

1 na njima vrijede rubni uvjeti (eng. boundary conditions), koji su specijalan slucaj grani¢nih
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pi

Slika 2.1: Problemska domena s podru¢jima domene te grani¢nim i rubnim plohama

uvjeta U opéem slu¢aju prikazanom na rubna ploha dQ sastoji se od vise dis-
tinktnih ploha, tj. dQ =T'zU I'gj Ul Ul'g, Ul'yj UTy, Uy, UL Uy, gdje ploha I'p
predstavlja dovoljno daleku rubnu plohu (u odnosu na €2, i ), a rubne plohe I'gj, I'gp, I'gy,
I'nj, Unp, Unu, I'j, I'pp 0biCno predstavljaju plohe simetrije. Dakle, Q je ograniCen prostor
(prostor konacne veliCine) te se problemu izraCuna vrtloznih struja pristupa kao Cauchyjevom

problemu sa zadanim rubnim vrijednostima.

2.2.1 Rubne plohe i rubne vrijednosti

Zadavanja rubnih vrijednosti na cijelom rubu domene € nuzno je kako bi se osigurala jedins-
tvenost rjeSenja u Q. Jedinstvenost rjeSenja kvazistatickih polja osigurana je za tri tipa rubnih
vrijednosti, a to su E-tip 1 H-tip, te BJ-tip koji pak zahtijeva da je Q topoloski jednostavno po-
vezan prostor [27], [14].

E-tip rubnih vrijednosti postize se zadavanjem vrijednosti tangencijalne komponente vektora
jakosti elektricnog polja E na rubnoj plohi. Sli¢no tome, H-tip rubnih vrijednosti postiZe se za-
davanjem vrijednosti tangencijalne komponente vektora jakosti magnetskog polja H na rubnoj
plohi. BJ-tip rubnih vrijednosti postiZe se istovremenim zadavanjem vrijednosti okomitih kom-
ponenata vektora magnetske indukcije B i vektora gustoce struje J na rubnoj plohi. Naravno,
jedinstvenost rjesenja je osigurana i u slucaju disjunktne kombinacije navedenih tipova rubnih
vrijednosti. Drugim rije¢ima, na razli¢itim dijelovima I'x, rubne plohe dQ moguce je zadati
razlicite tipove rubnih vrijednosti, gdje slovo X (u indeksu naziva plohe I'y,) sadrZi informaciju
o tipu rubnih vrijednosti koji je zadan na I'x,, odnosno slovo X moZe poprimiti vrijednosti E, H
i B. Da bi se izbjeglo gomilanje slova u indeksu, umjesto BJ koristit e se samo B. Prema tome,
ploha Iy, moZe imati jedan od sljedeca tri naziva (s obzirom na slovo X u indeksu naziva plohe
I'xy), a to su I'gy, I'yy ili I'gy. Malo slovo y u indeksu naziva plohe I'x, oznacava podrucje

domene, odnosno slovo y moZe poprimiti vrijednosti j, u i p, kao $to je prikazano na Slici 2.1}
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Postoji jedan izuzetak u imenovanju rubnih ploha na Slici[2.1], a to je slucaj plohe I'p koja nema
oznaku podrucja domene kojem pripada, iako pripada podrucju €2, kako bi se naglasilo da se
radi o dovoljno dalekoj rubnoj plohi te kako bi se napravila distinkcija u odnosu na plohu sime-
trije I'g,. Sve rubne plohe koje imaju naziv oblika I'x, obi¢no Ce predstavljati plohe simetrije.
Dovoljno daleku rubnu plohu (u odnosu na £, 1 £ ), izvan koje smatramo da viSe ne postoji

magnetski tok, oznacavamo s I'p jer na njoj vrijedi

B-#=0 (2.10a)
J-i=0, (2.10b)

gdje je n vektor normale na plohu I's. Naime, ako izvan neke zatvorene plohe koja obuhvaca
sve postojece izvore magnetskog polja ipak postoji magnetski tok, tada ne moze vrijediti jed-
nakost u svim tockama te plohe zbog [2.2] (prema integralnoj verziji jednadzbe [2.2] polje
mozZe dospjeti izvan zatvorene plohe iskljucivo prolaskom kroz plohu). Medutim, ako je zatvo-
rena ploha I'g dovoljno daleko od obuhvaéenih izvora polja, tako da izvan nje viSe ne postoji
nikakav magnetski tok, tj. Bizas = 0, tada na njoj nuzno vrijedi jednakost koja slijedi
iz rubnog uvjeta 7 - (E,-mm — E) = 0, a koji je specijalni slucaj granicnog uvjeta Prethodno
razmatranje vrijedi iskljucivo uz pretpostavku da ploha I'p predstavlja zatvorenu rubnu plohu
topoloski jednostavno povezane domene €2, §to ¢e u nastavku uvijek biti slucaj. S druge strane,
Ce biti automatski zadovoljena jer e po definiciji podrucja Q,, vrijediti da je J=0uQ P>
al'p C Q). Dakle, @predstavlja BJ-tip rubnih vrijednosti nultog iznosa.

U slucaju kada vrijedi dQ =TI's UT'x,, gdje je I'p prethodno definirana dovoljno daleka rubna
ploha, a Iy, rubna ploha koja ne mozZe biti klasificirana kao dovoljno daleka rubna ploha jer
nije dovoljno daleko u odnosu na Q, i Q; da bi se fizikalno ispravno smjelo pretpostaviti [2.10}
na Iy, je nuZno zadati rubne vrijednosti polja kako bi rjeSenje polja u  bilo jedinstveno. Po-
novno, jedinstvenost rjeSenja je osigurana za rubne vrijednosti E-tipa ili H-tipa, ili BJ-tipa uz
uvjet da je Q jednostavno povezana domena. Medutim, fizikalno to€an iznos polja, tj. rubnih
vrijednosti polja u svakoj tocki plohe I'y, obiCno nije unaprijed poznat. Jedna od situacija u ko-
joj je moguce fizikalno ispravno pretpostaviti rubne vrijednosti polja u svakoj tocki plohe I'y,
je u sluCaju kada ploha I'y, predstavlja plohu simetrije, buduci da na plohama simetrije rubne
vrijednosti E-tipa ili H-tipa, ili BJ-tipa u pravilu imaju nulti iznos.

Prema tome, rubne plohe I'g;, I'g, 1 I'g,, ¢e u nastavku oznacCavati plohe simetrije na kojima

vrijedi da je

Exii=0 (2.11a)
B-#i=0, (2.11b)
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gdje je uz potrebno zadati i[2.11b|zbog tj. projekcije [2.3|na plohu 'z, s normalom 7

(v uindeksu je jednak ili j ili u ili b). Naime, na plohi I'g, vrijedi (V x E +d;B) -7t = 0, odnosno
V. (E x#t)+d;(B-7i) =0, a buduéi da vrijedi onda mora vrijediti i[2.11b
Analogno prethodnom, rubne plohe I'y;, I'y, 1 I'y), predstavljaju plohe simetrije na kojima

vrijedi da je

Hx7i=0 (2.12a)
J-i=0, (2.12b)

Kako bi se na rubnoj plohi zadovoljila jednadzba2.4] uz je potrebno zadati i[2.12b] Plo$ni
oblik jednadZbe dobiva se projiciranjem na plohu putem mnoZenja s normalom #), tj.
(VxH4+J)-7i=0,0dnosno V- (H x /i) +J -7 =0, pa zbogmora vrijediti i

Ako je Q topoloski jednostavno povezana domena, Sto ¢e u nastavku uvijek biti sluc¢aj, moguce

je za rubne plohe postaviti plohe simetrije I'g; 1 I'g, s rubnim vrijednostima

B-ii=0 (2.13a)
J-i=0, (2.13b)

Tako su rubne vrijednosti [2.13|na I'p,, identi¢ne rubnim vrijednostima na ['p, ovdje je na-
pravljena distinkcija izmedu plohe simetrije I'g, 1 dovoljno daleke rubne plohe I'p.

Postupnim uvodenjem novih pretpostavki, u nastavku ¢e se fokus teorijske analize dodatno
usmjeriti na specifi¢an problem izracuna gubitaka zbog vrtloZnih struja u lameliranoj feromag-

netskoj jezgri koja je iskljucivo otvorenog tipa [11].

2.3 Znacajke materijala prema podrucjima domene

S obzirom na to da Ce u nastavku fokus biti na izracunu vrtloznih struja u €, za elektriCnu pro-
vodnost k ¢e se radi konciznosti, ali bez gubitka opéenitosti, pretpostaviti da je k # 0 moguce
isklju¢ivo u Q;, odnosno k¥ = 0 u , i Q, (iako je u realnosti k¥ > 0 u Q,/). Naime, formulacija
jednadZzbi u Q, ne utjeCe na samu formulaciju jednadzbi u Q;, jer je ;N Q, = @, pa stoga u
Q, smijemo zadati kK = 0. Prema tome, u , ¢e postojati samo unaprijed zadana struja uzbude
Ju, bez mogucénosti pojave dodatnih induciranih struja, $to je dovoljno dobra aproksimacija iz
perspektive izracuna gubitaka u jezgri, s obzirom na to da na niskim frekvencijama i u standard-
noj izvedbi uzbudnog namota struje inducirane u uzbudnom namotu imaju zanemariv utjecaj na
iznos gubitaka u jezgri. Takoder, pri zadavanju rubnih vrijednosti [2.12b]i[2.13b| ée zbog Kk =0
u Q, i, vrijediti da je J =0 na I'hyp1Dp)y, te J= fu na I'y,, odnosno J=«E iskljucivo na

I'y; 1 I'pj. Analogno situaciji s elektricnom provodnoScu k, za magnetsku permeabilnost ¢e
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se jednako tako pretpostaviti da je 0 > iy moguce iskljucivo u Q;, dok ¢e u Q, 1 €, uvijek
vrijediti da je 4 = Up, gdje je Up magnetska permeabilnost vakuuma.

Buduci da ¢e u nastavku uvijek vrijediti da je Kk = 01 u = o u £, i Q,, a kako bi se izbje-
glo gomilanje znakova u indeksima simbola, u nastavku Ce slova K 1 i oznacavati elektri¢nu

provodnost i magnetsku permeabilnost u ;.

2.3.1 Lamelirana jezgra otvorenog tipa

Kako bi se postigao $to veci iznos promjenjivog magnetskog toka u jezgri za $to manju struju
magnetiziranja poZeljno je koriStenje feromagnetskog materijala dobrih magnetskih svojstava.
S druge strane, prema[2.3] promjenjivi magnetski tok u elektricki provodnom feromagnetskom
materijalu inducira nepoZeljne vrtloZne struje velike gustoée. Jedan od ekonomicnih nacina
smanjenja gustoCe vrtloZnih struja je postupak lameliranja jezgre, kojim se ukupni volumen
jezgre dijeli na veci broj medusobno elektricki izoliranih tankih limova (lamela), ¢ime se kvare
elektricna svojstva jezgre, ali i magnetska svojstva jezgre jer elektri¢na izolacija nije magnetski
materijal. Optimalan postupak lameliranja temelji se na Cinjenici da su prema magnetska
indukcija i1 inducirane vrtloZne struje prostorno ortogonalne pa je smjer lameliranja kojim se
najjace kvare elektricna svojstva jezgre ujedno smjer u kojem se najmanje kvare magnetska
svojstva jezgre. Drugim rije¢ima, postavljanje vrlo tankog sloja elektricke izolacije okomito na
smjer vektora J, &ime se maksimalno kvare elektri¢na svojstva jezgre, ujedno znaci postavlja-
nje sloja izolacije tangencijalno vektoru B, ¢ime se minimalno kvare magnetska svojstva jezgre.
Prema tome, u nastavku e se razmatrati iskljucivo lamelirani tip jezgre koja dakle predstavlja
jezgru sacinjenu od veceg broja vrlo tankih elektricki provodnih feromagnetskih limova (la-
mela) presvucenih viSestruko, ¢ak nekoliko desetaka puta, tanjim slojem elektri¢ne izolacije,
tako da su lamele medusobno elektricki izolirane. Na Slici [2.2] su prikazane lamelirane jezgre
otvorenog tipa, ali s izolacijskim slojevima postavljenim isklju¢ivo izmedu feromagnetskih li-
mova buduéi da bi postavljanje izolacije prema zraku bilo suviSno sa stajaliSta matematickog
modela koji ¢e ovdje biti opisan. Slika prikazuje standardnu lameliranu jezgru otvorenog
tipa koja je lamelirana uniformno te sadrZi isklju¢ivo medu-laminacijsku izolaciju. Kod jez-
gre otvorenog tipa pad magnetskog napona u zraku je dominantan, $to znaci da sama jezgra
nema presudan utjecaj na putanju magnetskog toka u zraku. Posljedi¢no, znac¢ajan udio mag-
netskog toka rasipa se u smjeru okomito na plohe lamela, inducirajuéi pritom vrtloZne struje
koje leZe u ravnini lamele, tj. teku tangencijalno na sloj izolacije, te lako dosezu znacajne iz-
nose gustoce struje i gubitaka. Djelomi¢no smanjenje njihovog iznosa tehnoloski je jednostavno
posti¢i koriStenjem viSedijelne jezgre, jer je jezgra otvorenog tipa. Na Slici [2.2b] prikazana je
takva dvodijelna jezgra koja se sastoji od dva manja medusobno izolirana laminacijska paketa.
Uvodenjem transverzalnog (medu-paketnog) sloja izolacije sprjecava se zbrajanje induciranih

struja, tj. kvare se elektriCna svojstva jezgre uz minimalan utjecaj na njena magnetska svoj-
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(a) jednodijelna jezgra (b) dvodijelna jezgra

Slika 2.2: Simbolicki prikaz lameliranih jezgara otvorenog tipa. Feromagnetski limovi su prikazani kao
deblje ploce, dok tanje ploce predstavljaju izolacijske slojeve. Debljina izolacijskih slojeva je prenagla-
Sena u odnosu na debljinu lamela zbog zornosti prikaza.

stva. Isplativost uvodenja dodatnih transverzalnih slojeva izolacije te njihovo pozicioniranje
unutar jezgre nije jednostavno procijeniti. Pored odredivanja konfiguracije, veli¢ine, pozicije i
orijentacije samih laminacijskih paketa viSedijelne jezgre, ni izbor magnetskog materijala nije
oCigledan. Naime, dobra magnetska svojstava feromagnetskog materijala povlace za sobom
veliku anizotropiju materijala, a s obzirom na znacaj svih triju prostornih komponenata vek-
tora B unutar otvorene jezgre zbog rasipanja magnetskog toka, kona¢na prosje¢na magnetska
svojstva jezgre teSko je procijeniti. Dakle, u slu¢aju jezgre otvorenog tipa, optimizacija dizajna

lamelirane jezgre vrlo je sloZena i zahtijeva koriStenje raCunalnog modeliranja.

2.3.2 Opis podrucja Q;

Podrucje Q;, uvedeno u poglavlju dakle predstavlja matematicku apstrakciju lamelirane
transformatorske jezgre otvorenog tipa. U ovom poglavlju Ce biti definirana sva relevantna
podrucja unutar € ; radi njihovog lakSeg referenciranja u nastavku rada.

Primarno, podrucje € se sastoji od podrucja feromagnetskih lamela Q. te podrucja elektricne
izolacije Q;,y, tj. vrijedi da je Q; = Qr, UQ;.,;. Nadalje, za podrucje Q. vrijedi da je Qf, =
QL U..uQ UL U

Bududi da je lameliranu jezgru otvorenog tipa moguée jednostavno izvesti ne samo kao jedan

i
lam

, gdje je Q) podrucje i-te lamele, a Ny, je broj lamela u jezgri.

laminacijski paket, nego od vise vitkijih laminacijskih paketa (primjer na Slici [2.2b), za Q;
onda u oplem sluCaju takoder vrijedi da je Q; = Qllmk U...U Q’;mk U...U leg’lak U Q%]Z gdje

Q; . 9znacava k-ti laminacijski paket od ukupno M paketa, dok Qfg; oznacava podrucje medu-
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k
izol’

paketne izolacije. Za podrucje k-tog paketa Q; o Vrijedi da je Qﬁ k= Qk L, UQ gdje je
Q’} , podruCje feromagnetskih lamela k-tog laminacijskog paketa koje se sastoji od leam lamela,
dok je Qé‘z ,; Podrucje medu-laminacijske elektriCne izolacije k-tog laminacijskog paketa. Dakle,
podrucje ukupne elektri¢ne izolacije u jezgri ;,,; sastoji se od podru¢ja medu-paketne izolacije
QF Z’; i medu-laminacijske izolacije Q/%, 0dnosno Q; = Q! Zl; uQlm,

2.3.3 Znacajke materijala u podrucju Q;

Kao Sto se moze vidjeti na Slici Q; je heterogeno podrucje sa stajaliSta znaCajki materi-
jala. U prakti¢nom slucaju lamelirane transformatorske jezgre heterogenost materijala je jos
viSe izrazena bududi da se unutar jezgre obicno nalazi i po nekoliko stotina lamela, tj. debljina
jedne lamele iznosi manje od 1% Sirine laminacijskog paketa. Radi zornosti prikaza, na Slici
[2.2]su debljine lamela, a pogotovo debljine izolacijskih slojeva, uvecane u odnosu na dimenzije
jezgre. Upravo zbog tog velikog omjera dimenzija jezgre naspram debljine lamela, izravno ma-
tematicko modeliranje svake pojedinacne lamele prakti¢no nije moguée s obzirom na racunalne
i vremenske resurse, zbog Cega Ce biti provedena homogenizacija znacajki materijala u kasnijim
poglavljima. Time e se izgubiti distinkcija izmedu pojedinacnih lamela pa je korisno znacajke
materijala lamelirane jezgre izraziti u globalnom koordinatnom sustavu, na skali podrucja Q;.
Posljedicno, elektri¢na provodnost k i magnetska permeabilnost i su funkcije pozicije u Q ;.

Za elektri¢nu provodnost K u ; vrijedi da je

Kfe, ZzaFeEQ
G e (2.14)
Kizol, Za Fe 'Q'izol

gdje je 7 radijvektor globalnog x y{-koordinatnog sustava, tj. 7 = xdy + ydy +zd¢, a Ky, je
elektriCna provodnost feromagnetskog materijala lamele za koju vrijedi da je kp, ~ 10 S/m,
a Kj;,; elektricna provodnost izolacije za koju vrijedi da je Kj,,; ~ 0, ali k;,,; # 0, kako bi se
izbjegli problemi s 0 u nazivniku. Ovdje Ce se radi konciznosti pretpostaviti da je Ky, homogen
unutar Q,, tj. pretpostavlja se da su sve lamele izradene od istog materijala, no koriStenje
razli¢itog materijala za razli¢ite lamele ne zahtijeva posebne modifikacije buduce matematicke
formulacije. Osim homogenosti, pretpostavit ¢e se i linearnost Kz, s obzirom na polja Ei
J. Nelinearnost parametra Kfe s obzirom na temperaturu materijala se zanemaruje; termicka
analiza je izvan fokusa ovog rada.

Analogno situaciji s k, za magnetsku permeabilnost t u Q; vrijedi da je

, zareQ
u(r) = e 2.15)
Uo, zar? € Qi

11
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gdje je Ur, magnetska permeabilnost feromagnetskog materijala. Kao i u slucaju &y, i za
Uy se radi konciznosti matematiCke formulacije pretpostavlja homogenost unutar Qy,. Za
razliku od Ky, iznos U, izravno i znaCajno ovisi o poljima B i H. Medutim, fokus rada ce
ostati na linearnim znaCajkama materijala, iako je kona¢nu matematicku formulaciju moguce

jednostavno prilagoditi nelinearnom slucaju.

Anizotropne znacajke materijala

Lamele se obi¢no izvode od orijentiranog lima koji se dobiva specijalnim postupkom hladnog
valjanja i zZarenja, kako bi se poboljSala magnetska svojstava materijala (i smanjili histerezni
gubitci) u smjeru valjanja lamele. Pritom se povecava i Kr, u smjeru valjanja, ali dolazi i do
smanjenja Kfe 1 [l U popreCnom smjeru i smjeru okomito na plohe lamela. Prema tome, u
lamelama je prisutna anizotropija za Ky, i ls., zbog Cega opis znaCajki materijala koriStenjem
samo jednog skalara nije dovoljan, nego je potrebno koristiti viSe njih, koji ¢e onda, smjeSteni u
matrice, definirati tenzore K, i lfe. lako se opet pretpostavlja da su sve lamele u jezgri izradene
od istog materijala, necCe se pretpostaviti jednaka orijentacija svih lamela u jezgri. Primjerice,
jedan od paketa u dvodijelnoj jezgri prikazanoj na slici[2.2b|moze biti zarotiran za 90° u odnosu
na drugi paket. Prema tome, tenzor znacajki materijala u globalnom koordinatnom sustavu nije
konstantan u jezgri, no tenzor znacajki materijala u lokalnom koordinatnom sustavu lamele jed-
nak je za svaku lamelu u jezgri.

Ako se definira lokalni (xyz)'-koordinatni sustav i-te lamele, tako da su y-smjer i z-smjer tan-
gencijalni, a x-smjer okomit na plohu lamele, pri ¢emu se z-smjer podudara sa smjerom valjanja
promatrane lamele, znacajke materijala u toj lameli je moguce prikazati kao dijagonalne tenzore

Kfam 1 “liam- Prema tome, tenzor Kllam glasi

kK, 0 0
Kian=| 0 &, 0 (2.16)
0 0 «,

odnosno kracée zapisano K{am = diag [K;x K)l;y Kziz]. U lokalnom (xyz)'-koordinatnom sustavu
i-te lamele je E = E.d, +Eydy+E.d; i J=J.d, +Jydy +J.d; (gdje su dy, dy i d; jediniCni vektori
uz, yixsmjeru), tj. vrijedi da je J, = k. Ex, Jy = K)l;yEy 1J; = KéZEZ, odnosno J = KllamE Kao
Sto je vec recCeno, radi konciznosti formulacije ¢e se pretpostaviti jednake znacajke materijala u
svim lamelama u jezgri pa ¢e se u nastavku izostaviti eksponent i u oznaci tenzora Kliam, osim
kad je potrebno naglasiti distinkciju izmedu razli¢itih lamela.

S druge strane, tenzor Ky, kojim se opisuje anizotropnost elektricne provodnosti u £ ¢, u global-
nom y y{-koordinatnom sustavu ovisi o 7 € Q, jer razliCite lamele mogu biti razli¢ito orijenti-

rane. Dodatno, ako osi lokalnog (xyz)’-koordinantnog sustava i-te lamele nisu paralelne s osima
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globalnog x yw{-koordinantnog sustava, transformacija Kliam tenzora iz (xyz)'-koordinantnog
sustava u y w{-koordinantni sustav ¢e rezultirati nedijagonalnim tenzorom. Prema tome, tenzor

Kf. opCenito nije dijagonalan, odnosno vrijedi da je

Kyx Kyy Kyg

Kex Koy Kgg

gdje su sve komponente ovisne o 7 € Q.. U nastavku rada Ce se osi globalnog y y{-koordinatnog
sustav uvijek podudarati s osima svih lokalnih xyz-koordinatnih sustava, gdje ¢e u pravilu {-os
biti paralelna z-osi (smjer valjanja lima), dok ¢e u ovisnosti o0 poziciji u ., Y-os biti paralelna
ili sa y-osi ili sa x-osi, 1 isto tako x-os paralelna s x-osi ili sa y-osi. Stoga Ce Kf, tenzor biti
dijagonalni tenzor ovisan o 7 € Qe tj. vrijedit Ce Ky (F) = diag [ky, Kyy Keg|-

Konacno, kao i elektri¢na provodnost k, definirana za izotropni slucaj kao funkcija pozicije u
Q; uizrazu moze se definirati i anizotropna elektri¢na provodnost cijele jezgre izraZena

kao tenzor

Kfe(7), zar?eQ

k@ =4 e (2.18)

Kizol ; za ¥ € Qjzgl
gdje je, radi matematicke konzistentnosti, i skalar k;,,;, definiran u [2.14] potrebno izraziti kao
tenzor drugog reda, tj. Kizor = diag | K01 Kizol  Kizol | -
Kako bi se u budu¢im matematickim formulacijama izbjeglo postavljanje tenzora K u nazivnik,
definirat ¢e se 1 njemu reciprocan tenzor elektricne otpornosti p.

Najprije, za tenzor elektri¢ne otpornosti u €;,,, vrijedi da je

/K O 0
Plam = 0 1/K'yy 0 (2.19)
0 0 1/x;

Zatim, tenzor p kojim se opisuje anizotropnost elektriCne otpornosti u Q; glasi

7), zareQy
p(?) _ pfe( ) ] fe (2.20)
Pizol zar € Qi

gdje je pye(7) = diag [I/K‘xx 1/kyy 1/Kee| 1 Pizot = diag |1/Kizo1 1/ Kizor 1/1(,-201]. Ov-
dje se radi konciznosti pretpostavlja da je pge dijagonalni tenzor, no i op¢i oblik tenzora py,

analogno slijedi iz[2.17]
Sli¢no situaciji s Ky,, 1 parametar Lz, ima razliCit iznos u smjeru valjanja (z-smjer) u od-

nosu na poprecni smjer (y-smjer), a pogotovo u odnosu na smjer okomito na plohu lamele
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(x-smijer) pa je potrebno definirati tenzor magnetske permeabilnosti. Dakle, u lokalnom (xyz)-
koordinatnom sustavu neke i-te lamele, vrijedi da je By = ui, Hy, By = i, Hy i B. = u! H, gdje

je B = By, +B,d,+ B.d; i H = H.d,+ H,d, + H.d, pa tenzor [J{am glasi

e 0 0
Biam=| 0 Wy 0 2.21)
0 0 pu

odnosno kompaktnije zapisano ptf . = diag [u)’;x 1, ‘uziz_ . Kao $to je navedeno za sludaj ten-
zora K., u nastavku rada ¢e uvijek biti zadovoljen uvjet paralelnosti izmedu (xyz)'-koordinatnog
sustava bilo koje i-te lamele te globalnog x y{-koordinantnog sustava. Stoga ¢e i fg, biti dija-
gonalni tenzor ovisan o 7 € Q ., tj. lre(7) = diag [‘um Hyy Mg C] . Dakako, kada taj uvjet ne
bi bio zadovoljen u nekoj i-toj lameli, transformacija tenzora g, u globalni y y{-koordinantni
sustav bi rezultirala nedijagonalnim tenzorom Hs, u podrucju promatrane i-te lamele, analog-
nim tenzoru ks, u

Konacno, magnetska permeabilnost u Q; je definirana kao sloZeni tenzor { ovisan o poziciji
unutar Q;, j. vrijedi da je

, zareQ
1(7) = Hre e (2.22)
Ho, zar e -Q-izol

gdje je radi matematicke konzistentnosti bilo potrebno konstantu L izraziti kao tenzor drugog
reda g = diag [HO o MO} .

Dodatno, kako bi se u budu¢im matematickim formulacijama izbjeglo postavljanje tenzora y u
nazivnik, definirat ¢e se i njemu reciprocan tenzor magnetske reluktivnosti v.

Najprije, za tenzor magnetske reluktivnosti u €, vrijedi da je

1/t 0 0
Vim=| 0 1/u, 0 (2.23)

0 0 1/.uzz

Zatim, za tenzor magnetske reluktivnosti v u € ¢e onda Ce vrijediti da je

Ve, zar e Qy
v =4 e (2.24)
Vo, zareQ

gdje je vy, = diag [1//~‘xx 1/ tyy 1/#(;4 i v = diag [1/#0 1/ug 1/uol-
Dakle, u svim budu¢im izrazima ¢e se podrazumijevati da su znaCajke materijala anizotropne,

tj. K, p, L 1V su tenzori u £}, osim ako nije drugacije navedeno. lako Ce u nastavku globalnog

14



Definicija problema

x w{-koordinatni sustav uvijek biti paralelan s lokalnim (xyz)'-koordinatnim sustavom za svih
Njam lamela, tj. x, p, 1 v Ce biti dijagonalni tenzori, sve matematicke formulacije ¢e biti

kompatibilne i sa tenzorima K, p, {4 1 V izraZenima nedijagonalnim matricama.

2.4 Jednadzbe polja prema podrucdjima domene

Kao §to je ranije navedeno u poglavlju[2.1.1] opravdanom primjenom kvazistaticke aproksima-
cije dobiva se da je ;D =0 u i d6=0u u cijeloj Q, dok su i posljedi¢no
suvisSne. Dakle, slobodni naboji (volumni naboji gustoée p ili plo$ni naboji gustoe ©) u nas-
tavku su iskljuceni iz razmatranja, a slobodne struje uzbude, gustoce T, teku iskljucivo u Q,.
Radi konciznosti, za slobodne ploSne struje K, ¢e se pretpostaviti da je K,=0u cijeloj Q.
Prema tome, umjesto |2.142.9} u nastavku Ce se koristiti reducirani i prilagodeni skup jednadzbi
polja. Za razliku od €, u podrucjima €, i , iskljucivo vrijedi k = 0, pa je skup potrebnih

jednadzbi u Q; razliCit u odnosu na skup potrebnih jednadzbi u €, i Q.

2.4.1 Jednadzbe polja u podrucju Q,i Q,

Budu¢i da je k =0 u Q) 1 Q,, slijedi da je J =0, odnosno vrtloZne struje se ne induciraju.

Prema tome, relevantan skup jednadzbi u Qi Q, glasi

VxH=1J, (2.25)
V-B=0 (2.26)
B=uoH (2.27)

gdje za struju izvora T vrijedi da je J,=0u Q,. Prethodni skup jednadzbi dakle ne sadrZzi
Faradayevu jednadzbu, pa ni vektorsko polje E nije izravno definirano, iako fizikalno postoji.
Buduc¢idaE u Q) 18, izravno slijedi iz B, prema Faradayevoj jednadZbi, suvi$no ga je ra¢unati
jer nema nikakav sekundarni efekt na polja u € ;.

Takoder, za struju izvora smije biti zadano samo solenoidalno polje, odnosno vrijedi da je
V-J,=0 (2.28)

Kao §to je ranije navedeno, za magnetsku permeabilnost e se radi konciznosti pretpostaviti da
je W= UpuQ,i,, gdje je Uy permeabilnost vakuuma. Takoder, relevantni granic¢ni uvjeti u

Q,18Q, glase

fila-(By—By) =0 (2.29)
ﬁ12 X (FIZ —Fll) =0 (230)
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Definicija problema

i (o —Ju1) =0 (2.31)

gdje za struju izvora vrijedi da je J, = 0 u Q,. Podrucja Q, i Q, se u pravilu modeliraju kao
homogena podrucja pa ¢e skup jednadZzbi [2.29 morati vrijediti samo na granici I'p,, izmedu
Q,1Q,tenal’j, izmedu Q,1Q;.

Dodatno, podru¢jima ,, i £, pripada dovoljno daleka rubna ploha I'g s rubnim vrijednostima

2.10] te rubne plohe (plohe simetrije na Slici 2.1) I's, Uy, Up, Thus Uy s pripadnim rubnim

vrijednostima |2.1 1|, |2.12| i |2.13l BuduCidaje k =0uQ,i€Q,, a E se izostavlja iz proratuna,

na rubnoj plohi I'g, je dovoljno propisati samo rubni uvjet 2.1Tb} odnosno

=

B-ii=0 (2.32)

dok na I'g, postoji i dodatno ogranienje na vektor gustoce uzbudne struje, tj. na I'g, se zadaje

S|

B.

=0 (2.33a)
Jy X 0

) (2.33b)

S|

gdje dakle nije rubni uvjet na nepoznanicu, nego predstavlja ogranic¢enje na oblik zadanog
uzbudnog polja J,.. Ponovno, buduéi da je J=0uQ p> na ', je (umjesto j dovoljno samo

zadati uvjet

oL

=0 (2.34)

Kako je J=0u Q)18 (uz fu # 0u ), na plohi I'y7, je (umjesto D dovoljno zadati
Hxii=0 (2.35)
jer je automatski zadovoljen, dok je sli¢no tome na plohi 'y, potrebno zadati

S|

H x

Ju-

(2.36a)
5 (2.36b)

0
0

S|

gdje uvjet [2.36b| na J;, nije rubni uvjet na nepoznanicu, nego predstavlja ograni¢enje na oblik

zadanog uzbudnog polja Ju.

2.4.2 Jednadzbe polja u podrucju Q;

Uzimajuéi u obzir razmatranja s pocetka poglavlja [2.4] relevantan skup jednadzbi u podrucju

Q;, za koji je vezan globalni pravokutni x y{-koordinantni sustav, glasi
VxE=-0,B (2.37)
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Definicija problema

VxH=J (2.38)
V.B=0 (2.39)
V.- J=0 (2.40)

Dodatno, polja BiH povezana su preko znacajki materijala (relacije grade), tj. vrijedi da je

B=pH (2.41a)

=

= VB, (2.41b)

T

gdje su magnetska permeabilnost ¢ i magnetska reluktivnost v definirani u i Takoder,

veza izmedu polja EiJ glasi

l

J=K (2.422)

=

E=pJ, (2.42b)

gdje su K i p definirani u i Kao $to je objaSnjeno u Q; predstavlja vrlo hetero-
geno podrucje, odnosno znaCajke materijala i, v, K i p ovise o poziciji unutar €2 ;.

Bududi da je J,=0uQ > prelazi u Jednadzba je eksplicitno navedena radi lak-
Seg referenciranja, iako je implicitno sadrzana u [2.38] tj. slijede iz [2.38] primjenom operatora

divergencije. Takoder, relevantni graniCni uvjeti u Q; su

fitp-(By—B1) =0 (2.43)
ity x (Ey—E) =0 (2.44)
iy x (Hy—Hy) =0 (2.45)
fin: (o—J7) =0 (2.46)

gdje 7i|, predstavlja vektor normale na grani¢nu plohu izmedu dvaju razli¢itih materijala unutar
jezgre, usmjeren iz materijala 1 u materijal 2. Navedeni grani¢ni uvjeti [2.43}2.46| moraju vrije-
diti na svakoj granici izmedu Q f., tj. isprekidanog podrucja feromagnetskih lamela, 1 Q;,,, tj.
podrucja izolacije. Osim toga, [2.43}{2.46| moraju vrijediti i na granici I j,,.

Takoder, podrucju Q; pripadaju i rubne plohe (plohe simetrije) I'g;, I'y; 1 1'p; s pripadnim rub-

nim vrijednostima [2.11} [2.12]i[2.13]
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Poglavlje 3
Jaka formulacija

U prethodnom poglavlju su definirane problemske jednadzbe, definirana je omedena problem-
ska domena s pripadnim distinktnim podrucjima, granice medu podrucjima, te znacajke mate-
rijala prema podruc¢jima. Dakle, definirani problem pripada klasi problema opisanih diferenci-
jalnim jednadZbama s rubnim vrijednostima. S obzirom na sloZenost geometrije, heterogenost
1 anizotropiju problemske domene, problem je pogodno rijeSiti primjenom metode konacnih
elemenata. Kako bi se definirala Galerkinova slaba formulacija, najprije je potrebno definirati
prikladnu jaku formulaciju problema. Dakako, konacni izrazi iz prethodnog poglavlja ve¢ pred-
stavljaju jaku formulaciju definiranog problema u kojoj je, za zadanu uzbudnu struju, znacajke
materijala te rubne uvjete, potrebno odrediti nepoznata vektorska polja E,J, BiH. Medutim,
takva formulacija nije povoljna za racunalno modeliranje u vidu metode konacnih elemenata, o
kojoj e biti vise rijeci u sljedeCem poglavlju, odnosno mogucée je definirati ekonomicnije i nu-
mericki stabilnije formulacije s manjim brojem nepoznatih problemskih varijabli i posljedi¢no
manjim brojem stupnjeva slobode.

Usporedbu formulacija i izbor konacne formulacije potrebno je provesti s obzirom na svoj-
stva njihovih numeric¢kih simulacija primjenom metode konac¢nih elemenata. Ovisno o tipu
problema, razli¢ite formulacije su favorizirane u razli¢itim slu¢ajevima modeliranja problema
vrtloZnih struja. E -formulacija 1 H -formulacija imaju prednost u vidu manjeg broja stupnjeva
slobode, ali nisu prikladne za modeliranju problema koji ukljucuju razli¢ite materijale unutar
problemske domene zbog loSe konvergencije rjeSenja na granicama izmedu razli¢itih materijala.
Problemi vezani uz prethodne formulacije donekle se zaobilaze koriStenjem kombinacije elek-
tri¢nih (7 ili ¢) 1 magnetskih (A ili ¢n) potencijala kao problemskih varijabli, gdje se obi¢no
koristi kombinacija jednog vektorskog i jednog skalarnog potencijala. Iako se koriStenjem do-
datnog skalarnog polja povecava broj stupnjeva slobode, konvergencija numerickih simulacija
je stabilnija i brza [28]].

Kao $to je opisano u prethodnom poglavlju, lamelirana transformatorska jezgra otvorenog tipa

predstavlja vrlo heterogenu problemsku domenu, pogotovo u slucaju viSedijelne jezgre gdje vrlo
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Jaka formulacija

tanki sloj medu-paketne izolacije znatno kvari brzinu konvergencije, ponajvise zbog zadovolje-
nja grani¢nog uvjeta Koristenjem strujnog vektorskog potencijala T moguce je potpuno
zaobidi taj problem, $to ¢e biti pokazano u sljedecim poglavljima. Osim toga, u slucaju jez-
gre otvorenog tipa sav magnetski tok iz jezgre prelazi granicu jezgra/zrak, tj. grani¢nu plohu
'}y, pa pogreska u zadovoljenju grani¢nog uvjeta[2.43ima znacajan utjecaj na konacni izracun
vrtloznih struja. Stoga je pozZeljno koriStenje magnetskog vektorskog potencijala A kojim se
moze egzaktno osigurati zadovoljenje grani¢nog uvjeta[2.43] Prema tome, u nastavku rada e
se modeliranju vrtloZnih struja pristupiti koriStenjem formulacije temeljene na AiT potencija-
lima. Dakako, koriStenjem i AiT potencijala znaCajno se povecava broj stupnjeva slobode Sto
je vrlo nepovoljno iz perspektive memorijskih resursa te vremenskog trajanja simulacije. Kako
bi se rijesili navedeni problemi, ali uz zadrZavanje benefita koje nosi koriStenje AiT nepoz-
nanica, moguce je provesti postupak eliminacija dijela redundantnih stupnjeva slobode Cime
se konvergencija simulacije temeljene na AiT nepoznanicama znacajno poboljSava. U kas-
nijim poglavljima eliminacija dijela redundantnih stupnjeva slobode ¢e se implicitno provesti
u kontekstu postupka homogenizacije. Ovdje Ce se AiT nepoznanice aproksimirati bridnim
baznim funkcijama koje Ce biti detaljno opisane u sljedeCem poglavlju. KoriStenjem bridnih
baznih funkcija dopusta se diskontinuitet normalne komponente vektorskog potencijala na gra-
nici izmedu razlicitih materijala. Ovo svojstvo je vrlo povoljno kako bi se omogucili i potrebni
diskontinuiteti odgovarajucih vektorskih komponenti elektromagnetskih polja na granicama po-

drucja s razli¢itim znaCajkama materijala, a pogotovo u vrhovima jezgre [29].

3.1 Jaka ﬁ, T—-A formulacija

U ovom poglavlju e se jednadZzbe problema vrtloZnih struja definiranog u poglavlju [2| izraziti
u obliku A, T —Zf—formulacije koja predstavlja spregnutu formulaciju jednadZzbi iz podrucja Q;
navedenih u [2.4.2} s jednadZbama iz podrucja Q, i €, navedenih u [2.4.1] $to je i naznaceno
crticom izmedu A T i A uizrazu A T —A. Dakle, "A ,T" oznakava nepoznanice iz podrucja Q;,

dok "A" oznaCava nepoznanicu koja se koristi u podrucjima Q1 Q.

3.1.1 Formulacijau Qi Q,

Prema jednadZbama 1 , polje magnetske indukcije Bi polje gustoée uzbudne struje T

su solenoidalna pa ih se moZe izraziti preko vektorskih potencijala

1

B

Ju

i

V x 3.1)
% T, (3.2)
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Jaka formulacija

gdje A predstavlja magnetski vektorski potencijal, a T, predstavlja uzbudni strujni vektorski
potencijal. Uvritavanjem [3.1]i[3.2] zajedno s u jednadzbu [2.25 slijedi konacna prostorna

jednadzba formulacije u ,, i £,

1 - —
Vx —VxA=VxT, 3.3)
Ho

gdje je V x T,=0u Q,. JednadZzba dakle ukljucuje informacije od sve Cetiri prostorne
jednadzbe [2.2512.2§]

Preostaje joS formulirati jednadZbe na pripadnim grani¢nim i rubnim plohama koriStenjem uve-
denih vektorskih potencijala. Budu¢i da Ce se podrucja €, i €, u nastavku modelirati iskljucivo
kao homogena podrucja jednakih znacajki materijala, grani¢ni uvjeti unutar Q, i Q,, te takoder
graniCni uvjeti na grani¢noj plohi Iy, izmedu ), 1 Q, biti e automatski zadovoljeni, osim
grani¢nog uvjeta koji je potrebno uvaziti na I'p,. Naime, zbog i J,=0u Q,, slijedi
da je Ju- fipy = 0 u Q, na granici I',,. Medutim, koriStenje uzbudnog strujnog vektorskog po-
tencijala T, umjesto J, ima dodatne implikacije budu¢i da u podrucju Q,, jednakost V x T,=0
ne zahtijeva da je T, =0, nego samo da je T,=Vf gdje je f neko skalarno polje razlicito od
nule. Dakle, uvrStavanjem [3.2]u[2.31] dobiva se

— — — —

Hpu- (VXT,(2) =V XT, (1) =V (fipu x T,(2) —fipu x T,(1)) =0,
odakle slijedi da je
gdje je T’u(l) iznos T, na '), na strani Q,, dok je Tu(2) iznos 7, na I",, na strani podrucja €.

Budu¢i da u opéem slucaju Tu(l) # 0 na I'p,, slijedi da ¢e i vektor T, opéenito biti razligit od

nule u Q, (iu Q)), tj. vrijedi da je

VxT,=0
T, #0 udijelu podruja Q, (3.4)

T, x 1 je kontinuiran na 'y, 11,

Sto nije slucaj s vektorom T

Preostaje jo§ odrediti izraze za rubne vrijednosti za A i T, na rubnim plohama podrucja Q,, i
Q,. Uvrstavanjem [3.1|u prvu jednakost rubnog uvjeta za plohu I'p (izraz dobiva se izraz
ii-(V x A) =0, odnosno koristenjem pravila V- (@ x b) = b- (V x @) —a- (V x b) iz vektorske

analize slijedi V - (K x 7i) = 0 pa na dovoljno dalekoj rubnoj plohi I'p vrijedi da je

Axii=0 (3.5)
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Uvrstavanjem [3.1)u[2.34]i[2.32] dobiva se izraz za rubne vrijednosti plohe g, i [k, tj. na I,

i I'g) je (analogno prethodnom) potrebno zadati
Axii=0 (3.6)

Na plohi I'g,, je prema [2.33| potrebno zadati

2>

(3.7a)
; (3.7b)

S|

X

0
=0

Sy

(VXT,)x

~—

gdje uvjet nije pravi granicni uvjet na problemsku nepoznanicu nego ukazuje na nuznost
zadavanja uzbudne struje okomito na plohu simetrije I'g, (inae ta ploha ne bi bila ploha sime-
trije I'gy,).

Ponovno, uvrStavanjem 3.1|u za rubnu plohu Iy, dobiva se rubni uvjet na I'y, koji glasi

-leZxﬁ:o (3.8)
Ho

Sli¢no tome, uvrstavanjem [3.1]i[3.2]izraza u[2.36|za rubnu plohu I'y, dobiva se rubni uvjet

1 -
—VxAxn=0 (3.9a)
Ho

fap 1}
N

x7i=0, (3.9b)

gdje uvjet nije pravi granicni uvjet na problemsku nepoznanicu nego ukazuje na zabranu

zadavanja uzbudne struje koja bi imala 1 komponentu okomitu na plohu simetrije I'y,.

3.1.2 Formulacijau Q;

Prema jednadZbama 1 , polje magnetske indukcije Bi polje gustocCe struje J su soleno-

idalna polja pa ih se moZe izraziti preko vektorskih polja

s N

(3.10)
(3.11)

B

V x
J=Vx

~L

gdje A predstavlja magnetski vektorski potencijal, a T predstavlja strujni vektorski potencijal.

Uvrstavanjem [3.10]i[3.11] zajedno s [2.42b|u jednadzbu slijedi

VxpVxT+VxA=0 (3.12)

21
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Prethodna jednadZba predstavlja prvu prostornu jednadZzbu jakog oblika K, T— K—formulacije u
podrucju ;. S obzirom na to da je €; heterogeno podrucje, tj. p nije kontinuirana funkcija
nego po dijelovima kontinuirana funkcija za koju vrijedi sloZeni izraz [2.20] jednadzbu je

potrebno dalje rastaviti na dvije jednadzbe

VxpreVXT+9VXxA=0 uQy, (3.13a)
VX PisotVX T+ VXA=0 uQy (3.13b)

Druga prostorna jednadzba jakog oblika A T —A—formulacije u Q; dobiva se uvr§tavanjemm
1 zajedno s u jednadzbu [2.38] iz Cega slijedi

VXV XA-VXT=VxT, (3.14)

gdje je, zbog grani¢nog uvjeta na T, prema izrazu s desne strane dodan ¢lan V x T, za
koji ¢e dakle uvijek vrijediti da je V x T,=0uQ j pa njegovo dodavanje ne utjeCe na
Kao i u slucaju jednadzbe [3.12] i jednadzbu [3.14] je potrebno izraziti kao sloZenu jednadZbu
s obzirom na to da je tenzor v prema izrazu [2.24] definiran kao sloZeni tenzor koji skokovito

mijenja vrijednost u razliCitim dijelovima podrucja €}, tj. vrijedi da je

VX VEVXA-VXT=VxT, uQp (3.15a)
VWV XA-VXT=VxT, uQy (3.15b)

Uvodenjem aproksimacija vezanih za vrtloZne struje u lameliranoj jezgri u poglavljima [6] i
ostvarit ¢e se preduvjeti za provedbu postupka homogenizacije znacajki materijala u podrucju
Q;, ¢ime Ce se omoguciti izravno koriStenje jednadZzbi i bez rastavljanja na Q. i Qo
dio.

Preostaje joS formulirati rubne uvjete te zatim grani¢ne uvjete koriStenjem uvedenih vektor-

skih potencijala AiT. UvrStavanjem izraza |3.10| 1 |3.1 1| u |2.13L rubni uvjeti za AiT na rubnoj

plohi I'p; glase

Axi=0 (3.16a)
T xi=0, (3.16b)

gdje se koriStenjem pravila iz vektorske analize iz7i-V x A =0 dobiva V- (ﬁ x 1) = 0, odnosno

iz izrazai-VxT =0 slijedi V - (T" x 71) = 0. Sli¢no tome, rubni uvjeti za uvedene potencijale
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Jaka formulacija

na plohi I'g; glase

Axi=0, (3.17a)
(PVxT)xi=0 (3.17b)

gdje se uvjet dobiva kombinacijom [3.11} [2.42] i 2.11a] dok se uvjet dobiva istim
postupkom kao i u slucaju uvjeta [3.16al Analogno izvodenju prethodnih rubnih uvjeta, rubni

uvjeti na plohi I'y ; glase

(VV xA) xii=0 (3.18a)
Txi=0, (3.18b)

Buducdi da je Q; heterogeno podrucje, grani¢ne uvjete je potrebno zadovoljiti na sva-
koj granici izmedu materijala u Qy, i materijala u ;,,/, tj. izmedu podrucja feromagentskih
lamela te podrucja elektri¢ne izolacije, koju Ce se ovdje jednokratno oznaciti kao I',. IzraZeni

preko potencijala AiT, graniCni uvjeti na I', glase

A(2) x 7ty = A(1) X iig (3.19a)
(PreV X T(2)) x iig = (PizatV x T (1)) x 7, (3.19b)
(VfeV X A(2)) X Ty = (VigotV X A(1)) X T (3.19¢)
T(2) xiig=T(1) x iig (3.19d)

gdje 7, predstavlja vektor normale na grani¢nu plohu I'y usmjeren iz Q;;,; prema Q.. Vektori
A (1)i T (1) oznalavaju AiT na granici I'¢, na strani koja pripada podrucju izolacije, dok vektori
A (2) i 7(2) oznatavaju A i T na granici I'¢, na strani koja pripada podrucju feromagnetskog
materijala.

Sli¢no prethodnom, granicni uvjeti na plohi I';, izraZeni preko AiT glase

AQ2)x7ij,=A(1) x1ijp (3.20a)
(VW xA(2)) x7ijp = (g 'V < A(1)) x ii (3.20b)
T xiij,=0 (3.20c)

gdje 7ij, predstavlja vektor normale na grani¢nu plohu I';, usmjeren iz Q; prema Q,. Vektor
A(1) oznatava A na granici T ip na strani Q, dok vektor A(2) oznatava A na granici ['j,, na

strani od Q,. Vektor T postoji samo u podrucju € ;, odnosno T=0u Q,, pa se stoga i Tu

nalazi u Q;.
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Poglavlje 4
Aproksimacija konacnim elementima

RjeSenja za nepoznate vektorske potencijale AiTu jakoj AT —K—formulaciji postavljenoj u
poglavlju [3.1] trazit ¢e se numericki, rjeSavanjem slabe formulacije pomo¢u metode konacnih
elemenata. Nece se izvoditi beskonacnodimenzionalni slabi oblik X, T —X-formulacije nego
¢e se odmah prijeci na izvodenje Galerkinovog slabog oblika A T —K—formulacije (kona¢nodi-
menzionalna projekcija) metodom teZinskih ostataka [27]]. Prema tome, konaénodimenzionalna
rjeSenja Aj, i Tj, za vektorske potencijale AiT, gdje vrijedi da je A~ApiT ~ T, traZit ée se u
prostorima kona¢nih elemenata U, () i V;, (L)), 4. A, eU,iT, €V, gdje indeks & oznacava
parametar gustole diskretizacije domene Q.

Dakle, najprije je potrebno diskretizirati (podijeliti) 2 na N poddomena (konacnih elemenata)

K, ¢ime se Q nadomjesta mreZom konacnih elemenata M (), to jest

N
M (Q) = | J K, gdje je diam(K,,) < h
i=1
C, K;iK, susjedni
KNk, = VI#m
@, inace

4.1)

gdje je m-ti element K, zatvoreni poliedar, a C moZe predstavljati zajednicku stranicu, brid ili
vrh [30]. Prema tome, vrhovi i bridovi kona¢nih elemenata u Mj,(Q) konstruiraju povezani tro-
dimenzionalni graf u kojem vrhovi konacnih elemenata predstavljaju ¢vorove grafa, a bridovi
predstavljaju grane grafa. Skup svih ¢vorova u M, (Q) oznacit Ce se s P, a skup svih bridova
u M, () oznacit Ce se s Eg. Kao i u sluCaju konacnih elemenata, svakom ¢voru u Pg i svakom
bridu u Eq takoder je potrebno dodijeliti jedinstveni globalni indeks. Na slici [4.1] prikazan je
dio mreze konac¢nih elemenata s naznaCenim globalnim indeksima konacnih elemenata K,,,, te
njima pripadnih ¢vorova p; i bridova e;.

Nakon $§to je provedena diskretizacija domene na konacne elemente, preostaje definirati bazne

funkcije iz prostora Uy, 1 V), kojima Ce se aproksimirati AiT,te standardne Evorne bazne funkcije
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Aproksimacija kona¢nim elementima

e, K,
e, K,
P3

Slika 4.1: Primjer dijela mreZe konacnih elemenata. Radi jasnoce prikaza za primjer je uzeta mreZa
dvodimenzionalnih kona¢nih elemenata. Cvor ps i brid eg dodatno su istaknuti radi njihovog lakSeg
referenciranja u nastavku

kojima ¢e se interpolirati pobuda T,. Dakle, svakom &voru pi € Pq pridruzit ée se jedinstvena,
tzv. ¢vorna bazna funkcija najnizeg moguceg polinomskog stupnja definirana u skladu s mre-
7zom konacnih elemenata, $to Ce biti detaljnije opisane u nastavku. S druge strane, aproksimacija
za nepoznanice Ai T ostvarit ée se koriStenjem tzv. bridnih baznih funkcija iz Uj, 1 V},, koje e
biti opisane u odjeljku[4.2] Fokus ¢e najprije biti na ¢vornim baznim funkcijama, buduci da ¢e

se na osnovu njih kasnije izvesti bazne funkcije iz prostora Uy, 1 V},.

4.1 Cvorne bazne funkcije

Za ¢vorne bazne funkcije ¢e se koristiti skalarne polinomne funkcije najniZzeg stupnja koje ée
pripadati konaénodimenzionalnom vektorskom prostoru W), C H'(Q) definiranom s obzirom na
mreZu kona¢nih elemenata M;(Q), gdje je H'(Q) Hilbertov prostor kontinuiranih funkcija nad

problemskom domenom £, odnosno
H'(Q)={pcL,(Q): Vo L, (Q)} (4.2)

gdje je Q C R?, skalarna funkcija ¢ je opéi element od H'(Q), a L,(Q) predstavlja vektorski
prostor kvadratno-integrabilnih funkcija [31]], [32]. Cvorne bazne funkcija nad trodimenzional-
nim konacnim elementima analogne su ¢vornim baznim funkcijama nad dvodimenzionalnim
kona¢nim elementima. Stoga Ce se radi jednostavnosti u nastavku opisati samo slucaj dvodi-

menzionalnih kona¢nih elemenata kao na slici 4.1l
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Slika 4.2: Primjer ¢vorne bazne funkcije A5 pridruZene ¢voru ps sa slike Crtkane linije predstavljaju
konture konstantnog (naznacenog) iznosa bazne funkcije As. Potrebno je uociti da je As = 0 u svim
ostalim kona¢nim elementima osim u onima kojima pripada ¢vor ps

Jedinstvena ¢vorna bazna funkcija A; € W), pridruZena je svakom ¢voru p; € Pq i vrijedi da je

1, akojepj:pi

Ai(pj) = Vpi,pj € Po (4.3)

0; akoje p} 7&171

Pritom za funkciju A; vrijedi da je jednaka nuli nad svim konacnim elementima, osim za ko-

nacne elemente kojima pripada ¢vor p;, odnosno

Ai(Ky) # 0 ako je p; vrh od K,
Ai(Kn) = 0 ako p; nije vrh od K,

4.4)

Dakle, bazna funkcija A; € W), mora biti kontinuirana, barem po dijelovima glatka, skalarna
funkcija, jer je W, C H', takva da zadovoljava uvijete 1 Prema tome, aproksimacija
¢ ~ @, nekog skalarnog polja ¢ baznim funkcijama A; € W), nad domenom Q glasi

Np ]
on =) Pl (4.5)

gdje je (p;'l iznos skalarnog polja ¢, u i-tom ¢voru, tj. (p;; = @n(pi), a A; bazna funkcija pridru-
Zena Cvoru p;, dok broj Np predstavlja ukupan broj ¢vorova u M), odnosno u skupu Pg.

Na slici prikazan je konkretan primjer ¢vorne bazne funkcije A5 pridruzene ¢voru ps,
oznacenom na slici @.1] [33], [34]. Kao $to je prikazano na slici f.1] ps pripada konacnim ele-
mentima K1,K,,K3 i K4 pa prema vrijedi da je A5(K,,) = 0 VK,, € M,\{K1,K»,K3,K4},

odnosno As je skalarna funkcija razlic¢ita od 0 u kona¢nim elementima K, K>, K3 i Ky, kao $to
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se i vidi na slici Takoder, za baznu funkciju As sa slike vrijedi da je As(ps) =1, te
As(pj) =0, Vp; € Po\{ps}, ¢Cime je zadovoljen uvjet 4.3| Osim toga, vrijedi da je As(e;) =
0, Ve; € Eq\{es,es,€7,€9,e10}. Naslici4.2|su crtkanim linijama prikazane konture na kojima
As poprima konstantnu naznacenu vrijednost. Zbog razliCitog tipa, pozicije i oblika kona¢nih
elemenata K1, K>, K3 i K4, u svakom od njih A5 ima drugaciju funkcionalnu ovisnost o koordi-
natama pozicije. Budu¢i da su konac¢ni elementi K3 i K4 trokutni, u svakom od njih je moguce
zadovoljiti uvjet 4.3 koristenjem linearne funkcije (ravnina), dok je u pravokutnim konacnim
elementima K i K, funkcija As konstruirana koriStenjem standardnih Lagrangeovih funkcija s
4 interpolacijske tocke, tj. 4 vrha pravokutnog elementa. OcCigledno, funkcija A5 je kontinu-
irana, ali ne i glatka na bridovima ey, eg,e7,e9 1 €19. ToCnije, na bridovima ey, eg,e7,e9 1 €19
funkcija A5 opada linearno, od iznosa A5 = 1, koji ima u ¢voru ps, do iznosa A5 = 0, koji po-
prima u preostalim ¢vorovima bridova e4, e, e7,€9 1 €.

Analogno ¢vornoj baznoj funkciji A5 pridruZenoj ¢voru ps, svakom ¢voru p; € Pg pridruZuje se
jedinstvena ¢vorna bazna funkcija A; koja ovisi o broju, poziciji, tipu i dimenzijama kona¢nih
elemenata kojima Cvor p; pripada. Dakle, ¢vorna bazna funkcija A;, pridruZzena ¢voru p;, tako-
der Ce biti kontinuirana skalarna funkcija, glatka unutar konacnih elemenata, ali ne nuzno i na

granici medu konacnim elementima.

4.1.1 Cvorne interpolacijske funkcije unutar kona¢nog elementa

S obzirom na to da je ¢vorna bazna funkcija A; zapravo sloZena funkcija definirana razlicito
nad razli¢itim kona¢nim elementima, moguce ju je promatrati kao zbroj disjunktnih ¢vornih
interpolacijskih funkcija (eng. nodal shape functions), takvih da je osigurana kontinuiranost
medu njima na granicama medu kona¢nim elementima [35]], [36], odnosno A; = Z% li(m), gdje

)u-(m)

predstavlja restrikciju bazne funkcije A; nad konac¢nim elementom K, uz i = 1,...,Np i

(m)

m=1,...,N, odnosno A;" = 0 u svim kona¢nim elementima razli¢itim od K,,,. Dakako, prema
uvjetu 4.4|vrijedi da je li(m) = 0 u kona¢nom elementu K, samo ako ¢vor p; pripada Kj,,.
Stoga, interpolacijske funkcije je moguce promatrati kao bazne funkcije lokalne aproksimaciji

0 (Ky) ~ @,(K,,) unutar konacnog elementa Ky, tj. analogno izrazu 4.5| vrijedi da je
p
ou(Kn) = L 04", VK, €M), (4.6)
l

gdje je [ =1,...,n, lokalni indeks ¢vora konacnog elementa K;;,, u fazi predprocesiranja jednoz-
nacno svezan s globalnim indeksom i toga ¢vora Cime je osigurano da je )Ll(m) # 0, dok je n,
broj ¢vorova konacnog elementa K,,,. Primjerice, za trokutni konacni element je n,, = 3.

Sa stajaliSta racunalne implementacije metode konacnih elemenata, znatno je jednostavnije fo-

kusirati se najprije na lokalnu aproksimaciju ¢ (K,) ~ ¢@;(K,,) koriStenjem4.6] a tek naknadno,
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sumiranjem doprinosa svih pojedina¢nih elemenata K, zbog[4.5] ostvariti globalnu aproksima-
ciju (Q) ~ ¢;,(Q) baznim funkcijama A; € W, [37]].
(m)

Funkcionalnu ovisnost interpolacijskih funkcija A, u kona¢nom elementu K,, moguce je
odrediti izravno, s obzirom na tip konacnog elementa i koordinate njegovih vrhova u global-
nom koordinatnom sustavu [27]. Medutim, znacajno pojednostavljenje u odredivanju inter-
polacijskih funkcija li(m) postiZze se koriStenjem referentnih interpolacijskih funkcija A0 uz
k =1,...,np, definiranih jednokratno nad referentnim, kanonskim kona¢nim elementom u lo-
kalnom koordinatom sustavu referentnog konacnog elemenata, te njihovim preslikavanjem u
konkretne kona¢ne elemente globalnog koordinatnog sustava pomocu jednostavnih geometrij-
skih transformacija [36l], [38]. Takoder, broj i funkcijska ovisnost referentnih interpolacijskih
funkcija unutar referentnog kona¢nog elementa iskljucivo ovisi o tipu kona¢nog elementa, toc¢-
nije o broju ¢vorova referentnog konacnog elementa.

(m)

1

Dakle, bilo koja interpolacijska funkcija A, iz odreduje se preslikavanjem odgovarajuce
referentne interpolacijske funkcije A (), s referentnog u konkretni kona¢ni element. Za primjer
bazne funkcije A5 prikazane na slici interpolacijske funkcije 15(1) 1 15(2) dobile bi se pres-
likavanjem predefinirane interpolacijske funkcije referentnog pravokutnog kona¢nog elementa.
Analogno tome, interpolacijske funkcije 15(3) i 15(4) bi se dobile preslikavanjem predefinirane in-
terpolacijske funkcije referentnog tokutnog konacnog elementa. Pritom se svaki put preslikava
referentna interpolacijska funkcija vezana za onaj lokalni ¢vor referentnog kona¢nog elementa
koji je svezan s globalnim ¢vorom ps.

U nastavku ¢e se samo ukratko opisati referentne ¢vorne bazne funkcije nad referentnim troku-
tom i pravokutnikom. Postupak transformacije ¢vorne bazne funkcije s referentnog u konkretni

konacni element opisan je u [36], [38]], [39].

Cvorne referentne interpolacijske funkcije nad trokutnim kona¢nim elementom

Referentni trokutni kona¢ni element prikazan je na slici|d.3al Referentne ¢vorne interpolacijske
funkcije AWK, gdje je k = 1,2,3 u referentnom trokutnom konacnom elementu, izrazit ¢e se u

lokalnom baricentri¢nom u, v, w-koordinatnom sustavu naznacenom na slici 4.3a]i glase

AW =y (4.7a)
2@ (4.7b)
26) _ (4.7¢)

gdje je redni broj referentne interpolacijske funkcije vezan za lokalni indeks ¢vora koji je u
fazi predprocesiranja potrebno svezati s konkretnim globalnim ¢vorom p; € Py. Za ¢vorne
interpolacijske funkcije vrijedi da je A() + A3 4 1) =1, a isti izraz takoder vrijedi i za

¢vorne bazne funkcije.
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vA
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(a) trokutni konacni element (b) pravokutni konac¢ni element

Slika 4.3: Prikaz referentnih konacnih elemenata u njihovom lokalnom koordinatnom sustavu. Indeksi
¢vorova i rubova su takoder lokalni indeksi.

Dijelovi ¢vorne bazne funkcije As nad trokutnim konac¢nim elementima K3, K4 i K5, prikazani

na Slici dobiveni su upravo koriStenjem izraza 4./

Cvorne referentne interpolacijske funkcije nad pravokutnim kona¢nim elementom

Referentni pravokutni konacni element prikazan je na slici[4.3bl Referentne ¢vorne interpolacij-
ske funkcije AR, gdje je k = 1,2,3,4 u referentnom pravokutnom kona¢nom elementu, izrazit

¢e se u lokalnom u, v-koordinatnom sustavu nazna¢enom na slici[4.3b]1 glase

1

AW = Z+w(1=v) (4.8a)
A2 = %(1+u)(1—|—v) (4.8b)
28 = %(1—u)(1+v) (4.8¢)
24 = j—l(l—u)(l—v) (4.8d)

gdje je redni broj referentne interpolacijske funkcije vezan za lokalni indeks ¢vora koji je u
fazi predprocesiranja potrebno svezati s konkretnim globalnim ¢vorom p; € Po. Za &vorne
interpolacijske funkcije vrijedi daje A() + 1) 4+ 10G) £ 14 = 1.

Dijelovi ¢vorne bazne funkcije A5 nad pravokutnim kona¢nim elementima K i K5, prikazani na
Slici4.2] dobiveni su koriStenjem izraza[4.§]

4.2 Bridne bazne funkcije

Nad elementima K,,, mreZe konacnih elemenata M),(Q), definirat ée se bazne funkcije vektorskih

prostora U, (€2) i V;,(€;), pri ¢emu ¢e dakle gustoca diskretizacije (parametar /), odnosno broj

29



Aproksimacija kona¢nim elementima

konacnih elemenata N, imati izravan utjecaj na dimenzije prostora U, () i V,,(Q;), a time i
na tocnost aproksimacije A~ Xh iT ~ T‘h, jer je A}, eU,i T‘h € Vj. S obzirom na to da jaka
formulacija opisana u poglavlju sadrzi V x V x (-) ¢lan, za vektorske prostore Uy, i Vj, mora
vrijediti U, C H(curl,Q) iV}, C H(curl,Q), gdje je H(curl,Q) Hilbertov prostor tangencijalno

kontinuiranih funkcija nad problemskom domenom €2, odnosno
H(curl, Q) = {V € L,(Q,R3) : Vx ¥ € [,(Q,R?)} (4.9)

gdje je ¥ opéi element od H(curl,Q), dok L,(Q,R?) predstavlja vektorski prostor kvadratno-
integrabilnih funkcija [31], [32] [40], [41].

Dakle, buduéi da je U, C H(curl,Q) i V};, C H(curl,Q), bazne funkcije &; € U, i T; € Tj, Ce
biti vektorske funkcije definirane s obzirom na mrezu kona¢nih elemenata M, (Q), takve da im
je pri prijelazu preko brida i stranice izmedu dva susjedna konacna elementa osigurana konti-
nuiranost samo tangencijalne komponente, ali ne nuzno i kontinuiranost okomite komponente
vektora. Kako bi se egzaktno osigurala takva kontinuiranost, bazne funkcije @; i 7; moraju biti
konstruirane u odnosu na bridove kona¢nih elemenata.

Najjednostavnija bazna funkcija koja zadovoljava prethodne uvjete bila bi ona vektorska funk-
cija Cija bi tangencijalna komponenta bila kontinuirana nad samo jednim bridom, a i§¢ezavala
na svim ostalim bridovima. Upravo takva bazna funkcija, pridruzena bridu eg, oznacenom na
slici prikazana je na slici Na slici je potrebno uoditi kontinuiranost tangencijalne kom-
ponente vektorske bazne funkcije @& na bridu eg, dok na svim ostalim bridovima tangencijalna
komponenta od G i$¢ezava. Sto se ti¢e okomite komponente vektorske bazne funkcije @, ona
nije kontinuirana na bridu eg, a ni na bridovima e3, e4, eg 1 e9.

Dakle, svakom bridue; € Eq uz i =1, ..., Ng, gdje je Ng broj bridova u skupu Eq, pridruZzit ¢e se
jedinstvena bridna bazna funkcija (eng. edge basis function) @; najnizeg polinomskog stupnja

za koju vrijedi da je

1, i=j
/a,-.?jdl _ / (4.10)
ej 07 l%]

gdje 7; predstavlja jedini¢ni vektor tangente, a d! diferencijal duZine brida e;. Analogan izraz
vrijedi i za bridnu baznu funkciju 7, uz i = 1, ..., Ngj, gdje je Ng broj bridova u skupu Egq, koji
pripadaju M;,(€;) (dio mreZe kona¢nih elemenata nad podru¢jem Q).

Pritom za bridnu baznu funkciju @; vrijedi da je jednaka nuli nad svim kona¢nim elementima,
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Slika 4.4: Primjer bridne bazne funkcije 0 pridruZene bridu eg sa slike Radi zornosti situacije
na slici brid e¢ ovdje nije prikazan. Plavom bojom su obojani vektori 0 nad pravokutnim kona¢nim
elementom K, a crvenom bojom vektori @ nad trokutnim kona¢nim elementom K3. Duljina vektora je
proporcionalna amplitudi vektora @&. Potrebno je uociti da je 0 = 0 u svim ostalim kona¢nim elemen-
tima osim u onima kojima pripada brid eg

osim u konacnim elementima kojima pripada brid e;, odnosno

a;(K,,) # 0 ako je e; brid od K,
8;(K,,) = 0 ako e; nije brid od K,

4.11)

Ponovno, analogan izraz vrijedi i za bridnu baznu funkciju 7, gdje je i = 1,..., Ng;.
Dakle, vrijedi da je Uy, = span(d, ..., 0y ) i Vi = span(7i,..., Tz, ), odnosno aproksimacije

A~A,iT =~ T, vektorskih potencijalag iT glase

A=Y AL (“.12)
i=1
T,=Y 1% (4.13)

i=1

gdje A;l i T}f predstavljaju stupnjeve slobode bridnih baznih funkcija @; i T; koji su definirani nad

i-tim bridom ¢; kao

Al = /A’h-?idl (4.14)
e

Tj = /Th-?idl (4.15)
e
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gdje e; € Eq u.14, a e; € Eq; u[d.15] Izrazi[4.14]i[4.T5| oCigledno slijede kombinacijom #.12]i

4.10| (i analogno[d.13|u[4.10). Prema tome, za razliku od situacije kod ¢vornih baznih funkcija

gdje broj ¢vorova u mreZi konacnih elemenata M;,(Q) odreduje broj stupnjeva slobode, u slu-

¢aju bridnih bazni funkcija broj rubova u mreZi konacnih elemenata Mj,(Q), odnosno M,(L2;),
odreduje broj stupnjeva slobode. Problem linearne zavisnosti i bazdarenja u kontekstu bridnih
baznih funkcija jasno je objasnjen u [29]. Singularna matrica zahtijeva koriStenje iskljucivo
iterativnih solvera, no dok god je osigurana konzistentnost lijeve i1 desne strane formulacije,

konvergencija je osigurana i vrlo dobra [42].

4.2.1 Bridne interpolacijske funkcije unutar konacnog elementa

Analogno situaciji s ¢vornim baznim funkcijama A; u i bridne bazne funkcije &; i 7; su
sloZzene funkcije, s razlicitim funkcijskim pravilom nad razli¢itim kona¢nim elementima, kao
Sto se vidi i na primjeru bazne funkcije O na slici Prema tome, moguce ih je promatrati kao
zbroj disjunktnih bridnih interpolacijskih funkcija, pod uvjetom da je osigurana tangencijalna
kontinuiranost medu njima na granicama medu kona¢nim elementima, odnosno &; = ¥ &i(m),
i(’ﬂ)

gdje & predstavlja restrikciju bridne bazne funkcije &; na kona¢ni element K, uzi=1,...,Ng

im=1,...,N. Pritom zbog4.11|vrijedi da je &i(m) # 0 u kona¢nom elementu K,, samo ako brid

e; pripada K,,. Ekvivalentan izraz vrijedi i za baznu funkciju 7;, gdje je i = 1, ..., Ng.

Dakle, kao 1 u slucaju i bridne interpolacijske funkcije je mogucée promatrati kao bazne
funkcije lokalnih aproksimacija A(Ky,) ~ Ap(Ky) i T (K;n) ~ Ty(K,,) unutar konatnog elementa
Ko, tj. analogno izrazu [4.12] vrijedi da je

An(Kn) = Y ALE™, VK, € My(Q) (4.16)
=1

Ti(Kn) = Y. T 2™, VK, € Mi(Q)) (4.17)
=1

gdje je [ = 1,...,n, lokalni indeks brida konacnog elementa Kj,, u fazi predprocesiranja jed-
noznacno svezan s globalnim indeksom tog brida, a n, je ukupni broj bridova promatranog
kona¢nog elementa K, koji je npr. n, = 3 u slucaju trokutnog konacnog elementa.
I u slu€aju bridnih baznih funkcija, raCunalna implementacija je znatno jednostavnija ako se
relevantne jednadZbe piSu samo lokalno u K, koriStenjem [4.16] i a tek naknadno, sumi-
ranjem doprinosa svih pojedinacnih elemenata K, ostvari[4.12]i[4.13|te globalna aproksimacija
A(Q) =~ Ay(Q) i T(Q)) ~ Tj,(Q;) baznim funkcijama & € Uy, i T; € V. [37].

Kao i u slucaju ¢vornih interpolacijskih funkcija u odjeljku {.1.1] i bridne interpolacijske

funkcije @™ i 7"

. . Je pozeljno odrediti koriStenjem predefiniranih bridnih referentnih interpo-

lacijskih funkcija 8% 1 T®) | gdje je k = 1, ..., ne, odnosno njihovim preslikavanjem s jednog re-

ferentnog u razliCite konkretne konacne elemente globalnog koordinatnog sustava [43]. Bridne
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referentne interpolacijske funkcije je potrebno unaprijed definirati nad referentnim, kanonskim
kona¢nim elementom u lokalnom koordinatom sustavu referentnog kona¢nog elementa. Pri-
mjeri takvih funkcija za referentni trokutni i pravokutni konac¢ni element navedeni su u nas-
tavku. Naravno, za svaki tip kona¢nog elementa (trokut, pravokutnik, tetraedar, piramida,...)
potrebno je definirati posebne referentne interpolacijske funkcije, pri ¢emu ¢e broj funkcija biti
jednak broju bridova referentnog konacnog elementa; u slu¢aju koriStenja baznih funkcija veceg
polinomskog stupnja ta jednakost ne vrijedi. Postupak transformacije ¢vorne bazne funkcije s

referentnog u konkretni konacni element opisan je u [43]], [44].

Cvorne referentne interpolacijske funkcije nad trokutnim kona¢nim elementom

Referentni trokutni kona¢ni element prikazan je na slici|d.3al Referentne ¢vorne interpolacijske
funkcije @¥), gdje je k = 1,2,3 u referentnom trokutnom kona¢nom elementu, izrazit ée se u

lokalnom baricentricnom u, v, w-koordinatnom sustavu i glase

al) = uVy —vVu (4.18a)
a?® = yWw —wVy (4.18b)
) = wVu—uvw (4.18¢)

Bridne referentne interpolacijske funkcije 7, gdje je k = 1,2,3, za trokutni kona¢ni element
su identi¢ne izrazima Dio bridne bazne funkcije @ nad trokutnim konaénim elementom

K3, prikazan na Slici4.4] dobiven je koristenjem izraza {.18]

Cvorne referentne interpolacijske funkcije nad pravokutnim kona¢nim elementom

Referentni pravokutni kona¢ni element prikazan je na slicid.3b Referentne ¢vorne interpolacij-
ske funkcije ak), gdje je k = 1,2,3,4 u referentnom pravokutnom kona¢nom elementu, izrazit

¢e se u lokalnom u, v-koordinatnom sustavu i glase

all) = %(1 +u)d, (4.19a)
a? = _Tl(l +v)d, (4.19b)
a3 = _Tl(l —u)d, (4.19¢)
o) = %(1 —V)a, (4.19d)

Bridne referentne interpolacijske funkcije 7, gdje je k = 1,2,3,4, za pravokutni konacni ele-
ment su identi¢ne izrazima Dio bridne bazne funkcije & nad pravokutnim kona¢nim

elementom K, prikazan na Slici dobiven je koriStenjem izraza|4.19
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Poglavlje 5

Galerkinova slaba formulacija

KoriStenjem jednadzbi jake formulacije u podrucju Q, i Q,, te[3.12 u podrucju Q;,
izvest ée se Galerkinov slabi oblik A, 7 —X—formulacije. Radi jednostavnijeg referenciranja, sve

jednadzbe jake formulacije navedene su ponovno u nastavku.

5.1 Jednadibe jake A,T — A formulacije

Volumne jednadzbe glase:

1 - -
Vx —VxA=VxT, uQ,iQ,

Ho

vaferZ—VxT:in, uQyp, CQ;

VXWVXA-VXT=VxT, uQyCQ;

VXPreVXT+aVxA=0 uQs CQ;

VX PigdVXT+0VXA=0 uQipCQ;

JednadZbe na rubnim plohama glase:

na [, l—‘Bp, l—‘Ep 1Tgy,

na FHp 1 FHu

na FBJ'

na FEj

na FHj

(5.1)

(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)

(5.6)
(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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JenadZbe na grani¢nim plohama glase:

5(2) X l_’i]’p :A(l) X ﬁjp

(VW xA(2)) x7ij, = (g 'V xA(1)) xii;, mnalj, (5.11)
T Xﬁjp =0
A(2) x iy = A(1) X Tig

(PreV X T(2)) x ﬁf' = (Pizat V X 7:“(1)) X 'jg naT, (5.12)
(VieV X A(2)) X iig = (VigaV X A(1)) X iig
T(2) x7ig =T (1) x i,

gdje je s (1) naznacena vrijednost polja na granici u materijalu 1, dok je s (2) naznacena vrijed-
nost polja na granici u materijalu 2. Okomica 7, je usmjerena iz podrucja Q; u Q,,, a okomica
lig je usmjerena iz podrucja Q. u Q;.,;. Postupak izvodenja svih jednadzbi jake forumalacije
detaljno je opisan u odjeljku [3.1]

Sto se ti¢e rubnih uvjetamna rubnim plohama prikazanima na slici vazno je uociti da
su[5.6] [5.8] prva jednadzba u[5.9|te druga jednadzba u[5.10] zapravo Dirichleteovi rubni uvjeti.
S druge strane, druga jednadzba u[5.9)i prva jednadzba u [5.10] predstavljaju Neumannove
rubne uvjete.

Uz prethodne jednadzbe jake AT —K—formulacije, potrebno je paziti i na odredene rubne uvjete

vezane za uzbudni vektor 7,,. Naime, pri zadavanju vektora 7;, mora vrijediti

(VxT,)xii=0 nalg, (5.13)
xi=0 naly, (5.14)

N

kako bi se osigurala konvergencija rjeSenja.

Osim toga, pri zadavanju vektora T, vazno je paziti i na njegovu tangencijalnu kontinuiranost u
cijeloj domeni Q jer je openito T, # 0 barem u dijelu ©,, a u odredenim situacijama i u Q;,
kao $to je objasnjeno u odjeljku3.1]za jednadzbu 3.4} pri cemu u podrucju Q, i Q; vrijedi da je

VxT,=0,t.VxT,+0samo u ,, odnosno vrijedi grani¢ni uvjet

T,(1) X fipy = Ty(2) X fipy, naTyy, (5.15)
I,(1)x i, =T,(2) x#;, nal}, (5.16)

Ipak, vektor uzbude 7, se obi¢no moZe jednostavno interpolirati i vornim baznim funkcijama
Ai prema odnosno 7, = Zf.v” T,jli, gdje je TLf iznos zadanog strujnog vektorskog potencijala
uzbudne struje u i-tom ¢voru, A; je ¢vorna bazna funkcija i-tog ¢vora, dok je Np broj ¢vorova u

mreZi konac¢nih elemenata.
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5.2 Razmatranje baznih i tezinskih funkcija

Kao §to je objaSnjeno u poglavlju 4, nepoznanice AiT su aproksimirane konacnodimenzional-
nim vektorima A, € Un(Q) i T, € Vi()), 4. A~ApiT~T), gdje za ApiTy vrijede izrazim
i S obzirom na to da jaka A T —A formulacija sadrzi Dirichleteove rubne uvjete Axii=0
iT x7i=0, broj nepoznanica, tj. broj stupnjeva slobode je manji od ukupnog broja bridova Ng

u Q za , odnosno broja bridova Ng; u ; za Tocnije, izraze 1 za AT, je

moguce dalje zapisati kao

~ Ny Ng _
A=Y Ao+ ) Apdy (5.17)
i=1 i=Ny+1
N e’
=Ap
. Nr NE )
=Y T/5+ ) T)7 (5.18)
j=1 j=Nr+1
—7y

gdje su AE) i Tlg poznate Dirichleteove vrijednosti vektora A,iT,na odgovaraju¢im rubovima
rubnih ploha, odredene u skladu s @.14]i[4.15|te zadanim Dirichleteovim rubnim uvjetima [29],
[45]]. U izrazu[5.17]se pretpostavlja da su indeksi bridova dodijeljeni takvim redoslijedom da se
na e;, gdje je i € [1,N,], nalaze nepoznate vrijednosti stupnjeva slobode A’ , dok se na preostalim
bridovima ¢;, gdje je i € [Na + 1,Ng] nalaze poznate vrijednosti A} = Al odredene iz zadanih
Dirichleteovih uvjeta. Isto tako, i u izrazu [5.1§] se pretpostavlja da su indeksi bridova dodije-
ljeni takvim redoslijedom da se na e}, gdje je j € [1,Nr], nalaze nepoznate vrijednosti stupnjeva
slobode Thj , dok se na preostalim bridovima e;, gdje je j € [Ny + 1, Ng | nalaze poznate vrijed-
nosti Th’ = T}, odredene iz zadanih Dirichleteovih uvjeta. Dodatno, kao 3to je i naznaceno u
i linearnom kombinacijom svih poznatih vrijednosti AiD i Tg, pomnoZenih pripadnim
baznim funkcijama @; i 7}, gdje je i =Ny +1,...,Ng, a j = Nr +1,..., Ngj, interpoliraju se vek-
torska polja ApiTp kojima se osigurava zadovoljenje Dirichleteovih rubnih uvjeta za konacna
rjeSenja A, iT,. Dakle, Ny i Ny u i predstavljaju stvarni broj nepoznanica, odnosno
stupnjeva slobode vektora Ay, i 7j,. U skladu s tim, samo su &, ..., ay, i71,..., TNy, bazne funk-
cije prostora Uy, 1 V},, vezane za nepoznate vrijednosti A;l 1 Thj ui gdjejei=1,...,Ny,
aj=1,....Nrt.

Prema Galerkinovoj metodi, bazne funkcije vezane uz stupnjeve slobode se koriste i kao te-
Zinske funkcije pri izvodenju Galerkinovog slabog oblika AT —K-formulacije. Pritom Ce se
dakle samo bazne funkcije ¢, ..., O, i T1,..., Ty, koristiti kao tezinske funkcije. Kako bi se
u jednadZbama napravila distinkcija izmedu baznih i tezinskih funkcija, bazne funkcije ¢; i 7;
Ce 1 dalje imati indeks i1 j, gdjeje i =1,...,Ng 1 j=1,...,Ngj, dok Ce tezinske funkcije imati

indekse kil, tj. Oy i 7, gdjejek=1,....Nyil=1,...,Ny.
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5.3 JednadZbe Galerkinove A T — A slabe formulacije

Koristenjem teZinskih funkcija 0y i 7;, gdje je k = 1,...,Nq i [ = 1,..., Ny, na jednadZbe jake
formulacije uz aproksimaciju nepoznanica A i 7' prema i u nastavku Ce se
izvesti Galerkinova slaba A T —X-formulacija.

Opcenito, Q. 1 ;;,; predstavljaju skup viSe odvojenih podrucja, tj. Q, je skup N4, podrucja
feromagnetskih lamela, dok je €;,,; skup odgovarajuceg broja odvojenih izolacije slojeva. U
nastavku Ce se pretpostaviti da su Q ¢, 1 ;;,; jednostavno povezana podrucja, tj. pretpostavit Ce
se da Q, Cini samo jedna feromagnetska lamela, a €2;,,; samo jedan sloj izolacije, uz grani¢nu
plohu I'y izmedu njih. Dakako, konacne jednadZzbe slabe formulacije nece ovisiti o uvedenoj

pretpostavci, Sto Ce biti vidljivo na kraju poglavlja.

5.3.1 Skup jednadzbi vezan za tezinske funkcije oy

Budu¢i da jednadzbe i sadrze &lan V x V x A, pomnoZit e ih se teZinskim funkci-
jama @y, gdje je k = 1,..., N4, pa integriranjem dobivenih izraza nad cijelom domenom Q slijedi
Ny jednadzbi [29]

1 e =, e - e —
/ V x (—V XAh) -0 dV + / V x (erv XAh) -0 dV + / V x (Vizolv XAh) -0 dV
QpUQu 'lLO Qfe Qizol
- /(v X Ty)- GV — / (VxT,)- @dV = /(v xT)-@dV, k=1,...Ns
Qfe Qizol Q
(5.19)

Bududi da Cetvrti i peti integral s lijeve strane znaka jednakosti u[5.19imaju istu podintegralnu
funkciju, te pored toga na granici izmedu Q, i £2;,,; vrijedi Cetvrta jednakost u navedeni

integrali se mogu spojiti u jedan integral koji ¢e se koristiti u nastavku, odnosno vrijedi da je

_ /(v X T,) - G dV — / (VX Ty)-GgdV = —/(V x T,) - G dV (5.20)
Q-fe Qizol Qj

U nastavku Ce viSe puta biti koriSteno sljedee pravilo iz vektorske algebre pa ga se radi lakseg
referenciranja navodi kao posebnu jednadzbu. Naime, za dva opéenita vektorska polja X i ¥
vrijedi jednakost

— -

V- XxY)=(VxX)-Y-X-(VxY) (5.21)

Zatim, primjenom izraza |5.21{na vektorska polja %V X Api 0y u prvom integralu, vektorska

polja vV x Apidyu drugom integralu te vektorska polja V x T, i 6 u prvom integralu s desne
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strane znaka jednakosti, dobiva se

1 = 1 -
/ V- ((—V xAy) x &) dV + / (—V xAy) - (Vx0)dV
Mo Ho

Q,U0, Q,U0,
+ / V- (vfeV x Ap) x 8)dV + / V- (VigotV X Ap) x 8) dV
Qfe Qiz01
[ eV XA (Vx @) AV 4 [ ViV x Ay) - (V x G Qv .
fo Qizol
_/(w Th)-akdvz/v.(i, X @) dV
Q;

+/Tu-(v x 0)dV, k=1,...,Ny

gdje radi simetri¢nosti buduce matrice kona¢nog sustava jednadzbi slabe formulacije, izraz[5.21]
nije primijenjen na vektorska polja V x Tj, i G u &etvrtom i petom integralu s lijeve strane znaka
jednakosti u jednadzbi [5.19] odnosno na integrale u[5.20}

Primjenom Gaussovog zakona o divergenciji vektorskog polja na prvi, treci i Cetvrti integral s
lijeve strane znaka jednakosti, te prvi integral s desne strane znaka jednakosti dobit e se plosni
integrali po zatvorenim plohama na kojima ¢e morati vrijediti rubni i grani¢ni uvjeti [3.543.9]
jake formulacije.

Prema tome, u slucaju prvog integrala s lijeve strane znaka jednakosti, primjenom Gaussovog
zakona slijedi plosni integral vektorskog polja po zatvorenoj plohi d(Q,UQ,) =T'g, UT'g, U
I'g,Ul'y, Uy, UT'g UL}, 0dnosno

| | R
/ V(Y <Ay x ) = / (7 > As) x @) il
0
uQ, [3ULR,UlE, Ul g,
i E (5.23)
+ / VXAh)XOCk) ndF+/ VXAh)XOCk) ndl’, k=1,...,Ny
FH,,UFHu Fjp

Buduc¢i da su na I'g, I'gy, I'gp 1 I'g,, zadani Dirichletovi rubni uvjeti @, prvi plo$ni integral
s desne strane znaka jednakosti u je jednak nuli. Naime, bridne bazne funkcije @&; svih
bridova e; € I'g, I'gp, I'g 1 I'gy, pripadaju vektoru KD u odnosno nijedna bazna funkcija
vezana uz bridove na plohama I'g, I'g,, I'g), 1 I'g, nije teZinska funkcija. Dakle, za sve teZinske
funkcije vrijedi da je Gy = 0 na plohama I'g, I'sp, I'e, 1 Try, gdje je k =1,...,N4 paje i integral
jednak nuli u slucaju svih N4 jednadZzbi.

Pravilo o zamjeni mjesta vektora u mjeSovitom produktu glasi a x b-2=¢xa-b, pa primjenom

tog pravila na vektore podintegralnih funkcija u integralima s desne strane znaka jednakosti
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izraz[5.23] prelazi u

1 - 1 R
/ V-((“—VxAh)xak)dvz / —((“—VxAh)Xn)-Ocde
0 0
Q,UQ, iy [hy
U HpUlH (5.24)

1 g —
- /((—v x Ap) x )-8 dl,  k=1,..,Ns
Ho
Ljp

Prvi plo$ni integral s desne strane znaka jednakosti je jednak nuli jer je na rubnim plohama
I'yp 1 'y, zadan Neumannov rubni uvjet odnosno (LLLOV X Kh) xii=0naly,ily,, Stoje
upravo jednako njegovoj podintegralnoj funkciji.

Bududi da je u okomica 7i na plohi I';, usmjerena iz &, u ;, prema vrijedi da je
= —iij,paiz konacno slijedi

—

1 - — 1 7 O
/ V'((%V X Ap) X ) dV = /((%VXAh)X”jp)'ade’ k=1,..,Na (5.25)
qugu F./P

Dakle prvi integral s lijeve strane znaka jednakosti u [5.22] je u svih Ny jednadZzbi potrebno
zamijeniti plosnim integralom iz [5.25]

Analogno prethodnom slu¢aju, primjenom Gaussovog zakona o divergenciji vektorskog polja
na treci integral s lijeve strane znaka jednakosti u [5.22] dobiva se plosni integral po zatvorenoj

plohi 0Q, =I'p;Ul'g;Ul'y; UL, UI'g, odnosno

/ Vo (VgeV < Ap) x 8)dV = [ (VgeV x Ap) x ) -7idT+

Qe ['pj
/((erV Xgh) X &k) -ndll+ / ((erV Xgh) X 560 -ndl'+ (526)
g I'hj
/((vfev « Ay) x &) -ﬁdF—i—/((vfeV &) x G)-AdC k=1,...,Ny
Ljp Ly

Na rubnim plohama I'g; i I'z; su zadani Dirichleteovi rubni uvjeti, pa vrijedi da je 04 =0 za
svaki k=1, ..., Ny, jer nijedna teZinska funkcija 0y nije bazna funkcija nekog od bridova e; € I'p;
1 I'gj. Posljedi¢no, i prvi i drugi integral s desne strane znaka jednakosti u su jednaki
nuli za svaki k = 1,...,Ny. Zamjenom mjesta vektorima u mjeSovitim umnoScima vektora u

podintegralnim funkcijama preostala tri plosna integrala u[5.26]slijedi

/v((vfew;{h) X G)dV = — /((vfewzh) %) - G dT

e t (5.27)

—/((vfev xﬁh)xﬁ)-akdr—/((vfev X Ap) x7)-0xdl k=1,...,Ny
Ljp Ig
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Izraz u zagradi podintegralne funkcije prvog plo$nog integrala s desne strane znaka jednakosti,
tj. ploSnog integrala po plohi I'y;, jednak je Neumannovom rubnom uvjetu u [5.10] za plohu
I'yj, jer je Vv = Vg, u Qf,. Bududi da je rubni uvjet jednak nuli i ploSni integral ¢e onda biti
jednak nuli za svaki k = 1,..., Ny.

S obzirom na to da je okomica 7i na plohi I'j, u usmjerena iz Q; u £, prema vrijedi
da je 7i = 1i . Takoder, okomica 7i na plohi I'g u je usmjerena iz Qy, u Q;;,; pa prema
vrijedi da je 7i = 7i, Prema tome, izraz prelazi u

/v.«vfew;{h) X G)dV = —/((vfew;{h) X iiy) - Ol
Qr, I

! o (5.28)
—/((erv XAh) xﬁg)-&kdl" k=1,....,Ny

Ly

Potpuno analogno prethodnom postupkom, za Cetvrti integral u[5.22]dobiva se izraz slican

odnosno vrijedi da je
/ \B ((v,-zolV Xgh) X &k) dv = — / ((erV XA)h) X ﬁ) : &kdl"
Qizol Thj

—/((VizoleZh)xﬁjp)-&kdr—/((vizoleZh)xﬁg)-&kdr k=1,...Ns
I

Ljp 8

(5.29)

Analogno ploSni integral po I'y j iSCezava zbog Neumannovog rubnog uvjeta u @], jer je
V = Vizo1 U ;5. S obzirom na to da je okomica 7i na plohi I'j, u usmjerena iz Q;,,; C Q;
ka Q,, prema vrijedi da je 7i = 7i;,,. Takoder, okomica 7i na plohi I, u je usmjerena iz
Qizo1 u ¢, pa prema konvenciji Za vrijedi da je i = —7i,. Konacno, prelazi u

[V (i A1) % 500V = = [ ViV x A0) %) - G dT
'Q'izol Fjp

+/((v,-zo,V Xgh) X ﬁg) : &kdl" k=1,....,Na
r

8

(5.30)

Dakle treéi i Cetvrti integral s lijeve strane znaka jednakosti u je u svih Ny jednadzbi
potrebno zamijeniti ploSnim integralima iz [5.28]i[5.30

Konac¢no, primjenom Gaussovog zakona o divergenciji vektorskog polja na prvi integral s desne
strane znaka jednakosti u [5.22] eliminirat ¢e se posljednji integral u [5.22] koji sadrZzi operator
divergencije. Pritom se dobiva plo$ni integral po zatvorenoj plohi 0Q =I'g UT's, UT'g, UT'g, U
'y, Uy, Ul'gjUT'g Uy, uz napomenu da je Tu zadan tako da je zadovoljen na 'y,
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I'j, 1 Iy, odnosno slijedi

/v.<Tuxak)dvz / (Tuxak).ﬁdn/(fuxak).ﬁdr
FBUFB,,UFE,,UFEMUFBjUFEj Ty,

Ponovno, kao §to je bio slucaj za[5.23]1[5.26] plo$ni integral po rubnim plohama I'g, I'zp, T'gy,
I'gp, I'j 11I'g; je jednak nuli jer su na tim rubnim plohama zadani Dirichleteovi rubni uvjeti pa

je oy =0 za svaki k = 1,...,N4, odnosno [5.31| prelazi u

/v (T x &) dV = / (7, x i) - ocde+/ G dl k=1,....N

1—‘H u 1—‘H J

(5.32)

gdje je u preostalim plosnim integralima napravljena zamjena mjesta vektora u mjeSovitom
produktu vektora. Budu¢i da uzbudni vektor T, mora biti zadan tako da je na plohi 'y, uvazena
druga jednakost u odnosno vrijedi da je T, x 7 =0nalyy, ploSni integral po I'y, je jednak
nuli. Takoder, 1 plosni integral po I'y; Ce uvijek biti jednak nuli. Naime, T, je obi¢no moguce
zadati tako da je T,=0uQ j» pa je plosni integral automatski jednak nuli. S druge strane,
ako je T, zadan tako da je T, # 0 u Q;, zbog tangencijalne kontinuiranosti vektora T, ée druga
jednakost u morati vrijeditiina 'y, tj. T,xi=0naly j pa je ploSni integral po I'y ; opet
jednak nuli. Dakle, izraz[5.32]je uvijek jednak nuli, tj.

/V-(T‘ux&k)deo k=1,..,Na (5.33)

Uzimajuéi u obzir[5.25] [5.28] [5.30]i[5.33] jednadzba[5.22] glasi

1 o
/((MOVxAh)an,) Gdl + / HOVXAh) (V x G) dV
T, Q,0Q,
/((erV X Ap) X Aijp) - Gy dl — / (VieV x Ap) X fig) - 0. dT
FJP 8

/((v,zo,V XAh) X ng) Oﬂkdr—i—/ szolV XAh) X ng) OdeF (5.34)

l—‘] p g

+ / (VeeV xgh) (Vxay)dv + / (Vizot V xﬁh) (Vxay)dv
Q-fe Qizol

—/(VxTh)-&de:/Tu-(Vx&k)dV, k=1,...Ns
Q;
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Zbrajanjem triju plo$nih integrala po plohi I';, u[5.34dobiva se jedan plo3ni integral s podinte-
gralnom funkcijom koja je jednaka nuli u svih N4 jednadZzbi zbog Neumannovog tipa granicnog
uvjeta na plohi I';,, tj. zbog druge jednakosti u Dakle, vrijedi da je

1 - L e o -
/(<%V xAh>><njp—<VV XAh) anp)-akdfzo, k=1,...,Ns (5.35)

Lip
gdieje V=V uQriV="V,;uQ,,.
Sli¢no prethodnom, zbrajanjem dvaju plosnih integrala po plohi I'g u[5.34]dobiva se jedan plo$ni
integral Cija je podintegralna funkcija jednaka nuli u svih N4 jednadZzbi zbog Neumannovog tipa

grani¢nog uvjeta na plohi Iy, odnosno trece jednakosti u[5.12] to jest

/(—(vfev x Ap) X g+ (VigotV X Ap) X 7ig) - @ dl =0, k=1,...,Ny
rg

(5.36)

Konacno, uzimajudi u obzir [5.35]i[5.36] iz jednadZzbe [5.34] slijedi prvi skup jednadzbi Galerki-

nove A T — A slabe formulacije vezanih za teZzinske funkcije & koji glasi

1 - — e -
/ (—V x Ay) - (V x G) dV + / (VseV X Ap) - (V x @) dV +
Q,uQ, Ho oy
/ (ViotV X An) - (VX @) AV — [ (VX T,) - GdV = /T (Vxd)dV, k=1,...Ns
Qizol Qj Q
(5.37)

Svi integrali u su volumni integrali. Plo3ni integral po plohi I iS¢ezava prema [5.36] Sto
znaCi da postojanje veceg broja ploha I'y unutar Q; ne utje¢e formalno na Prema tome,
izraz vrijedi i u oplem sluCaju, kada su Q. i Q;,,; saCinjeni od veceg broja lamela i

izolacijskih slojeva.

5.3.2 Skup jednadzbi vezan za tezinske funkcije 7

Preostaje jo§ izvesti Galerkinov slabi oblik za jednadzbe [5.4]i[5.5] te preostale Neumannove
rubne i1 granicne uvjete jake formulacije. Preostali Dirichleteovi rubni i grani¢ni uvjeti su uzeti
u obzir izborom skupa teZinskih funkcija 7; iz skupa baznih funkcija 7;, gdje je [ = 1,...Ny dok
jej=1,..Ng;.

Dakle, mnoZenjem jednadzbi 1 tezinskim funkcijama 7;, gdje je [ = 1,...Nr, dobiva se
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Nr jednadZzbi

/VX(pferTh)-%,dv+ / Vx(pizoleTh)-?ldV+/8thﬁh-%ldV

Qfe 'Qizol Qfe
+/8,V><A’h-%,dvzo, I=1,..Ny
Qim[

(5.38)

Buduci da treci i Cetvrti integral s lijeve strane znaka jednakosti u[5.38]imaju istu podintegralnu
funkciju, te pored toga na granici izmedu Q. i ;. vrijedi prva jednakost iz grani¢nog uvjeta

navedeni integrali se mogu spojiti u jedan integral, odnosno [5.38| prelazi u

/Vx(pferTh)'?ldV—k / V X (PizV % Ty) - T,dV
fe izol

+ [ OV xA,-BdV =0, [=1,.. Nr
Q;

(5.39)

Primjenom pravila iz vektorske algebre o divergenciji vektorskog umnoska, navedenog u[5.21]

na sve integrale u [5.39slijedi

[ V(e < Ty x ) aV + [ (pe¥ x Ty) (¥ xFy)dv

Qfe Qfe
+ / V- (PizatV % Tjy) x T dV + / (PizatV % Tp) - (V x B)dV (5.40)
izol 'Q'izol
+ V-(&tﬁhx?,)dVJr/&,Kh-(Vx?l)dV:07 [=1,...,Nr

Q; Q;

Zatim, primjenom Gaussovog zakona o divergenciji vektorskog polja na prvi integral s lijeve
strane znaka jednakosti dobiva se plo$ni integral vektorskog polja po zatvorenoj plohi dQy, =

FBjUFEjUFHjUFijFg, odnosno

/ V. (pgeV x Ty) x %) dV = / (preV x T) x %) -#dC+ [ ((pge¥ x Ty) x %) -iidl

Qfe FBjUFHj FE]
+ [ ((pfeV x Tp)) x 7)) ~h’dF+/((pfeV xTy) x%)-Adl, [=1,...,Nr
Ljp Le

(5.41)

Zbog Dirichleteovih rubnih uvjeta V x T = 0 zadanih na I'p ;1 'y prema i , plosni
integral po I's; UT'y; je jednak nuli za svih Ny jednadzbi jer je T, = 0 na I'g; i I'y; za svaki
I =1,...,Nr. Takoder, i na plohu I'j, se zadaje graniCni uvjet V x T=0 prema pajei
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plosni integral po I'j, u[5.4Tjiz istog razloga jednak nuli.
Dakle, izraz[5.41] prelazi u

/ V- ((pgeV x Tp) x B)dV = /((pfev « T,) x %) -7idl
Qfe Tgj

+/((pfeV><T’h)><%l)-ﬁdl“, [=1,...,Nr
Ly

(5.42)

Zamjenom mjesta vektora u mjeSovitom umnosku vektora u podintegralnim funkcijama plo$nih
integrala u[5.42] slijedi

[ V- pse¥ < Ty x 8)aV == [ ((pge¥ x Ti) i) - T
Qe Ugj

—/((pfev «Tp) x 7). %dT, 1=1,..,Ny
Fg

(5.43)

Prema na plohi I'g; je zadan homogeni Neumannov rubni uvjet pa je i ploSni integral nad
I'r; jednak nuli u svih N7 jednadZzbi. U posljednjem integralu u|5.43| okomica 7 na plohu I,
usmjerena je iz Q. ka ;. pa je ii = 7ig, jer je prema definiciji i 7i, usmjerena iz Q. ka Q;,,;.

Konacno, izraz [5.43| prelazi u

/v.((pfew?h>x%,)dvz—/((pfewfh)xﬁg)-%,dr, =Nt (5.4
Qf, T,

Potpuno analogno postupku dobivanja[5.43] iz treceg integrala s lijeve strane znaka jednakosti
u[5.40/dobiva se izraz

/ V- ((PizatV x Tp) x T)dV = — /((PizolV x Ty) x i) - T, dT

Qizol I'g J

~ [PV % Ti) x i) 5T, 1= 1Ny
I

4

(5.45)

Ponovno, prema [5.9] na plohi I'g; je zadan homogeni Neumannov rubni uvjet pa je i plosni
integral nad I'g ; jednak nuli u svih N7 jednadzbi. U posljednjem integralu s desne strane znaka
jednakosti u okomica 7i na plohu I'; usmjerena je iz ;,,; ka Q. pa je stoga ii = —7i,, jer
je prema definiciji 7i, usmjerena iz Q. ka Q;,,;. Dakle, iz konacno slijedi

/ \ ((p,-z,,lV X Th) X %l)dV = /((p,-zo,V X Th) X ﬁg> : %’ldl", [=1,...,Nt (5.46)

Qi1 Ig
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Nadalje, primjenom Gaussovog zakona o divergenciji vektorskog polja na peti integral s lijeve
strane znaka jednakosti u [5.40] dobiva se plo$ni integral vektorskog polja po zatvorenoj plohi
an = FBJ'UFE]'UFHJ'UFJ'I,, to jest

/v- (QA,x 2)dV = / (04, x 2) - 7T+ [ (94 x %) -7dl

Qj FBJ'UFHJ' FEJ (5 47)

+ [ (A, xT)-#dl, [=1,...Ny
Ljp

Ponovno, zbog Dirichleteovog rubnog uvjeta V x T=0 zadanognaI'p;iI'y; premai
plosni integral po I'p; UT'y; je jednak nuli za svih N7 jednadzbi. Takoder, i na plohi I';, je
zadan Dirichleteov granic¢ni uvjet V x T =0, kao §to se vidi upa jeiplosni integral po I';j,
u jednak nuli. Sto se ti¢e plo§nog integrala po I'r j» provest Ce se zamjena mjesta vektora u
mjeSovitom produktu podintegralne funkcije. Prema tome, prelazi u

/v.(at;{h X ) dV = /(&thﬁ)-?ldl“, [=1,..Ny (5.48)
Q.

j Ig;j

Buduci da je na I'g; zadan rubni uvjet V x A =0, kao $to se vidi u svi koeficijenti Ai) u
vezani uz bridove e; koji leZe na plohi I'g ; moraju biti jednaki nuli na I'g ;. S druge strane,
tangencijalna komponenta svih preostalih baznih funkcija @&;, vezanih uz bridove e; koji ne leze
na I'g j, svakako je jednaka nuli na I'g ;. Prema tome, i plo$ni integral po I'g; Ce biti jednak nuli

u[5.48] pa konacno slijedi da je

/V- (AR xT)dV =0, [=1,..,Np
Q;

(5.49)

Uzimajuéi u obzir [5.44] [5.46]i[5.49] izraz prelaziu

—/((pfewfh) x iig) - % dl + /(pfevXTh)wx%l)dv+/((p,-z,,,V><Th) X itg) - % dl
Ig Qfe Ig
+/(piz,,IV><Th)-(Vx?l)dV+/8tXh-(Vx?l)dV:O, [=1,..,Ny
Q,

izol J

(5.50)

Zbrajanjem plosnih integrala po I', u[5.50|dobiva se podintegralna funkcija koja je prema drugoj
jednakosti u[5.12]jednaka nuli, to jest

/(—(PfeV X Ty) X ity + (PizatV X Tp) X 7ig) - 5l =0, [=1,....Nr (5.51)
rg
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Konacno, dobiva se drugi skup jednadzbi Galerkinove Z, T — A slabe formulacije vezanih za

tezinske funkcije 7;, gdje je [ = 1,..., N7, koji glasi

/ (pfeV X Th) . (V X %l)dV + / (pizolV X Th) . (V X %l)dV

fe Qizal

+ [ A, (Vx%)dV =0, [=1,...Nr
Q;

(5.52)

Kao 1 u slucaju svi integrali u[5.52]su volumni integrali. Bududi da plosni integral po plohi
I, i8Cezava prema [5.51] postojanje veceg broja ploha I'; unutar Q; nece utjecati formalno na
[5.52] Prema tome, i skup jednadzbi [5.52] kao i skup jednadzbi vrijedi i u opéem slucaju,
kada su Q. i1 Q;;,; sacinjeni od Ny, lamela i odgovarajuceg broja izolacijskih slojeva.

Izravno koriStenje prethodno izvedene Galerkinove A, T — A slabe formulacije koju €ini sustav
jednadzbi i[5.52]u prakti¢cnom slucaju zahtijeva nedopustivo gustu mrezu konacnih eleme-
nata, tj. prevelik broj stupnjeva slobode s obzirom na dostupne raCunalne resurse. Naime, u
prakti¢nom slucaju se lamelirana jezgra sastoji od velikog broja vrlo tankih lamela medusobno
odvojenih nekoliko desetaka puta tanjim slojevima izolacija, a premai podruCja Q. i
Q;.o; se moraju posebno modelirati pa je valjana diskretizacija nedopustivo gusta. Prema tome,
nuzno je u matematicki model uvesti dodatna pribliZzenja koja ¢e u konacnici omoguciti kori-
Stenje znatno manjeg broja konacnih elementa uz minimalan gubitak na toCnosti rjeSenja. U
sljedecim poglavljima ¢e izmedu ostaloga biti detaljno opisane sve modifikacije matematickog

modela te njihove posljedice na slabu formulaciju.

5.3.3 Simetri¢na slaba A, 7 — A formulacija

S obzirom na to da je slaba formulacija [5.52] nesimetri¢na, matrica sustava jednadzbi se
rjeSava koriStenjem primjerice GMRES ili BICGSTAB algoritma. Medutim, mogucée je jednos-
tavno izvesti i simetricnu formulaciju, za harmonicki slucaj, ¢ija ¢e matrica sustava jednadzbi
biti simetricna kako bi se omogucilo koriStenje CG algoritma. U tom sluCaju je umjesto struj-
nog vektorskog potencijala T potrebno koristiti njemu primitivno polje T’ za koje vrijedi da je

— ja)T’ — T [46]]. Dakle, kona¢na simetri¢na Galerkinova slaba X, T —Z-formulacija glasi

1 e = e —
/ (—VxA)-(Vxog)dV + /(vfeV X Ap) - (V x 0g)dV
Q,UQ, 0 Qs

n / (ViotV X An) - (V% @) AV + [ (V % joT!) - tpdv (5.53)
Qizol Q‘j

= /Tu-(v x 0)dV, k=1,...,Ny
Q
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— /(pfev x joT}) - (Vx§)dV — / (PizatV X jOT}) - (V x ) dV

Q e Qizu
! : (5.54)

+ [ joA, (Vx%)dV =0, [=1,...Nr
Q;

Zbog svojstava konacne matrice sustava jednadzbi [5.535.54] numeric¢ka stabilnost i konver-
gencija simulacije je primjetno loSija nego u slucaju konvencionalnih formulacija X, [0} —Aili
T, Om — @ [47]. 1z tog razloga, A, T-A formulacija je u rijetkim slucajevima povoljan izbor
za modeliranje vrtloznih struja [48], [49]. Medutim, neovisno o izboru formulacije, kod mo-
deliranja vrtloZnih struja u lameliranoj jezgri nuZna je homogenizacija fizikalne slike u jezgri.
Upravo u kontekstu homogenizacije u poglavlju A T — Z-formulacija ¢e biti transformirana
uA Ty —A formulaciju koja pak pokazuje znatno bolju brzinu konvergencije nego alternativne

formulacije, pogotovo u slucaju visedijelne jezgre.
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Poglavlje 6

Raspregnute vrtloZne struje u konacnom

elementu

Kako bi se na ispravan nacin modelirale vrtloZzne struje u heterogenoj lameliranoj jezgri uz
izravno modeliranje heterogenih znacajki materijala potrebna je vrlo gusta mreZa konacnih ele-
menata koja u prakticnom slucaju rezultira daleko ve¢im brojem stupnjeva slobode nego Sto
je dopustivo s obzirom na dostupne radunalne resurse. Stovise, prostorna ovisnost relevantnih
polja opéenito nije monotona ni unutar same lamele te je za njihovo ispravno aproksimira-
nje uvedenim baznim funkcijama potreban znaCajan broj konacnih elemenata po Sirini 1 visini
lamele te ¢ak nekoliko slojeva konacnih elemenata po debljini lameli. U ovom poglavlju ¢e
se uvesti aproksimacije u analitickom opisu vrtloznih struja u opcoj, i-toj lameli, kako bi se
najprije omogudilo reduciranje broja potrebnih kona¢nih elemenata unutar same lamele. Na te-
melju toga, u kasnijim poglavljima ¢e se napraviti dodatni korak ka smanjenju broja potrebnih
stupnjeva slobode postupkom homogenizacije cijele lamelirane jezgre.

Zasad Ce se dakle analiza ograniCiti na i-tu lamelu pa je stoga najprije potrebno napraviti 0s-
vrt na jednadzbe u Q;,,, gdje je €;,, omedeno podrucje jedne lamele za koju je vezan njen
lokalni (xyz)-koordinatni sustav, gdje su y-smjer i z-smjer tangencijalni, a x-smjer okomit na

plohu promatrane lamele.

6.1 Jednadzbe polja u podrucju Q,,,

Polja E, B, Ji H isti su fizikalni entiteti neovisno o podruc¢ju promatranja i neovisno o koor-
dinantnom sustavu u kojem su izraZzeni. Dakle, polja E, B, Ji H izrazena u lokalnom (xyz)-
koordinatnom sustavu bilo koje lamele imaju iste oznake E , E, J i H kao i kad su izraZena u
globalnom x y{-koordinatnom sustavu. Prema tome, jednadzbe definirane za Q;
skupa s grani¢nim uvjetima [2.43}{2.46] formalno ¢e imati isti zapis u €y, kao i u Q; pa ih nije

potrebno iznova navoditi.
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Za razliku od njih, znacajke materijala i-te lamele ogranicene su iskljucivo na tu lamelu 1 njihov
iznos je fizikalno neovisan o znacajkama materijala u i + 1-oj lameli. Ipak, kao Sto je ranije
spomenuto, pretpostavit ¢e se da su sve lamele izradene od istog materijala i imaju istu debljinu
pa se izostavlja eksponent i u oznakama Kliam, pliam, I‘l’liam 1 Vliam, gdjejei=1,2,...Nyyy. Medu-
tim, znaCajke materijala K, p, it 1 v definirane nad cijelim podrucjem ; te znaCajke materijala
Kfe, Pfes Mfe 1 Vfe definirane u podrucju Q, razliciti su fizikalni entiteti u odnosu na znacajke
materijala Kigm, Pram> Miam 1 Viam definirane u €,,,,. Prema tome, relacije grade u podrucju €,
formalno se razlikuju u odnosu na relacije grade 1 u Qpe1Q;.

Relacije grade za BiHu Qam glase

=

H = VigmB, (6.1b)

gdje su magnetska permeabilnost W,y 1 magnetska reluktivnost Vjg, definirani u 1

Analogno prethodnom izrazu, relacije grade za EiJuQu, glase

J = KigmE (6.22)

gdje su elektricna provodnost Kjam i elektri¢na otpornost pjap, definirani u 2.16 i U re-
lacijama grade [6.1)i (6.2 vrijedi da je B = B.d. + Bydy + Bydy i H = H.d@ + Hydy + Hydy. te
E = E.d, + Eydy + Exdy i J = J.d@, + Jydy + J.dx, gdje su @y, d, i @, jedini¢ni vektori u x, y i z

smjeru podrucja Q.

6.2 Vrtlozne struje u podruéju Q,,,,

Prisutnost promjenjivog magnetskog toka u nekom podrucju stvara elektricno polje u tom po-
drucju kao Sto je opisano s Posljedi¢no, u podrudju feromagnetske lamele e se prema[6.2]

pojaviti vrtloZne struje, tj. vrijedi da je
V X Pram) = —0,B (6.3)

gdje u lokalnom (xyz)-koordinatnom sustavu lamele vrijedi da je J = J.d. +Jydy + Jidy i B=
B.d; + Bydy + Byd,. Kao §to je spomenuto u poglavlju otvorena jezgra ima minimalan
utjecaj na putanju magnetskog polja izvan jezgre, tj. u podrucju , i Q,, pa magnetski tok uz-
rokovan uzbudnom strujom Ju podjednako prodire u jezgru u svim smjerovima. Posljedica toga
je da sve tri prostorne komponente vektora magnetske indukcije Bu s podjednakim znaca-

jem sudjeluju u induciranju vrtloZnih struja koje zbog toga poprimaju komplicirane, nepravilne
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oblike prostornih petlji unutar lamele. Takve vrtloZne struje prema Ampereovom zakonu [2.3§|
stvaraju dodatno magnetsko polje unutar lamele zbog &ega vektor magnetske indukcije B unutar
lamele poprima prostornu razdiobu koja nije monotona (skin efekt). Drugim rije¢ima, unutar
lamele su prisutne sve tri komponente vektora Bisvaka od njih ovisi o sve tri prostorne koordi-
nate, ¢ime se dodatno naglasava trodimenzionala priroda jednadzbe [6.3]1 znacajno komplicira
pristup homogenizaciji fizikalne slike, Sto ukljucuje i usrednjavanje znacajki materijala unutar
podrucja ;4.

S druge strane, fizikalna slika je znatno jednostavnija ako se podrucje promatranja ogranici
na volumen samo jednog m-tog kona¢nog elementa K, € Q;,,,, umjesto na cijeli €;,,,. Di-
menzije konacnog elementa K, su takve da je vektor B sa zadovoljavajuéom tocnoscu aprok-
simiran konstantnim vektorom V x A}, gdje je Ay, € Uy. Naime, kako su onda i komponente
vektora V x A, konstantne unutar konac¢nog elementa, svaka od njih pojedinacno zadovoljava
jednadzbu [2.39] pa ih se moZe promatrati kao medusobno neovisne vektore. Medutim, da bi
pogreska aproksimacije vektora B konstantnim vektorom V x A, bila dovoljno mala, veli¢ina
konac¢nog elementa K, mora biti dovoljno mala, Sto rezultira prekomjernim brojem potrebnih
konacnih elemenata, nedopustivim s obzirom na dostupne racunalne resurse.

Ipak, komponente vektora B ne moraju biti iskljucivo konstantne unutar K, da bi ih se moglo
promatrati kao medusobno neovisne u kontekstu Maxwellovih jednadZzbi. U nastavku Ce se
upravo analizirati uvjeti koje je potrebno zadovoljiti kako bi se mogla uvesti aproksimacija u
vidu medusobne neovisnosti prostornih komponenti relevantnih vektorskih polja [S0]. U konac-
nici, vektorske komponente relevantnih polja, koje su opéenito ovisne o sve tri prostorne koordi-
nate, aproksimirat ¢e se novim vektorskim poljima ovisnim o samo dvije prostorne koordinate.
Time ¢e se dosad koriStene trodimenzionalne jednadzbe svesti na veci broj dvodimenzionalnih

jednadzbi unutar volumena konacnog elementa.

6.3 Aproksimacija raspregnutim poljima

Neka je veli¢ina volumena promatranog kona¢nog elementa K, takva da je stvarne komponente
vektora magnetske indukcije B =B.d,+ Bydy + B.d; moguce s dovoljnom to¢no$¢u aproksimi-
rati s tri medusobno neovisna jednosmjerna vektorska polja by (x,,2), By (x,y,2)1 ZZ (x,v,2), koja
raspisana po komponentama glase by = bydy, By = bydy i BZ = b,d,, odnosno vrijedi aproksi-
macija B, ~ by, By ~ by i B, = b, tj. Brb.+ Z;y +Z;Z. Aproksimacija je pretpostavljena kao
valjana samo unutar volumena promatranog kona¢nog elementa K,,,, pa vektor b=b.+ l;y + Z;Z
mora zadovoljiti Maxwellove jednadzbe unutar K. Bitno je naglasiti da su za svaki
konacni element K,,, € €, definirana posebna polja by, Z;y 1 EZ koja su jednaka nuli izvan ko-
nacnog elementa za koji su definirana. S obzirom na ekvivalentnost svih konacnih elemenata,

dovoljno je promatrati samo jedan m-ti konacni element K,,,. Po istom principu, kako su sve
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Y

o
-

A
i

(a) aproskimacija s ApiTy (b) aproksimacija s T)x, By i EZ te fyz, fxz i ]_;y

Slika 6.1: Usporedba gustoce konacnih elemenata u dijelu lamele debljine d pri aproksimaciji temeljenoj
na Ay, i 7Tj, te pri aproksimaciji pomocu by, by i b te jy;, jx; 1 jry. Pritom je pogreSka aproksimacije jednaka
za oba slucaja.

lamele ekvivalentne, dovoljno je promatrati samo podrucje jedne lamele €;,,, a svi rezultati
onda vrijede u ostalim lamelama, tj. u cijelom podrucju Q..
Buduc¢i da su medusobno neovisna, sva tri uvedena vektorska polja by, By 1 BZ moraju pojedi-

nacno zadovoljiti jednadzbu [2.39] odnosno vrijedi da je

V-by=0 = by =0 (6.4a)
Vby=0 = b, =0 (6.4b)
V-b,=0 = 0.b,=0 (6.4¢)

Pojedinacni uvjeti u [6.4] znatno su stroZi od uvjeta [2.39] jer zadovoljenjem [6.4] automatski je
zadovoljen i dok obratno ne vrijedi. Dakle, prestpostavka o medusobnoj neovisnosti vek-

torskih polja by, By 1 Z;Z implicira njihov konstantan iznos samo u smjeru doticnog vektora, kao

Sto se vidi iz |6.4c|, |6.4b| i |6.4aJr Drugim rije¢ima, vektorska polja by, By i BZ ne moraju biti

konstantna u ovisnosti o preostale dvije prostorne koordinate, tj. by(y,z), By (x,2) i b.(x,y), pa
primjerice za by u opéem slucaju vrijedi da je dyby #01d;by #O0.

Stoga, buduéi da su by, By i Bz funkcije dviju koordinata, volumen kona¢nog elementa unutar
kojeg vrijedi aproksimacija By ~ by, By ~ by 1 B; =~ b, moZe biti znatno veci nego u sluCaju
aproksimacije konstantnim vektorom V x Xh, gdje je Aj, € Uy, Upravo Ce taj blazi zahtjev na
veli¢inu konacnog elementa na kraju omoguciti koriStenje vecih konacnih elemenata unutar

lamele, odnosno mreZe konacnih elemenata manje gustoce, kao $to je prikazano na slici[6.1]
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6.3.1 Rasprezanje vrtloznih struja

Buduéi da su by, By 1 Z)z medusobno neovisna vektorska polja, odnosno zadovoljavaju jed-

nadzba[6.3|prelazi u tri nova izraza

V x plamfyz = _atzx (6.5a)
V X Plamjx: = — by (6.5b)
V X Plamjxy = —0ib; (6.5¢)

gdje Jjyz, Jjxz 1 jxy onda oznaCavaju tri medusobno neovisno inducirane struje. Dakle, prema
0.5 svaka komponenta magnetske indukcije ¢e, neovisno o druge dvije komponente, inducirati

struje Ciji je vektor gustoce okomit na smjer indukcijske komponente. Rastav struja fyz, fxz i f'xy

po komponentama glasi

fxy = jjccy‘_ix + jyycy‘_iy (6.63)
Joo = i+ jd; (6.6b)
Jye = oty + T d (6.6¢)

gdje primjerice komponenta jy, oznacava y-komponentu struje fxy kao $to je naznaceno eks-
ponentom y (analogno vrijedi i za ostale komponente). Potrebno je takoder uociti da je skup
triju neovisnih izraza u [6.5| razlicit i stroZi od tri jednadZbe koje se dobiju raspisom izraza [6.3|
na vektorske komponente. Dakle, svako realno polje B zadovoljava ali ne zadovoljava
odnosno svako polje b koje Zadovoljava zadovoljava i Naime, rastavljanjem operatora
rotacije u [6.5] dobiju se tri sustava po tri jednadzbe (ukupno devet jednadzbi) koje osiguravaju
kompatibilnost izraza u [6.5] s izrazima u [6.4] te automatski impliciraju da su vektori gustoce
struje ]_"yz, Jeod ]_"xy ovisni 0 samo dvije prostorne koordinate, tj. fyz (3,2)s Jxz(x,2) i ]_';Cy (x,y). Radi
bududeg referenciranja te jasnijeg uvida u navedene implikacije, izrazi u [6.5] ée se rastaviti na
tri sustava po tri jednadzbe.

KoriStenjem [6.6a] jednadzba se rastavlja na tri jednadZbe

(ayj;y/xxx - axjiy/Kyy)a’Z = _atbzc_iz (673)
(_azjjccy/Kxx)ay =0 (6.7b)
(azjiy/Kyy)C_ix =0 (6.7¢)
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Sli¢no, koristenjem [6.6b] jednadZba [6.5b|rastavljena na tri vektorske komponente glasi

(0yJxe/ Kue) iz = 0 (6.8)
(axj)zcz/’(zz - azjjccz/KxﬁEiy = _atbyay (6.8b)
<_ayjyzcz/Kzz)C_ix =0 (6.80)

Takoder, koriStenjem jednadzba[6.5a| rastavljena je na tri vektorske komponente

(_axjiz/Kyy)ﬁz =0 (6.9a)
(axjiz/Kzz)_‘y =0 (6.9b)
(azj;vz/’(yy - ayjiz/Kzz)Zix = _atbxc_ix (69C)

Nadalje, koriStenjem triju, premaneovisno induciranih struja fyz, Jeo i fxy moguce je aprok-
simirati vektor vrtloZnih struja J, &ime se znacajno pojednostavljuje modeliranje vrtloZnih struja
J. Dakle, zbrajanjem |6.53L |6.5b|i|6.50| formalno slijedi odnosno vrijedi da je

- —

T Jot ot e (6.10)

unutar jednog konacnog elementa. Ponovno, kao u slucaju by, By i BZ, za svaki konacni element
K € Qpqp su definirane posebne struje fyz, Jeo i fxy, koje postoje samo unutar tog konacnog
elementa za koji su definirane. Dovoljno je analizirati samo jedan konacni element.

Kao $to je ranije opisano, u slucaju jezgre otvorenog tipa iznos svake komponente vektora J op-
¢enito ovisi o sve tri prostorne koordinate unutar lamele. Ipak, kombiniranje tri tipa prethodno
izvedenih vrtloZnih struja fyz, fxz 1 fxy trebalo bi modi barem priblizno rekonstruirati ovisnost

svake komponente vektora J o sve tri prostorne koordinate. UvrStavanjem [6.6(u dobiva se

Jxy Jxz Jyz
N\ A\ N\

_’Ny—» Z—»1 7 = X = r-z—» y =
J =~ oy +nyax+]xzaz + Jxzbx + Jy4z +Jyzay

6.11)
~ (.])Z)z + ])Zczzc_iz + (.]i))z + ]iyzay + (.]))gz + ];yzﬁx ’

~~ ~~ ~~
Q‘/Jz sz %JX

Sto znaci da se koriStenjem f'xy, fxz i f'yz, svaka komponenta vektora ukupne vrtloZne struje
J = Jedx+ Jydy + J.d; rastavlja na po dvije nove komponente, od kojih svaka ovisi o samo dvije
prostorne koordinate, no njihov zbroj ipak ovisi o sve tri prostorne koordinate. Primjerice,
komponenta J; je rastavljena na jj,(y,z) i ji,(x,z), odnosno uvodi se aproksimacija J;(x, y,z) ~
J5.(9,2) + J%,(x,z). Dakle, koritenjem tri tipa vrtloZnih struja Jyer Juz 1 Jry moguée je modelirati

ovisnost vrtloZznih struja Jotri prostorne koordinate.
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6.3.2 Amperov zakon u kontekstu raspregnutih vektorskih polja

Nadalje, prema[2.38] vrtloZne struje stvaraju vlastito magnetsko polje, odnosno za vektor mag-

netske indukcije unutar feromagnetske lamele, premal6.1] vrijedi
V X VigmB =J (6.12)

gdje je Vigm definiran u 2.23] Ako se u kona¢nom elementu K, € €4, vektor magnetske
indukcije B aproksimira s tri medusobno neovisna vektorska polja by, l;y i l;z koja zadovoljavaju
uvjete a vrtloZne struje J, prema , aproksimiraju s tri medusobno neovisne struje fxy,

Juz 1 Jyz» izraz 6,12 prelazi u
valam(z;x'i_zy"'zz):‘Z)cy'i‘fxz'i‘fyz (613)

Radi jasnijeg uvida u relacije medu svim uklju¢enim vektorskim poljima, izraz[6.13]je potrebno

zapisati u matri¢nom obliku uz koristenje [2.23]i[6.6] tj. dobiva se

Oyby [ Pocx — Oxby [ Ly 0 Jxz Jyz
Och; [ lUzz — Oby /Uy | = ])ycy +10 |+ ];)z (6.14)
azby/“yy - aybz/.uzz ]jccy ]jccz 0

—— e~

-~
-

VXVigm (Bx + _b‘yﬂLz;z) fx} fxz J yz

U Ampereovoj jednadzbi[6.13] odnosnol[6.14] sve veli¢ine su spregnute unutar jedne zajednicke
vektorske jednadzbe, tocnije tri komponentne jednadzbe. Ipak, i Ampereovu jednadzbu [6.13|
(odnosno mogucde je raspregnuti kao Faradayevu jednadzbu u[6.5] ponovnim koriStenjem
istih pretpostavki o konstantnosti vektorskih polja by, by i b, te fyz, Jeo fxy u smjeru svog
vektora, kao $to je zapisano u implikacijama izraza [6.4] te homogenim izrazima u [6.28] [6.24]
6.19, Pretpostavke o vektorskim poljima by, by i b, te fyz, Jeo fxy ukljucuju se u na
nacin da se provede opetovano parcijalno deriviranje redaka u jednadzbi Bududi da suu
prvom retku matri¢ne jednadzbe prisutna samo polja b, 1 by, na njemu je potrebno provesti
parcijalno deriviranje po y, te ponovno parcijalno deriviranje po x. Sli¢no tome, nad drugim
retkom jednadzbe potrebno je provesti parcijalno deriviranje po z i po x, dok je nad tre¢im
retkom potrebno provesti parcijalno deriviranje po z i po y. Dakle, potrebno je provesti ukupno
Sest neovisnih parcijalnih deriviranja, ¢ime ¢e se u konacnici dobiti tri medusobno neovisne,
raspregnute Ampereove jednadZbe za fyz, f'xz i fxy Redoslijed deriviranja ¢e biti prilagoden
redoslijedu struja u Prema tome, najprije ¢e se izvesti Ampereova jednadzba za fxy, Sto
znaci da je potrebno provesti parcijalnu derivaciju drugog retka u jednadzbi po x, a zatim

derivaciju treceg retka po y.
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Izvod neovisne Ampereove jednadzbe za j,,

Parcijalnim deriviranjem drugog retka jednadzbe [6.14] po x slijedi

axbz/.uzz - asz/“xx = ]%y + J;z \ax

OxOxb. [ ltz; — 0: diby /i, = vyt axj;z
-0 5

07b; /e = O 6.15)

gdje je dyby =0 prema adyji; =0 prema

Analogno prethodnom, parcijalnim deriviranjem treceg retka jednadzbe [6.14] po y slijedi

9;by [ Uy — Ayby [ Lz = ];y +Je \%
a; ayby /,Uyy - ay‘yybz/.uzz = ayjjccy + 9yj§§2
<~ =
=0 =0
_ayzbz/,uzz = ay]'jccy (6.16)

gdje je dyby = 0 prema [6.4b] a d, /¥, = 0 prema Dakle, uvritavanjem pocetnih pretpos-
tavke o medusobnoj neovisnosti izmedu by, by i b;, a time i fxy, fxz i fyz, unutar promatranog
volumena K,,, u standardnu Ampereovu jednadzbu[6.14]slijede jednadzbe[6.15]i[6.16] Konacno,

uvrStavanjem jednadZzbi i u Faradayevu jednadZbu za b, dobiva se

= O,b, (6.17)

1 1
+92%b

o;b; i
KyxHzz Kyylzz

Ista jednadzba dobije se ako se uz Faradayevu jednadzbu za b, (odnosno [6.7a)) koristi

Ampereova jednadzba sljedeceg oblika
V X Vigmb; = Jxy (6.18)

koja onda dakle predstavlja neovisnu, raspregnutu Ampereovu jednadzbu za struju ]_"xz. Drugim

rijeCima, sustav jednadZbi i ekvivalentan je jednadzbi

Dodatno, rastavljanjem [6.18| na komponente

b,/ = ]Sgy (6.19a)
_aybz/.uzz = ])fy (6.19b)

moZe se uoCiti da su jednadzbe i gotovo ekvivalentne jednadZbama i

Dakle, koriStenjem medusobno neovisnih polja by, by, b,, fxy, fxz i fyz, unutar konacnog ele-

menta K, iz standardne Faradayeve [6.3]i Ampereove jednadzbe [6.12] se dobije "dvodimenzi-
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onalna" Faradayeva[6.5c|i Ampereova jednadzba [6.18]

Izvod neovisne Ampereove jednadzbe za j,,

Analogno prethodnom, Ampereova jednadzba za Jj. izvest ée se parcijalnim deriviranjem prvog
retka u jednadzbi [6.14] po x, te treceg retka po z. Dakle, parcijalnim deriviranjem prvog retka

po x slijedi

ayb)c/.uxx - axby/“yy = J)Zcz + J)Z7Z \ax
ay axbx //-Lxx - axaxby/.uyy = axj)zcz + axj)zzz
0 0
—02by/ tyy = 9, (6.20)

gdje je dcby =0 prema adj5, =0 prema

Analogno prethodnom, parcijalnim deriviranjem treceg retka jednadzbe [6.14] po z slijedi

azby/.uyy - aybz/uzz = ];y + ]jccz \az
8zazby/.uyy - ay d:b; [y = Zj))gy "‘azjjccz

02by/ Wy = 0., (6.21)

gdje je d,b, = 0 prema a d,jy, = 0 prema Izrazi i opisuju dakle vezu

izmedu komponenata struje Jy, te magnetske indukcije By. Iste veli¢ine su sadrzane i u kom-
ponentnoj Faradayevoj jednadzbi pa uvrStavanjem u nju dobiva se konacna jednadzba s

jednom nepoznanicom

1 1
92by——— +92b,
KzzMyy KrxHyy

= by (6.22)
Ista jednadzbe dobije se ako se uz komponentnu Faradayevu jednadzbu [6.8b| koristi jednadzba
V X Vigmby = Ji: (6.23)

koja stoga predstavlja raspregnutu Ampereovu jednadzbu za struju fxz, neovisnu o strujama ]_"yz

1 fxy te poljima BZ i b,. Dodatno, rastavljanjem na komponente dobiva se

—axby/‘uyy = ])ZCZ (6.24a)
azby/“yy = chcz (6.24b)

Dakle, jednadzbe [6.5b] i [6.23] ¢ine sustav neovisne Faradayeve i Ampereove jednadzbe koji

povezuje struju Jeo i magnetsku idukciju Zy. Poseban sustav ekvivalentnih diferencijalnih jed-
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nadzbi definiran je lokalno za svaki konac¢ni element K,, € Q;,,.

Izvod neovisne Ampereove jednadzbe za j,

Ampereova jednadzba za fyz izvest Ce se parcijalnim deriviranjem prvog retka u jednadzbi m

po y, te drugog retka po z. Parcijalnim deriviranjem prvog retka u[6.14| po y slijedi

Oyby [ ex — Oxby [ Ly = Ji. + J;z \9y
0yOyby [ Ly — Ox Oyby [ Lyy = Oy i, +ayj§z
=~ —~
=0 -0
07y2bx/llex = 8yj§,Z (6.25)

gdje je dyby = 0 premal6.4b} a 9, j%, = 0 prema[6.8¢]
Zatim, parcijalnim deriviranjem drugog retka po z slijedi

axbz/.uzz - asz/.uxx - ]%y + ];z \az
o azbz /.uzz - azasz/.uxx = Zj)}c)y +8zj§z
—02by/ ther = 0- 3, (6.26)

gdjeje d.b, =0 prema a d, jxy prema Izrazi 1 povezuju komponenate struje

J_ivz s magnetskom indukcijom by. Njihovim uvrStavanjem u jednadZzbu slijedi konacna
jednadzba za izraCun aproksimacijskog vektorskog polja by u kontekstu kvazistatickog izraCuna,
tj. dobiva se

1 1
02by——— + 97 b, = J/bx (6.27)

Kyy Uxx Koz lxx
Ista jednadZba dobije se ako se u Faradayevu jednadZbu umjesto [6.25]1[6.26] uvrste sli¢ni

izrazi za struje

by x = J, (6.282)
— b/ e = J (6.28b)

koje onda dakle predstavljaju komponente Ampereovog zakona za struju fyz. Prema tome,
zapisan u vektorskom obliku, Ampereov zakon za struju fyz, raspregnut od struja fxz i f'xy te
vektorskih polja By i ZZ, glasi

V X Vigmbx = Jy (6.29)
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Drugim rije¢ima, sustav jednadzbi [6.5a]i[6.29] ekvivalentan je jednadzbi te kao takav pot-
puno definira izracun struje fyz unutar volumena kona¢nog elementa K,,. Kao i u slucaju
1 1 jednadzba vrijedi unutar kona¢nog elementa K, uz aproksimacijsku pogresku
vezanu za B ~ Bx+i3y+Zz te J & f}cy+ﬂz+fyz.

6.3.3 Usporedba struja fxy, fxz i fyz

Iz prethodno izvedenih Ampereovih jednadzbi [6.18} [6.23|i/6.29|slijedi da su struje Jyy, fz i Jye

solenoidalna vektorska polja, pa za svako od njih vrijedi

V=0 (6.30a)
V-je=0 (6.30b)
V- jy=0 (6.30¢)

Dakako, rjeSenja za fyz, Jeo i f'xy ¢e zadovoljavat i jednadzbu , odnosno vrijedi da je
V'(]_;y"i_fxz‘*’fyz)zo (6.31)

Sto takoder slijedi i iz spregnute Ampereove jednadzbe Bududi da za struje f'yz, Jee i f'xy
vrijede izrazi u[6.30| mozZe ih se promatrati kao vrtloZne struje. S obzirom na geometriju lamele,
odnosno velik omjer Sirine i visine lamele naspram debljine lamele, tri navedena tipa vrtloznih
struja imaju razlicite oblike strujnih petlji unutar lamele.

Dakle, zbog te granicnog uvjeta vrtloZne struje fxy i fxz teku u vrlo uskim
petljama sa najceS¢e zanemarivim iznosom x-komponente struje, osim u podrucju samih ru-
bova lamela. S druge strane, za vrtloZne struje fyz se ne moZe napraviti slicna generalizacija, jer
teku unutar yz ravnine lamele. Upravo zbog prostorne ortogonalnosti tri tipa vrtloZnih struja te
gotovo jednodimenzionalnog oblika vrtloZnih struja fxy i jc. uzrokovanog lameliranjem jezgre,
dobra ¢e aproksimacija biti i ukupne gubitke P zbog vrtloZnih struja J ralunati kao zbroj gubi-
taka uzrokovanih svakim od tri tipa vrtloZnih struja fyZ, fxz i fxy posebno, tj. P = Py, + P, + Py,
Sto e biti opisano u odjeljku U slucaju jezgre otvorenog tipa sve tri komponente gubitaka
imaju znacajan iznos, $to nije slucaj s jezgrom zatvorenog tipa gdje su gubitci zbog fyz vrtloznih
struja, inducirane u tom slucaju isklju¢ivo rasipnim magnetskim tokom, prakti¢no zanemarivi u
ukupnom iznosu gubitaka zbog vrtloZnih struja.

Dakle, koriStenjem vektorskih polja by, By i ZZ, te f'xy, f'xz i fyz, kao aproksimirajuéih funk-
cija u m-tom kona¢nom elementa K,,, relaksiraju se zahtjevi na gustocu diskretizacije unutar
Qium, jer veli¢ina m-tog kona¢nog elementa K, € €;,,, mora biti takva da vrijede aproksima-
cije B~ Bx + By + BZ te J ~ fxy + fxz + fyz, Sto je znatno blaZi zahtjev na veli¢inu konacnog

elementa nego u slucaju izravne aproksimacije konstantnim vektorima B~V x A, 1J~V x Tj,
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gdje su Ay, i Ty, definirani u i Simbolic¢ka usporedba gustoce mreZe konacnih eleme-
nata za prvi i drugi tip aproksimacije prikazana je na slici 6.1}

Iako je aproksimacija magnetske indukcije B i vrtloznih struja J's po tri medusobno neovisna,
ortogonalno orijentirana polja ostvarena lokalno, tj. za svaki konac¢ni element K, € ;,,, po-
sebno, provodenjem postupka homogenizacije slabe formulacije unutar svakog K, € €2;,,,, omo-
gudit ¢e se globalna aproksimacija, tj. jedna globalna homogenizirana formulacija. Postupak
homogenizacije ¢e biti detaljnije opisan u sljedeCem poglavlju [/l Pored toga, moguénost iz-
racuna ukupnih gubitaka zbog vrtloZnih struja zbrajanjem pojedinac¢nih doprinosa gubitaka od

fyz, f'xz i f'xy dodatan je razlog za aproksimaciju vrtloZnih struja J strujama fyz, fxz i f'xy.
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Poglavlje 7
Homogenizacija

U poglavlju uvedena je aproksimacija za magnetsku indukciju B u konagnom elementu
K € Q4 v vidu medusobno neovisnih vektorskih polja by = bydy, By = bydy i Z)Z = b.d., gdje
je Baby+ By +EZ. Kao $to je pokazano, za by, By i EZ moraju vrijediti uvjeti H kako bi vri-
jedila pretpostavka o njihovoj medusobnoj neovisnosti. Dakle, takva vektorska polja su stoga
ovisna o samo dvije prostorne koordinate unutar K,,. Takoder, i vrtloZne struje gustoce struje
J moguce je onda aproksimirati vrtloZnim strujama f'xy, f'xz i fxy, odnosno J ~ fxy + f’xz + f'yz
u kona¢nom elementu K, € €;,,,, koje su inducirane upravo vremenski promjenjivim vektor-
skim poljima by, l;y i BZ prema izrazima u Pritom je i nadomjesne vrtloZne struje ]_';Cy, Je i
]_;y moguée promatrati kao medusobno neovisna vektorska polja koja su onda takoder funkcije
dviju prostornih koordinata, jer je dxjy, = 0, dyju; = 01 I, oy = 0 prerna

Dakle, stvarna magnetska indukcija B i vrtlozne struje J, koje su u volumenu konacnog ele-
menta K, funkcije triju prostornih varijabli, aproksimirane su tako sa po tri vektorska polja koja
su funkcije dviju prostornih varijabli unutar volumena K,,. Pritom je vazno ponovno naglasiti
daje Bx, By i l;z, ]_';Cy, fxz i ]_'fxy moguce promatrati kao neovisna vektorska polja samo lokalno unu-
tar volumena pojedinih kona¢nih elemenata K, € M}, (Q;,,,), dok je za aproksimaciju globalnih
rjeSenja nuzno njihovo medusobno sprezanje na rubnim plohama konacnog elementa K, tj.
stranicama poliedra K,,,, kako bi se zadovoljili grani¢ni uvjeti za polja B,H,EiJna
granicama prema svim susjednim kona¢nim elementima.

Dakle, aproksimacijska polja by, By, BZ, fxy, fxz i f'xy nisu namijenjena za izravnu aproksimaciju
globalnih rjeSenja. Pravi razlog zbog kojeg su uvedeni by, By i BZ, fxy, Jeo i fxy jest rasprezanje
relevantnih trodimenzionalnih jednadZbi na medusobno neovisne dvodimenzionalne jednadzbe
unutar volumena opceg kona¢nog elementa K,,. Za neke od dvodimenzionalnih jednadzbi je za-
tim moguce pronaci analiticka ili numericka rjeSenja unutar K, u fazi predprocesiranja, ovisna
o samo jednom stupnju slobode (npr. srednjoj vrijednost indukcije u K,,,). KoriStenjem dobive-
nih rjeSenja mogudce je konstruirati nove bazne funkcije prilagodene ovom problemu te izvesti

pripadnu slabu formulaciju, ograni¢enu na K,,,. Kona¢no, homogenizacijom takve slabe formu-
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lacije unutar K, osigurava se globalna aproksimacija rjeSenja unutar cijele lamele.

Dakle, by, By i BZ, fxy, f'xz i fxy zadovoljavaju raspregnute jednadZzbe unutar K, tj. standardna
trodimenzionalna Faradayeva jednadzba 1 Ampereovo jednadZba raspregnute su na
tri medusobno neovisne Faradayeve jednadzbe [6.5]te tri medusobno neovisne Ampereove jed-
nadzbe [6.29] [6.23]1[6.18] Radi preglednosti i lakSeg buduéeg referenciranja u nastavku je svih

Sest raspregnutih vektorskih jednadzbi zapisano u obliku sustava jednadzbi definiranih za po-

druc¢je konacnog elementa K, € €, pri ¢emu su sve jednadZbe medusobno neovisne osim

jednadzbi koje se nalaze u istom retku jer sadrZe ista vektorska polja

V X Plam jye = — /by (7.1a) V X Viamby = Jy (7.1d)
V X Plamjx = — /by (7.1b) V X Viamby = Jiz (7.1e)
V X Plamjxy = —0ib; (7.1¢c) V X Viamb; = Jxy (7.1)

gdje Su Pram 1 Vigm definirane u 2.19]i[2.23] Takoder, vazZno je uociti da za svih Sest uvedenih
vektorskih polja u ocigledno vrijedi i da su solenoidalna.

Nakon Sto se provede homogenizacija slabe formulacije unutar K, € Q;,,, pristupit ¢e se i
homogenizaciji slabe formulacije u podrucju € ;, Cime Ce se omoguciti dodatna relaksacija na
gustocu diskretizacije domene uz aproksimaciju baznim funkcija iz prostora Uy, (Q) i V4(Q;), tj.
dodatno povecanje parametra /. Inace, kako bi se bitno smanjio broj stupnjeva slobode, neki vid
homogenizacije je neizbjeZan u slucaju problema koji sadrZe vrlo heterogenu problemsku do-
menu, kao §to je slucaj s lameliranom feromagnetskom jezgrom. U literaturi postoji poprilican
broj razlicitih pristupa homogenizaciji fizikalne slike, a ve¢i broj njih je opisan u uvodnom po-
glavlju. U nastavku e se najprije odrediti analiticka rjeSenja za dio vektorskih polja iz Na
temelju dobivenih analitickih rjeSenja Ce se zatim odrediti slaba formulacija unutar K,,, € Q;,,,

koja ¢e u konacnici biti homogenizirana.

7.1 Jednodimenzionalne vrtloZne struje

Iako je prema [7.1|broj jednadzbi u K, porastao tri puta u odnosu na standardne jednadzbe [6.3]1
6.12] reducirana dimenzionalnost jednadzbi u[7.Ijomogucuje pronalazak analiti¢kih rjeSenja uz

zadovoljenje odredenih uvjeta [13]], [51], [S2]. Dakle, u ovom odjeljku ¢e se odrediti analiticka

rjeSenja jednadzbi |7. lcl 1 |7. lﬂ, te |7. lbl 1 |7. lel, odnosno vektorskih polja BZ 1 fxy, te vektorskih po-

lja l;y i ji. za sludaj linearnih karakteristika materijala te sinusne vremenske ovisnosti uzbudne
struje J.. (odnosno T,,). Kao §to je opisano u odjeljku vrtloZne struje f'xz i fxy teku u vrlo
tankim petljama unutar lamele zbog velikog omjera visine 1 Sirine naspram debljine pojedine
lamele. Drugim rije¢ima, x-komponenta struja Jerd fxy ima zanemariv iznos pa se za obje struje

moZe pretpostaviti jednodimenzionalnost u velikom dijelu lamele. Jednodimenzionalnost rje-

61



Homogenizacija

d

Slika 7.1: Primjer konac¢nog elementa u lameli debljine d. Prikazan je tlocrt 3D elementa.

Senja u promatranom K, nije to¢na samo ako se K, nalazi uz rubove lamele jer se tamo javljaju
takozvani rubni efekti. ToCnije, vrtloZne struje Jeo i fxy zbog promjene smjera struje poprimaju
oblik zavijene petlje, a ne beskonacne strujnice u konacnim elementima uz rub lamele. 1zuzev
njihove razli¢ite orijentacije, vrtloZne struje Jy; i f}cy su ekvivalentne pa je stoga dovoljno anali-
zirati samo vrtloZne struje f'xy.

U nastavku Ce se pretpostaviti da je aproksimacijska pogreska za B~ b, -I-By —I—BZ iJ~ fxy +
f'xz + fyz dovoljno mala da se moZe zadati to¢no jedan konacni element po debljini lamele kao
Sto je prikazano na slici, Sto je vrlo blaga pretpostavka u niskofrekvencijskom pojasu kojem

pripadaju znacajni harmonici elektroenergetske mreze.

7.1.1 Analiticka rjeSenja jednodimenzionalnih vrtloznih struja fxy i

U skladu s ranije navedenim, detaljno Ce se analizirati samo vrtloZne struje j,y, a svi dobiveni
izrazi ¢e analogno vrijediti i za j,,. Dakle, u kona¢nim elementima u kojima vrtloZne struje

poprimaju gotovo jednodimenzionalni oblik zanemarit ¢e se Jy, komponenta, odnosno vrijedi
da je f'xy = jxydy. Prema tome, jednadzbe i prelaze u

L1
efly— = —dhb, (7.22)
Kyy
1 .
—db— = 3, (7.2b)
AIJ'ZZ

gdje se mozZe jasnije uoCiti iz raspisa a iz raspisa [0.19a] UvrStavanjem prve

jednadzbe u drugu jednadzbu, parcijalno deriviranu po x, dobiva se

1

92b
rE KyyHzz

= 9,b, (7.3)

koja dakako predstavlja jednadzbu bez doprinosa komponente J3,. Parcijalna diferencijalna
jednadzba[7.3]u frekvencijskoj domeni poprima jednostavan oblik homogene diferencijalne jed-

nadzbe drugog reda. Dakle, u slucaju vremenski sinusnog oblika uzbudne struje, te linearnih
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znacajki materijala (tj. Ky, linearni), jednadzba[7.3| prelazi u

9%b,

= job (7.4)
KyyHzz :

gdje j predstavlja imaginarnu jedinicu, a @ predstavlja kruZnu frekvenciju uzbudne struje. Rje-

Senje diferencijalne jednadzbe [7.4] glasi

b, = b e +bpe (7.5)

gdje konstante b, i b, ovise o rubnim uvjetima zadanog problema, a konstanta ¥, slijedi iz

karakteristicnog polinoma diferencijalne jednadzbe [7.4, odnosno vrijedi da je

712 - ijyy.uzz = Y. = \/ wayuzz/2+j\/ way.uzz/z - 6;1 ‘|—j5;1 (7.6)

gdje se konstanta 0, naziva dubina prodiranja.

Ako za m-ti konacni element K, € £€2;,,,, unutar kojeg vrijedi aproksimacija By ~ by, By =~ by i
B, =~ b_, vrijedi da mu je $irina u smjeru d, jednaka debljini lamele d, kao §to je prikazano na
slici[7.1] tada[7.5|predstavlja rjesenje po cijeloj debljini lamele u volumenu obuhvac¢enom s Kj,.
Nadalje, kako se dvije stranice konacnog elementa K, podudaraju s dvjema rubnim plohama
promatrane lamele, uvrStavanjem specifi¢nih rubnih uvjeta vezanih za promatrani djeli¢ lamele
moguce je odrediti konstante b, 1 b, u jednadZbi

Najprije, lokalni (xyz)'-koordinatni sustav ée se postaviti simetri¢no unutar lamele, na nacin
da se centar koordinatnog sustava nalazi na pola debljine lamele. Zatim, prvi ulazni podatak
ka odredivanju konstanti b, 1 b, je pretpostavka o simetrinosti rubnih uvjeta u promatranom
djelicu i-te lamele (debljine d), tj. pretpostavlja se da je tu b, parna funkcija pa vrijedi da je

b, (x=F) =b, (x=19), iz Cega slijedi da je

d d d d
bzleiyZj +bzze%7 = bzle%f —I—bzzeiyzf

b1 =bp (7.7)

odnosno za konstante b;; i1 b, vrijedi da su b,; = b,; = C (gdje je C naziv konstante) pa izraz

prelazi u

b, =Ce"* 4+ Ce™ ¥*
b, = Ccosh (}:x) (7.8)

Kao drugi ulazni podatak za odredivanje konstanti b, i b,>, odnosno konstante C, pretpostavit

ée se poznat iznos prosje¢ne magnetske indukcije po debljini lamele b, (naime, b, ée indirektno
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biti nezavisna varijabla u MKE simulaciji te ¢e kao takva biti ulazni podatak). Prema tome, iz

izra¢una prosje¢ne indukcije po debljini lamele slijedi veza izmedu konstante C i b., to jest

_ 2Csinh
/ bodx = — /Ccosh (1.x) dx SH; (r5) (7.9)
-5 ) Z

Kombinacijom i dobiva se konac¢no rjeSenje (jednodimenzionalna aproksimacija) za

magnetsku indukciju b,(x) kao funkciju od x koje glasi

- v.dcosh (y.x
b.(x) = b LMD

7.10
" 2sinh (14) (7.10)

Zatim, uvrStavanjem rjeSenja za b, (x) u jednadzbu slijedi i konacno rjeSenje (jednodimen-
zionalna aproksimacija) za struju J3y(x) kao funkciju od x koje glasi

. - — jOKyyd sinh (V;x
2y = B, L2 oIh (1)
231nh(}/z§)

(7.11)

Vazno je uociti da su u izrazima i parametri ¥, d, j, @ 1 Ky, svi konstante unutar
cijelog volumena lamele (podrucje ©,,,), dok je b, takoder konstanta ali unutar konacnog ele-
menta Kj,, odnosno b, ovisi o koordinatama z i y (o poziciji konacnog elementa Kj,,) unutar
Q.m. Dakle, za vektorska polja T)Z i f'xy (gdje je jy, = 0) izvedena su analiticka rjeSenja ovisna o
funkciji b, koja je pak konstantna unutar svakog volumena K, € M,(Q;) pa ju je stoga moguce
izraziti pomocu Ay, € Uj,.

Analogno izrazu konacno rjesSenje (jednodimenzionalna aproksimacija) za magnetsku in-

dukciju by (x) kao funkciju od x glasi

- Ydcosh
by(x) = byny(éx) (7.12)
2sinh (35)
gdje za konstantu ¥, vrijedi da je
= 0Kty = %=\ 0Kl /24 \ 00ty /2= 87+ 6! (7.13)

Isto tako, analogno izrazu konacno rjeSenje (jednodimenzionalna aproksimacija) za struju

Jj%.(x) kao funkciju od x glasi

. - JWK;dsinh(Yx
() = B, L2 (1)
2sinh (35)

(7.14)

Kao i u slucaju i[7.11] izrazi s desne strane u i predstavljaju analiticka rjeSenja

za vektorska polja l;y i fxz. l_oy je po dijelovima konstantna funkcija (konstantna unutar svakog
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volumena K, € M;(€;), te kao takva predstavlja stupanj slobode unutar K, kojim se mnoZze
bazne funkcije iz i Nakon homogenizacije slabe formulacije, konstantu b, se moze
izraziti pomocu Ay, € Uj,.

U nastavku Ce se iz prethodno izvedenih izraza odrediti i pripadni gubitci zbog vrtloZnih struja

za slucaj jednodimenzionalne aproksimacije.

7.1.2 Jednodimenzionalna aproksimacija gubitaka zbog f'xy i fxz

Ponovno Ce se raditi detaljna analiza samo za vrtloZnu struju jy,, a svi dobiveni izrazi ¢e ana-
logno vrijediti i za j,,. KoriStenjem prethodno uvedene jednodimenzionalne aproksimacije,
izraCunat ¢e se prosjecni gubitci u konacnom elementu sa slike uzrokovani vrtloZnim stru-

jama gustoce jy, = j)ycyﬁy. Opdenito, za fazor gustoce struje jx, prosjecni gubitci se racunaju

kao
dJ2
1 Y2 1
Py = - / 2P dx (7.15)
d 2Ky,
—d)/2

gdje je 2 u nazivniku potrebno jer jyy nije efektivna vrijednost. UvrStavanjem dalje slijedi

d/2 , . 2
ny _ l / - —]wayd SlIll;(}’ZX) 1 (7.16)
dfd/z 2sinh (1,%) 25y
., 42 2
_p K'yyg) d / M dr (7.17)
L sinh (%,5)

Raspisivanjem podintegralne funkcije, uz pomocu identiteta o sinusu hiberbolnom od zbroja,
dobiva se
sinh (14 /)8, 'x)

sinh ((1+ j)6; 1%)

’ ~ cosh (28, x) — cos (28 'x)
~ cosh (8 'd) —cos (8 'd)

2
sinh (7;x)
sinh (7 %)

(7.18)

Konacno, uvrStavanjem nazad u te integriranjem u navedenim granicama dobivaju se

prosjeéni gubitci u kona¢nom elementu Sirine d sa slike [7.1] koji iznose

nyzl;g

Kyy 0% 5.d (sinh(SZ_ld) —sin(SZ_ld)) (7.19)

8 cosh (8, 'd) —cos (8, 1d)

Analognim postupkom dobivaju se i gubitci Py, uzrokovani vrtloZnim strujama Jy, = J%. .
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7.2 Dvodimenzionalne vrtloZne struje

Za razliku od vrtloZnih struja ]_';y i Jer Cije strujnice poprimaju predvidive oblike tankih petlji
unutar tankih lamela, za strujnice vrtloZnih struja fyz nije moguce iskoristiti sli¢nu generaliza-
ciju jer njihove petlje leZe unutar Siroke plohe lamele. Drugim rije¢ima, u konacnom elementu
K, nije poznat omjer iznosa komponenti vektora fyz, tj. nije poznat smjer vektora ]_"yz. Prema
tome, za izracun ]_"yz neizbjezno je koriStenje u punom obliku. Pored nepoznatog smjera
vektorskog polja fyz u m-tom konac¢nom elementu K,,, veci problem predstavlja to Sto rubni
uvjeti na stranicam kona¢nog elementa K, nisu unaprijed poznati, odnosno imaju globalni ka-
rakter jer su ovisni o rjeSenjima jednadzbe u susjednim kona¢nim elementima. Kao i u

prethodnom slucaju, rjesenje za[6.27] e se traZiti za harmonicki slucaj.

7.2.1 Analiticko rjeSenje za dvodimenzionalne vrtloZne struje ]_"yz

U slucaju sinusne vremenske ovisnosti uzbudne struje J, te linearnih karakteristika materijala,
jednadzba poprima sljedeci oblik

02b, + 07Dy = joby (7.20)

yy Hxx zzMxx
gdje j opet predstavlja imaginarnu jedinicu, a @ predstavlja kruZznu frekvenciju uzbudne struje.
Analiticko rjeSenje jednadzbe postoji, i bit ¢e samo skicirano u nastavku. Kako bi skica
rjeSenja bila jednostavnija, pogodno je Koristiti izotropni oblik jednadzbe koji glasi

1
+ 097 by

K“XX XX

92by

— joby (7.21)

gdje zbog pretpostavljene izotropije elektriCne provodnosti vrijedi da je Ky, = K;; = K.
Jednadzbu [7.21| moguce je rijeSiti pomocu metode separacije varijabli, odnosno koriStenjem
pretpostavke da je b,(y,z) kao funkcija koordinata z i y umnoZzak dviju medusobno neovisnih
funkcija jedne varijable, tj.

by =f(y)-8(2) (7.22)

gdje je f(y) funkcija iskljucivo y koordinate, a g(z) funkcija iskljudivo z koordinate [17]. U tom
slu¢aju jednadzba prelazi u

1 1 )
(001) 8+ (028) - o = jobx (7.23)
pa dijeljenjem cijelog izraza s by slijedi jednadZzba
1 1
?(ayf)—'—g(az g) =k (7.24)
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gdje konstanta k iznosi k = jwk[,,. Buduéi da su funkcije f i g medusobno neovisne, oba

pribrojnika s lijeve strane u moraju imati konstantan iznos, odnosno konacno slijede sepa-

rirane jednadzbe
[Py
}(ay f)=ky (7.25a)
1
g(afg) = ke (7.25b)

gdje vrijedi da je k = k7 + kg. Separirane jednadzbe predstavljaju obi¢ne homogene dife-
rencijalne jednadZzbe drugog stupnja Cija rjeSenja ovise o predznaku i iznosu konstanti k¢ i kg, a

njihov je opci oblik:

() =Cpie'? +Cppe (7.26a)
8(2) = Co1€"* + Cppe s (7.26b)

Konacno rjesenje za magnetsku indukciju b, je prema[7.22]jednako umnosku rjeSenja za f i g. U
sluaju izraCuna vrtloZnih struja fyz koriStenjem rubni uvjeti ovise o poziciji promatranog
konac¢nog elementa K,,,. Dakle, za razliku od rjesenja za slucaj jednodimenzionalnih
struja, rjeSenja za slucaj dvodimenzionalnih struja nemaju lokalni karakter, jer rubni uvjeti iz
kojih bi se trebale odrediti konstante u znacajno ovise o rjeSenjima u ostatku lamele, tj.
imaju globalni karakter. Dodatno, jednadZzba k = k¢ + kg, ovisno o rubnim uvjetima podrucja
izraCuna, u opéem slu¢aju moZe imati beskonac¢no rjesenja, Sto znaci da i jednadzbe [7.26]imaju
beskonacno rjesenja. No, kao S$to je ranije navedeno, Cak i u slucaju postojanja samo jedne
valjane kombinacije konstanti k7 i k, u izrazu k = k¢ + kg, ona ne bi bila unaprijed poznata, tj.
ovisila bi o rjeSenjima u ostatku lamele. Prema tome, vektorsko polje by i vrtlozne struje fyz u
budu¢im izraCunima (racunalnim simulacijama) ¢e se uvijek modelirati izravno, bez oslanjanja
na analiticko rjeSenje odnosno koristenjem isklju¢ivo metode konacnih elemenata kojom
se zadovoljavajuca aproksimacija postize ili pomocu guscée diskretizacije ili pomocéu baznih

funkcija veceg stupnja.

7.3 Prilagodena slaba formulacija u K, € Q;,,

U slucaju linearnih znacajki materijala, te sinusne vremenske ovisnosti uzbudne struje J,,, za
vektorska polja f'xy, fxz, By 1 EZ su izraCunata analiticka rjeSenja ovisna o ulaznim podacima l_ay
ili b, koji predstavljaju prosjeénu vrijednost indukcije By ili BZ u kona¢nom elementu sa slike
kao $to je objasnjeno u odjeljkum Dakle, ¢im su poznati Ey i b, u K,,,, odmah su poznata
rjeSenja za Ey 1 BZ u K,,,. S druge strane, za by i J_"yz nisu izraCunata lokalna analiticka rjeSenja,

jer nije pronadena izravna veza izmedu rjeSenja za b, i rjeSenja za jy, unutar K,,,, zbog njihove
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ovisnosti o rjeSenjima u ostatku domene. RjesSenja za by i f'yz unutar konacnog elementa se stoga
dobivaju na temelju AyiTy, tj. aproksimacijom pomocu baznih funkcija iz U, 1 V,.
Dakle, vektorska polja by, By, ZZ, f}cy, Jee i fyz u opéem kona¢nom elementu K, € M, (Q;,,) sa

slike[7.1] za linearni i harmonicki slu¢aj glase

ne . ne .
by =Y Al(V X G;)y - G (7.27a) Bz =Y. T (V%) (7.27d)
; 7
. ydcosh B -
By — b, DO 5 oy g SRS g

" 2sinh (%9) 2sinh (3,4)

- _ Y.dcosh . - I d sinh
bzzbz%_—('}sx)-az (7.27¢)  Jo = b, LTS d(”mﬁy (7.276)

2sinh (1.5) 2sinh (%,75)

gdje je n, broj bridova kona¢nog elementa K,,,, a (V x @;), predstavlja iznos x-komponente vek-
tora (V x @;) u konaénom elementu K,,. Pretpostavlja se da je Jy =01, =0.

Zatim, bududi da su l_oy i b, po definiciji konstante unutar volumena kona¢nog elementa K,,,, mo-
gudle je ostvariti njihovu egzaktnu aproksimaciju unutar K, upravo koriStenjem baznih funkcija

iz vektorskog prostora Uy, i s njima svezanih stupnjeva slobode A, to jest

e
by =Y Aj(V X a), (7.28a)
.y

b, =Y A}(V x 0, (7.28b)

i

gdje (Vx ), i (Vx7T), oznaCavaju prosjecni iznos y i z komponente vektora (V x @;) i
(V X T;), unutar K, € M;,(£y4,). OCigledno, rjesenja za by, BZ, fxy, Jx- izrazena pomocu funkcija
u(7.270|[7.27¢, i[7.2771]i[7.27¢€] vrijede unutar konacnog elementa koji ima znatno vece dimenzije

nego u slucaju interpolacije rjeSenja koriStenjem samo baznih funkcija iz Uy, i V},. Dakle, ko-

riStenjem izraza iz [7.27) mogude je ostvariti bolju aproksimaciju globalnih rjeSenja uz isti broj

stupnjeva slobode, $to u konacnici omogucuje manju gustocu diskretizacije domene.

7.3.1 Bazne funkcije unutar K,,, € Q;,,,

KoriStenjem izraza iz kao aproksimacijskih funkcija za BiJunutar konacnog elementa K,,,,

na nacin da je Bab+ l;y + T)Z iJ~ fxy + fxz + fyz, ostvaraju se bolja pretpostavka konacnog
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rjeSenja za B i J u konaénom elementu koja glasi

Ne . _ _
B~ Y (AL(V X G)y @) + by Fydy + b.F.d,
h g b b,
b

J

e

2
M:

(T/(V X Tjxd,)) + b,Gydy + byG.d,
S——— Y=

~

-
J/

—~ J Xy ] XZ
Jyz

gdje su radi bolje preglednosti umjesto razlomaka u definirane funkcije

Yyd cosh (%,x) Y.d cosh (:x)

) =S Fo(x) =~ ——— 0"
2sinh (%,5) 2sinh (1,5)
JOK,.dsinh (yx — joKyyd sinh (7:x

G(x) = 12 (%) Gy (x) = IS0 (1)
2sinh (%5) 2sinh (%.%)

Za uvedene funkcije vrijede sljedece relacije, dobivene iz i[7.11]

. 1 o 1
Gzaz =—VXx (Fyay) Gy‘_jy =—VX (Fz‘_iz)
”W Mzz
1 —1
= _axFyaz — —8szﬁy
”W Uzz

Takoder, zbog i vrijede i sljedece dvije relacije

- J . . J -
Fd, = V x (G,d Fad,=——Vx(G,a
iy = LV (Gud) .= 1V (G

= =) 8szc_iy = / axGyZiz
0K, OKyy

(7.29)

(7.30)

(7.31a)

(7.31b)

(7.32)

(7.33)

(7.34)

(7.35)

Na kraju, uvrStavanjem u slijedi potpuno definirana kona¢nodimenzionalna aproksi-

macija V x A~V x K;‘l u K,,,, uz stupnjeve slobode Aél definirane prema , to jest

Ne . - -
VoA = Y A, (VX )d+ (V% Gy Bdy+ (VX &), Fd,
i

N

-~

=Vxj;

(7.36)
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gdje 7); onda predstavlja baznu funkciju aproksimacije unutar kona¢nog elementa, a i oznaCava
lokalni indeks brida e; za koji su bazna funkcija 7j; i njen stupanj slobode AZ vezani. U skladu
s tim, zvjezdica u A';‘l naznaCava aproksimaciju baznim funkcijama 7j;. Dakle, aproksimacija za

vektorski potencijal A u kona¢nom elementu K, onda glasi

e
A5 (Kn) =) Aji; (7.37a)
— nle .
V x A} (Kn) = Y ALV X 1j; (7.37b)
i
V xTji = ((V x @)xdx + (V x &)y Fydy+ (V x &), F.a,) (7.37c)

Eksplicitan izraz za 7j; slijedi iz koriStenjem relacija iz[7.33| to jest

Vx 0 =((V x @)xdx+ (V % &) yFydy+ (V X &) F;d;)

V x () +(V X 6): ——V x (Gydy) (7.38)
“ OKyy

G+ o) L (VX G.d. - (VX G, L G.a
=V x ((Ociyay + aid;) + (V x &)y a)—KZZGZaZ +(V X &), o, Gyay)

-_— ,]
(V X (X,')y o

pa iz posljednjeg izraza slijedi bazna funkcija 7 koja glasi

i = (Ouyddy + Qizdiz) + (V X G), a)LKZZ(;ZziZJr (V x &)- (DLKnyya’y (7.39)
uz napomenu da se konstanta integracije, koja postoji prema V x (1j; 4+ ¢) = V x 1;, ovdje izos-
tavlja jer bi polje ¢ svakako bilo eliminirano tijekom homogenizacije zbog mnozZenja neparnom
funkcijom G, ili G,.

Sto se tice aproksimacije za V x T unutar K,,, izraz je moguce zapisati na drugaciji
nacin, uvrStavanjem relacija paizraz prelazi u

. e . -1 -1
VxT )Y (T/(VXTyudy)+b.—V x (Fd.) +by—V x (Fdy)
j

Hez Lyy
le i -1 . -1 .
~ VX Z(Th zjax) +b,—(F.d;) + by_(Fyay) (7.40)
J Uz Hyy
ne 00 0
~Vx | Y(Ttpd)+ [P m O |V x4
; 00 /%

gdje je treci redak dobiven iz drugog retka koriStenjem jednakosti iz Zatim, uvrStavanjem

izraza [7.37bjumjesto V x A%, dobiva se potpuno definirana kona¢nodimenzionalna aproksima-
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cijaVx T~V x T"h* u konacnom elementu koja glasi

00
Vx T} =Vx (ZT Tindo + 0 7
00

J

0
0
1
Hzz

Ne .
Y ALV x ﬁi) (7.41)
Iz se moZe izratunati i konaénodimenzionalna aproksimacija 7' ~ T, n

ne 00 0
00 =

Ne )
Y ALV x (7.42)
J i

Hzz

Dakle, kao $to se vidi iz [7.37} [7.41]i[7.42] za aproksimaciju u kona¢nom elementu Koristit

e se bazne funkcije 1); i Tjxdy, a njima pridruZeni stupnjevi slobode oznaceni su s Aﬁl 1 Thj .
Sto se ti¢e bazne funkcije Tixdy, Nju je moguce koristiti izravno, eksplicitnim postavljanjem
y i z komponente vektora T, u nulu u vidu Dirichleteovih volumnih uvjete, ili postavljanjem
x-komponente elektri¢ne provodnosti na vrijednost blisku nuli, tj. K ~ 0, zbog Cega ¢e prvi
element u tenzoru Pjg, poprimiti jako veliku vrijednost te ¢e x-komponenta struje, odnosno y i
z komponente vektora Tj,, teziti u nulu.

Prema Galerkinovoj metodi, bazne funkcije 7j; i Tixdy Ce se koristiti kao teZinske funkcije, Sto
efektivno znadi da su samo A i T, odnosno B i fyz, problemske nepoznanice. Radi distinkcije u

odnosu na bazne funkcije, teZinske funkcije 7 i 7j,d, ¢e imati indeks ki 1.

7.3.2 Jednadzbe Galerkinove slabe formulacije u K,,, € Q;,,,,

JednadZbe i za B i J unutar konac¢nog elementa K,,, € Q;,,,, glase

VX VigmV XA—VxT=VxT, (7.43)
V X PramV X T + joV x A =0 (7.44)

gdje su iskoristene jednakosti B=VxAiJ=VxT.Zatim, koristenjem kona¢nodimenzinalnih
aproksimacija A ~ ZZ iT~ T’h*, odnosno V x A ~ V x ZZ iVXT~Vx T‘h* navedenih u ,
i[7.41] uz tezinske funkcije 7j; i T.dy, slijedi slaba formulacija

/v % (ViamV xA’;;)-ﬁkdv—/(v X T) - TiedV

Ko Ko (7.45)

/ VXT T[de, kZl,...,l’lA
Kn

K, K
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za m-ti konacni element K, € €;,,,, gdje n4 i ny predstavljaju broj slobodnih stupnjeva slobode
u kona¢nom elementu Kj,,.
Analogno postupku opisanom u poglavlju [5] iz i dobivaju se kona¢ne jednadzbe Ga-

lerkinove slabe formulacije koje glase

/(v,a,,,V X AL) - (V x Ti) dV — /(v « TF) - T dV

K Kn (7.47)

:/ (VxT)dV, k=1,.
K

Kﬂl
za svaki konacni element K, € Q...
Kako bi se omogudila globalna aproksimacija rjeSenja, homogenizirat ¢e se prethodna slaba

formulacija u svakom kona¢nom elementu iz €;,,,, tj. u oplem m-tom elementu K, € €;,.

7.4 Homogenizirana slaba formulacija u K,, € Q;,,

S obzirom na to da se u baznoj funkciji 7j; i tezinskoj funkciji Tj; nalaze funkcije F, i F; ¢ija
je funkcionalna ovisnost unaprijed poznata, kao §to se vidi u moguce je provesti njihovo
usrednjavanje, tj. homogenizaciju podintegralnih funkcija u kona¢nom elementu.

Eksplicitnim uvr$tavanjem izraza u prvi integral u dobiva se

e
/ (ViamV X Ap) - (V X 7)) dV = / (Viam Y A}V x 71i) - (VX T)dV,  k=1,...n4  (7.49)
Km Km !

Daljnji raspis podintegralne funkcije dobiva se uvrStavanjem izraza u prethodnu jed-
nadzbu. Bududi da su (V x ;) i (V x @), svakako konstante unutar K,, (zbog niskog stupnja
interpolacijskog polinoma), u nastavku Ce se izostaviti oznaka za srednju vrijednost nad vekto-
rima (V x 0;), i (V x 7)), u Dakle, i-ti ¢lan sume iz bez A%, glasi

[ (VX @)y ! t 0 O (VX G )x
(ViamV x 1) - (Vx 1) = [(Vx &)yF| - | 0 “L” 0 |- [(Vx0g)h
(VX ). F, 0 0 | |[(Vx&):F
(7.50)
(vxa)]' [a 0 0] [(vxa,
= |(vxa),| |0 & 0| [(Vxa),
I VX&), 0 g (VX ),
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Sli¢no tome, uvrstavanjem izraza[7.37b|u drugi integral u dobiva se

. 00 07 n
—/(Vx 7)) - edV = —/Vx (ZThjfjxaer O O ] Y AV x 71i> MiedV
:—/ZTth X (Tjeddy) - i (7.51)

Kn 7/

ne
—/ZA;I((V X &i)sz5y+(V X ai)yGZﬁz) MdV, k=1,...,n4
K, !

gdje se konacni izraz u [/.51|zapravo moze odmabh iscitati iz Zatim, potrebno je uvrstiti 1

izraz pa se za j-ti ¢lan prve sume u podintegralnoj funkciji dobije

0 ! 0
VX Tl e = (VX Tpdie)y | - [0~ (VX 8 546y
(V X Tjxdyx), — 0y — (V x ak)y a){czz z
o0 T TJo] [ o 1] 0
= — (VX tpdy | - |oay| + [(VxTidn)y| - [(VX )z 5=Gy (7.52)
_(V X ‘L'jxc_ix)z_ | Ok | _(V X zjc_ix)z_ _(V X Oy w__,é;Gz
0 Tl [ o 1" Jo o o (V X G )x
= — [(Vxpdy| - |ow| + [(Vxmua),| <[00 0 22| |(Vx ),
(VX Tpd): | |owe| |(Vxmpdde] [0 2 0 (V X G),

Sli¢no tome, uvrStavanjem za i-ti ¢lan druge sume u jednadzbi slijedi

T

(0 0
— = — = — - — Gy
—((Vx @);Gydy + (V x 0;)yGdz) - T = | ( @), Gy — 0y — (V X &), ‘{”fiy
(V x &),G, — 0 — (V X &)y 4%
vxa)| [o 0o o] [ax] [(vxa).] [0 0 07 [(vxa
~ ~ —jG? -
= (V X OCl')y 10 —Gy 0 © | Gy + (V X OCl')y 10 ijyy 0 ’ (V X ai)y
— — —_iG2? —
(Vxa):| [0 0 =G |e| [(Vx@)] [0 0o Z&| [(Vxa):

(7.53)

Kao $to je objasnjeno u |5, komponente vektora uzbude T, = Ty + Tyay + T,.d; Ce biti
interpolirane ¢vornim baznim funkcijama unutar kona¢nog elementa premal4.6] uz izostavljanje

ekponenta (j) kojim se naznacava redni broj konkretnog kona¢nog elementa. Pritom ¢e se moc¢i
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postaviti y i z komponentu vektora 7, u nulu, tj. vrijedit Ce T, = uzlz, gdje je T, = konst. u Q;

kako bi vrijedilo daje Vx T, =0 u Q j- Prema tome, za posljednji integral u dobiva se
p
/Tu (V x Ti)dV = /ZT;; Apdte- (VX ) AV, k=1, na (7.54)
Ko Kn ?

Zatim, uvrstavanjem punog izraza za V x 17j; iz[7.37¢, za p-ti lan sume prethodnog integrala,

uz izostavljanje stupnja slobode 7,7, slijedi

! (V X &k)x !

0 0 1
Al (VXT)= 0| - [(Vx)yF|=|0] -1]0
Ap (V x o). F, Ap 0

Sto se ti¢e drugog seta jednadzbi Galerkinove slabe formulaciji, uvrStavanjem izraza

u prvi integral u kao i u slucaju dobit ¢e se konacni izraz

[ Oran¥ < T)- (V5 (080)0V = [ pram YV 5 (1380)) - (7 x ()

Kn J

Kn
ne
n / Pram Y AL (V X 6)Gyidy + (V X @)y Gedic) - (V X (Tudy)) AV, [ =1,...,ny
Kn

1

(7.56)

Zatim, kao i prethodnim jednadZbama provest ¢e se potpuni raspis jednog ¢lana sume kako bi
se dobio bolji uvid u podintegralnu funkciju.

Prema tome, za j-ti Clan prve sume, bez stupnja slobode T/, dobiva se

(PlamV X (zjc_ix)) ’ (V X (Tlxc_ix)) =

0 = (1) 0 0 (7.57)
(V X zjax)y 0 @ 0 (V X Tlxax)y
(V X zjc_ix)z 0 0 KLzz (V X Tlxax)z
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Nadalje, za i-ti ¢lan druge sume u , bez stupnja slobode A%, dobiva se

Pram((V % @;):Gydy+(V x &;),Gd;) - V X (Txdy)

T

0 = 0 0 0
= | (V x &),Gy 0 KL} 0 (V X Tl )y
(V x &),G, 0 0 KLZZ (V X Tyediy), (7.58)
B T
0 = 0 0 0
- G, S
= [(Vx &), 0 ﬁ 0 (V X Typdy)y
(VX &), 0 0 & [(Vxad).
Preostaje jo§ razmotriti posljednji integral u pa se uvrStavanjem dobiva
— Tle .
/ JOAL - (V X (Tady)) AV = / Y jOALT - (V % (tydy))dV, [=1,..np (7.5
Ko Kn
Konacno, i-ti ¢lan sume u podintegralnoj funkciji, bez stupnja slobode A’ glasi
0 17 0
- ~ : ~ .\ JGy .
JoT; - (V X (T,dy)) = jo - | iy + (V x &), aj>_1<yy (V X Tpdx)y
(7.60)
0] 0 "t o o 0
: . S G, S
=Jj Oy (V X ‘Clxax)y (V (X,’)Z 0 K—j} 0 (V X ‘Clxax>y
7 (V X Txdx). (Vx@)y| |0 0 & [(Vx7d):

Znacajke materijala izraZene tenzorima u prethodnim jednadzbama(7.50} [7.52][7.53] [7.55}[7.57]

i e biti usrednjene po debljini lamele d. Time Ce se u konacnici automatski os-
tvariti globalna aproksimacija baznim funkcijama iz Uy, i V}, ali uz koriStenje mreze konacnih

elemenata manje gustoce.

7.4.1 Homogenizacija znacajki materijala

Tenzor znacajki materijala u izrazu glasi

1
T 0
Va = O F_VZ
Hyy
0 0

(7.61)
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U tenzoru v prvi element v¢, = “ixx je ve¢ konstanta, dok su drugi i treci element funkcije ovisne
o x pa ih je potrebno usrednjiti po debljini lamele d. Srednja vrijednost drugog dijagonalnog

elementa glasi
d/2 d/2
a1 Fy2 1 1 yyzdz cosh? (,x)
Viy == “—dx:3 / “— Zsint? (7,0) dx
vy Lt S 3
_ joKd <<1_j)3
gsinh’(pd) \ 2

(7.62)

sinh((1+ )d§; ") +d)

gdje su 7, i 6, definirani u Sli¢no tome, srednja vrijednost treceg dijagonalnog elementa u

tenzoru v* glasi

d/2 d/2
ol [Eal Ly L(vfd%osh%m "
“d d 4sinh® (1.4
a1 gy Mo\ Asinh” (25) (7.63)
JOKyyd ((1—]')5 : el )
= sinh((1+j)do, ") +d
gdje su ¥ i 62_1 definirani u Prema tome, kona¢ni homogenizirani tenzor V¢ glasi
1
vi=10 Viy 0 (7.64)
0o o v

gdje je [y magentska permeabilnost lamele u x-smjeru, a konstante Vy, i V. se raCunaju prema
izrazima i[7.63]i njihov iznos ovisi o svojstvima lamele kao $to su znacajke materijala i
debljina lamele, te o promatranoj radnoj tocki u smislu frekvencije uzbude.

Tenzor znacajki materijala u glasi

0 0
0o 1% (7.65)

0Ky

0
vl = |0
0 0

WOKzz

U tenzoru v? Sesti i osmi element su funkcije ovisne o x pa ih je potrebno usrednjiti u x-smjeru,

po debljini lamele d. Srednja vrijednost Sestog elementa glasi

pdx = =
WKy d
—d/2 —d/2

d/2 ) d/2 ) . .
p 1 / ) Godx 1 / J <—](0Kyydsmh (7:x)
Ty

vh == - e
WOKyy 2sinh (%,5)

) dx=0 (7.66)

Analogno prethodnom, i za srednju vrijednost osmog ¢lana u tenzoru vrijedi da je \75Z =0.
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Konac¢no, za srednju vrijednost cijelog tenzora vrijedi da je
=0 (7.67)

Prvi tenzor znacajki materijala u glasi

0 0
Vi=10 -G, 0 (7.68)
0 0 -G,

Ponovno, buduci da je srednja vrijednost funkcija Gy i G, jednaka nuli po debljini lamele, kao

Sto se vidi u[7.66, homogenizacijom tenzora v¢ dobiva se
V=0 (7.69)

Drugi tenzor znacajki materijala u glasi

0 0 0
_iG2
vi=l0 =50 (7.70)
—jG?
0 0 2

U tenzoru v¢ drugi i treéi dijagonalni element su funkcije ovisne o x pa ih je potrebno usrednjiti

po debljini lamele d. Za srednju vrijednost drugog dijagonalnog ¢lana slijedi
e . .
s _ 1 / G2 1 I (—wzxédz sinb® (30) \ |
Yoo d 0K d 0K 4sinh2 (v. 4
_an 2z g O sinh” (%,5)

JOKz:d <(1;j)Sysinh((1+j)d6y_l)—d)

(7.71)

= y
8sinh?(y,4)

gdje su 7, i d, definirani u Analogno prethodnom, usrednjavanjem treeg dijagonalnog

¢lana u v¥ dobiva se

a2 dj2 .
od 1 / —]G%dx:l / —j (—a)zkyzydzmnhz(yzx)) &
“ o d WK d 0K inh?Z (.4
—ap —ap Y 4sinh” (1:3) (1.72)
JOKyyd

= Sein (10 ((1 ;j) 8 sinh((1+ /)ds; ") —d)
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gdje su ¥, 1 6{1 definirani u Prema tome, kona¢ni homogenizirani tenzor ¥4 glasi

O 0 O
=d - —d
vi=10 Viy 0 (7.73)
0 vi

gdje se konstante \'/ydy i \'/fz raunaju prema izrazima i 1 njihov iznos takoder ovisi
znaCajkama materijala i debljini lamele, te o promatranoj radnoj tocki u smislu frekvencije
uzbudne struje.

Tenzor znacajki materijala u glasi

o O

(7.74)

<

Il
o o =
o . o

e

U tenzoru V¢ drugi i treci dijagonalni element su funkcije ovisne o x pa je u homogeniziranju
tenzora potrebno odrediti njihovu srednju vrijednost po debljini lamele d. Za srednju vrijednost

drugog dijagonalnog ¢lana vrijedi

d/2
dcosh(
= [ Rar= / (sz CO; ny)>dx:1 (175)
—d/2 d/2 sinh (79)

gdje je ¥ definiran u Sli¢no tome, i za srednju vrijednost treeg dijagonalnog ¢lana vrijedi

da je V¢, = 1. Dakle, homogenizirani tenzor v¢ glasi

(7.76)

<l

[\

Il
o O =
o = O
- O O

Time su hmogenizirane znaCajke materijala vezane za prvu jednadzbu slabe formulacije [7.47
Preostaje jo§ homogenizirati znacajke materijala vezane za jednadZbu
Tenzor znacCajki materijala Pygm u je veé konstantan tenzor pa ga nije potrebno homo-

genizirati, odnosno

1
o 0O O

Plam = % 0 (7.77)
0 0 L
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Tenzor znacajki materijala u glasi

L0 0
p?=10 ,% 0 (7.78)
0 0 &

Kao $to je prikazano u izrazu srednja vrijednost funkcija Gy 1 G, po debljini lamele d
jednaka je nuli pa se homogenizacijom tenzora p¢ dobiva tenzor
1
w 00
p’=10 0 0 (7.79)
0 00

Tenzor znacajki materijala u glasi

0

0 (7.80)

G
Kz

& o

<

©

I
o O =
o &

Ponovno, s obzirom na to da je srednja vrijednost funkcija Gy i G; po debljini lamele d jednaka

nuli, homogenizacijom tenzora p? dobiva se tenzor

1 00
pP=10 0 0 (7.81)
00 0

Time je zavrSena homogenizacija svih znacajki materijala vezanih za jednadzbe slabe formula-
cije i Uvrstavanjem dobivenih homogeniziranih znacajki materijala u pocetne jed-

nadzbe dobit ¢e se homogenizirana slaba formulacija.

7.4.2 Homogenizirane jednadzbe slabe formulacije u K, € Q;,,,,

Homogenizacijom tenzora v¢ dobiven je V¢ prema U skladu s tim, homogenizacijom
¢lana VigmV X 1j; - V X Ty iz dobiva se V'V x @; -V x Gy, pa stoga prvi ¢lan jednadzbe[7.47]
prema prelazi u

/(v,amV XK}:) . (V X ﬁk)dV — /(V“V Xgh) : (V X &k)d% k=1,...,n4 (7.82)
K

I(I‘ﬂ J
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gdje je Ay aproksimiran baznim funkcijama iz Uj, u K, .
V x Ap(Kn) = Y ALV x & (7.83)
i

Sli¢no tome, homogenizacijom ¢lana V X (Tjdy) - Ty u izrazu dobiva se V X (Tjxdy) - O
zbog [7.67] dok se homogenizacijom &lana ((V x &;).Gydy + (V X 0;),G.d.) - Ty u izrazu [1.53]
dobiva ¥V x &, - V x @y zbog[7.69|i Dakle, drugi integral u jednadzbi [7.47| prelazi u

—/fo‘h*-ﬁkdvH—/VxT"hx-&dejL/(\’ldeﬁh)-(VxBck)dV, kZl,...,l’lA
K; K;

Klﬂ J j
(7.84)
gdje je T aproksimiran baznim funkcijama iz Uj, u K, tj.
V x 7_;hx(l(m) = ZT/ZV X (zjax) (7.85)

J

Homogenizacijom ¢lana A,d; - (V X 1) u dobiva se A,d; - (V x 0y ) zbog pa inte-
gral s desne strane u prelazi u

/T‘u~(Vxﬁk)dV—>/T‘M~(Vx6¢k)dv, k=1,...,ns 756)
E‘

K |

Analognim postupkom kao u prethodnim jednadZbama odredit ¢e se homogenizirani oblik
svih integrala u jednadZzbi Bududi da ¢lan (pyamV X (Tjxdy)) - (V X (Tixdy)) iz [7.57] pri ho-
mogenizaciji ostaje isti kao $to se vidi u dok ¢lan (Pram((V x 04).Gydy + (V % 0;),G.d;)) -
(V x (1dy)) iz is¢ezava zbog prvi integral u[7.48|prelazi u

/(p,,,mv $T) - (V % (i) ) AV —s /(p,,,,,,v « To) - (V x (1@0))dV, 1=1,....n7
[Z.

K, ;

(7.87)

Nadalje, ¢lan jo1; - (V x (Tjdy)) u izrazu prelazi u jod; - (V x (1,dy)) zbog[7.81] pa
se homogenizacijom drugog integrala u dobiva

/ngz-(Vx(‘L’lxc_ix))dV—>/ja)A»h-(V><(‘L’lxc_ix))dV, I=1,..,nr (7.88)
K

Kn ;

Dakle, koriStenjem prethodnih izraza dobiva se homogenizirana Galerkinova slaba A, T—-A
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formulacija koja glasi

[ 49V % A) (V< )V = [ (V% Ty Sav
K; K;

i ) ! (7.89)
_ /Tu‘ (Vxa)dV, k=1,..,n

K;j

/ (PramV % Tie) - (V x (1)) AV + / JoAy (VX (1)) AV =0, I=1,onr 590
K; K;

u homogeniziranom kona¢nom elementu K; € Q;,,,. RjeSavanjem prethodnih jednadzbi dobi-
vaju se stupnjevi slobode A}; i Thj koji uvrStavanjem u i daju rezultat za aproksimacije
B~V x X;‘l iJ~Vx T’h* u kona¢nom elementu, a u kombinaciji s baznim funkcijama @ i Tixlx
aproksimiraju srednju vrijednost za Bi fyz u kona¢nom elementu.

U prethodnim jednadZbama su dakle prisutne samo bazne funkcije @; i Tjdy, te teZinske funk-
cije Gy i /.4y, koje su veé u poglavlju[d.2 konstruirane za globalnu aproksimaciju. Prema tome,
jednadzbe i je moguce izravno prosiriti na globalnu aproksimaciju rjeSenja u €2y,
koji je time transformiran u €,,,. Globalno rjesenje za A;l 1 Thj u tom slucaju aproksimira sred-
nju vrijednost vektora B 1 Jy,, gdje se koriStenjem velikog slova J u Jy, pravi distinkcija izmedu
jedne globalno definirane struje fyz 1 veCeg broja medusobno neovisnih vrtloZnih struja f'yz defi-
niranih samo lokalno unutar kona¢nog elementa, po jedna za svaki konacni element u €.
Kao Sto je viSe puta spomenuto, radi konciznosti formulacija pretpostavit ¢e se da su sve lamele
izradene od istog materijala i imaju istu debljinu pa homogenizirani tenzori ¥4, ¥4 i p'™ izra-
Zeni u lokalnom koordinatnom sustavu lamela imaju jednak iznos u svih Ny, lamela. Nadalje,
ako se tenzori ¥4, ¥4 i p’@m izraze u globalnom y y{¢-koordinatnom sustavu automatski se do-
bivaju homogenizirani tenzori Vf, i Py, Ciji su nehomogenizirani oblici definirani u 1

Pritom vrijede sljedece transformacije

Vv = vy, (7.91)

pl™ — pye (7.92)

Konacno, koristenjem homogeniziranih tenzora Vg, i pf. moguce je onda jednadzbe i
izraziti u globalnom ) w{-koordinatnom sustavu te ugraditi u jednadzbe i Galerkinove

A T — A slabe formulacije.
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7.5 Homogenizacija slabe formulacije u Q ;

Zamjenom integrala vezanih za podrucje Q. u jednadZbama slabe formulacije i za
integrale iz jednadzbi i dobiva se

1 — N - — N
/ (—V x Ay)- (V x &) dV + /(vfev w Ay)- (V x &) dV
0

Q,UQ, Qr,
+ / (v,-zo,V X Ah) . (V X ka) dv — / (V X Thx) . 66de — / (V X Thx) . &de (7.93)
Qi Qy, Qizo1

_/ (Vx)dV, k=1,...Ns

/ (pfeV X Thx) ' (V X (Tlxax)) dv + / (pizolV X 7_‘ﬂhx) ’ (V X (Tlxc_ix)) dv
Qfe Q'izol

+/jwzh.(V><(r,xax))dv+/jwzh.(w(qxax))dvzo, I=1,. Ny
Qpe Qizo

(7.94)

gdje se i u podrucju Q;,,; modelira samo vektorski potencijal Tj §to je nevazna modifikacija
bududi da se radi o podrucju elektri¢ne izolacije, a Vi1 1 Pizor su definirani u 1

U prethodnim jednadZbama se dakle samo vrtloZne struje fyz modeliraju strujnim vektorskim
potencijalom kao fyz =V x Tjy, dok su f'xy i f'xz uzete u obzir preko srednje vrijednosti magnet-
ske indukcije V x Xh u kona¢nom elementu prema i Bududi da su i Thx 1V x A},
monotone funkcije u x-smjeru po ve¢im dijelovima jezgre, moguce je provesti daljnju homo-
genizaciju znacajki materijala u x-smjeru po principu silocijevi, unutar cijelog ;, Cime Ce se
omoguciti koriStenje znatno rjede mreZe konacnih elemenata u € ;. Pored toga, sloj izolacije je
u pravilu nekoliko desetaka puta tanji od debljine lamele pa homogenizacija znacajki materijala
unosi zanemarivu pogresku u konac¢no rjesSenje za Api Ty

Dakle, u skladu s tenzori Ve 1 Vizo) Ce onda definirati homogenizirani tenzor magnetske re-
luktivnosti ¥ za podrudje cijele jezgre koje je stoga homogenizirano te se oznacava s Q ;. Sli¢no
tome, u skladu s [2.20} tenzori Pge i Pizo1 Ce onda definirati homogenizirani tenzor elektri¢ne
otpornosti p za podrucje Q j- Posljedicno, gustoca konacnih elemenata je znaCajno reducirana.
Ovisno o znacajkama materijala 1 frekvenciji uzbudne struje, jedan kockasti konacni element
Ky, u Q; moZe imati dimenzije u rasponu od ¢ak 10-d, gdje je d debljina lamele. Naravno, ¥
i p omogucuju i koriStenje puno jednostavnijeg CAD modela koji dopusta da se laminacijski
paket modelira kao jedan homogeni entitet, tj. nije potrebno izravno 3D modeliranje lamela 1
izolacija izmedu lamela.

Kao $to je objasnjeno u poglavlju [2.3.3] u radu ¢e se pretpostaviti paralelnost osi svih lokalnih

xyz-koordinatnih sustava u odnosu na osi globalnog x w{-koordinatnog sustava pa ¢e i ma-
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trice tenzora v i P biti dijagonalne. U slucaju viSedijelne jezgre otvorenog tipa, V i p Ce biti
konstantni unutar svakog laminacijskog paketa, a u slucaju da su razliciti paketi medusobno
sustava u globalni y w{-koordinatni sustav pa ée imati razli¢ite iznose elemenata u razli¢ito ori-
jentiranim paketima. Dakle, unutar laminacijskog paketa, elementi tenzora v i p ¢e se raCunati
standardnim pristupom temeljenim na principu silocijevi.

Tenzor V stoga glasi

V=|0 Wy O (7.95)

gdje se elementi Ly, tyy 1 Hee raunaju kao [16] [S3]

(L—kp) | kp
Vyy = — 7.96a
xx Ho * Hxx ( )
1 kp
o (1 - kp)IJO + a4 od (7.96b)
Vyy Viy = Viy
- (1 —kp) o+ = i - (7.96¢)
veg ve —vd

U izrazima k,, predstavlja faktor punjenja, L, je magnetska permeabilnost lamele u smjeru
okomito na lamelu, Vy, i V7, se raCunaju prema izrazima 1 , a \_/ydy i \‘/fz se racunaju prema

izrazima il 71 i
Tenzor p glasi
Prx 0 O
P=|0 pyy O (7.97)
00 Pge

Elementi Py, Pyy 1 P¢¢ se racunaju kao

1
—— = Kizol (7.98a)
XX
1
—— = kK (7.98b)
vy
1
— = kK. (7.98¢)
Psg

gdje K. ~ 0 predstavlja vrlo mali broj blizak nuli ali razliit od nule, k, predstavlja faktor
punjenja, a Ky, 1 K, predstavljaju elektriCnu provodnost lamele u y-smjeru i z-smjeru.

Pritom se za[7.96]i[7.98| pretpostavlja da je u promatranom laminacijskom paketu )-smjer para-
lelan s x-smjerom njegovih lamela, y-smjer paralelan s y-smjerom njegovih lamela, tj. popre¢an

na smjer valjanja, a {-smjer paralelan sa z-smjerom njegovih lamela, tj. paralelan sa smjerom
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valjanja. Unutar laminacijskog paketa koji je zarotiran za 90° oko {-osi, elementi vezani za

x-smjer ¢e zamijeniti iznos s elementima vezanima za y-smjer.

7.5.1 Kona¢na slaba A, T, — A formulacija u Q

Koristenjem homogeniziranih znacajki materijala u vidu tenzora v i p dobiva se kona¢na ho-

mogenizirana Galerkinova slaba A T — X—formulacija u Q koja glasi

/ (iwfi’h).(wak)dv+_/(vwzh)-(wak)dv

e @ (7.99)

—/(VXT‘hx)-ade:/Tu-(Vxak)dv, k=1,....Ny
Q; Q

/(pv X Ti) - (V X (Tyddy) ) dV +/ij’h (Vo (@) dV =0, I=1...Nr (5100
Q; Q;

Prethodna slaba formulacija rezultira nesimetricnim matricama sustava jednadzbi pa se rjeSe-
nje moze prona¢i pomocu GMRES ili BICGSTAB algoritma. Kao i u slu¢aju heterogene slabe
formulacije u[5.53}5.54] moguce je izvesti i simetri¢nu formulaciju kako bi se omogu¢ilo kori-
Stenje CG algoritma [46]. Zamjenom strujnog vektorskog potencijala Tj s vremenski primitiv-
nim strujnim vektorskim potencijalom Th’x za koje vrijedi relacija — ja)T’éx =T slijedi konac¢na

simetri¢na Galerkinova slaba A, T’x’ — A-formulacija

1 - . S q
/ (—VxAh)-(Vxock)dV+/(VV><Ah)-(V><ak)dV
Q,uUQy, Ho Q;
(7.101)
+/(V><ja)T,fx)-65de:/Tu-(Vxek)dV, k=1,...,Ny
Q

Q;
_/(pija)T,;x)~(V>< (rzxé’x))dV+/jwﬁh'(V>< (7ixdlx))AV =0, I[=1,...NT 7105y
Q.

Qj J

Ako se u prethodnim formulacijama |7.99|-|7.100[, te |7.101|-|7.102| umjesto 7Tj, koristiti 7, dobiva

se jednak rezultat jer je Kj,,; ~ 0. Medutim, sa stajaliSta numericke simulacije, konvergen-

cija rjeSenja s T je viSe nego dva puta brza nego s Tj,, te znacajno brza nego kod standardne
A , O —K-formulacije. Implementacija vektora T ostvaruje se postavljanjem stupnjeva slobode
vezanih za Thy i Thz u nulu. Pritom se koristi strukturna mreza konac¢nih elemenata ¢iji su bridovi
paralelni s osima lokalnih xyz-koordinatnih sustava. No, koriStenje strukturne mreZe konacnih
elemenata je svakako nuzno, neovisno o izboru formulacije, kako bi se osiguralo tocno rjeSenje

te izbjegla loSa konvergencija rjeSenja [54]].
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Poglavlje 8

Numericka homogenizacija i korekcija

pogreske temeljene na 2D formulaciji

Jednadzbe i za B i J unutar volumena m-tog kona¢nog elementa K, € €,,,,, uz aprok-
simacije B~ Bx + By + EZ iJ~ fxy + J_';z + J_ivz’ glase

+ Juz + Ty (8.1)

V X Vigm(by 4 by +b;) = [y
V x le(j:vy +J_;1 "‘fyz) = _at(zx+zy+zz) (8.2)

Kao $to je objasnjeno u poglavljima [6] i [7} prethodne dvije jednadZbe predstavljaju zbroj tri
neovisna para jednadzbi, tj. ukupno Sest jednadzbi. Svih Sest jednadZzbi su zapisane u [7.1]
Ako se uvede jednodimenzionalna aproksimacija za fxy i f'xz, 4. Jyy =01 ji, =0, u harmo-

nickom slucaju je za [7.10]1[7.1€| te [7.1¢| i [7.1f] moguce pronai analiticka rjeSenja unutar K,,,

kao Sto je pokazano u Dobivena rjesenja je dalje moguée ugraditi u bazne funkcije kako
bi se u vidu dobre pretpostavke rjeSenja poboljSala sama aproksimacija rjeSenja unutar K, i u
konacnici smanjio broj potrebnih stupnjeva slobode. Provedene modifikacije baznih funkcija u
kona¢nom elementu mogude je izraziti kao znacajke materijala te ih potom homogenizirati. Pre-
ostale bazne funkcije su onda standardne bridne bazne funkcije, Sto znaci da je izvedena slaba
formulacija unutar kona¢nog elementa K, automatski primjenjiva za globalnu aproksimaciju
rjeSenja. Daljnim postupkom homogenizacije znacajki materijala u €; po principu silocjevi
dobiva se poboljsana globalna aproksimacija rjeSenja temeljena na modificiranim znacajkama
materijala. No, cijeli postupak homogenizacije je moguce provesti i numerickim putem kao Sto
¢e biti opisano u nastavku ovog poglavlja.

Pored toga, dobivena slaba formulacija iz odjeljka pretpostavlja da je j;, =01 j, =0, Sto
nije slu¢aj u konacnim elementima uz bridove lamela jer tamo struje mijenjaju smjer, tj. javljaju
se tzv. rubni efekti. Pogreska jednodimenzinalne aproksimacije jos je veca u slucaju visedijelne

jezgre otvorenog tipa. Zahvaljujuci dobroj lokalnoj svezanosti struja ]_;y iJe i prosjecne induk-
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cije po debljini lamele, rubne efekte je moguce uzeti u obzir ako se koristi numericki postupak
homogenizacije znacajki materijala koji se dakle temelji na 2D simulaciji vrtloZnih struja fxy,
odnosno fxz unutar K,%D , gdje K,%D predstavlja projekciju trodimenzionalnog m-tog konacnog
elementa K, na xy-ravninu, odnosno na xz-ravninu u slucaju struje Jxz- U nastavku ée biti opi-
san postupak numeri¢ke homogenizacije, a zatim Ce se izvesti 2D slaba formulacija za izraCun
vrtloznih struja fxy, odnosno fxz, na kojoj ¢e se temeljiti postupak numericke homogenizacije

znacajki materijala.

8.1 Numericka homogenizacija

Numericki postupak homogenizacije ¢e biti opisan samo na primjeru struje ];y jer je postupak
analogan u slucaju struje e Zbog malog omjera debljine d u odnosu na Sirinu i visinu lamele,
vrtloZne struje f'xy imaju svojevrsnu lokalnu prirodu, tj. iznos struje f'xy u kona¢nom elementu
K, moguce je vrlo dobro estimirati iz srednje vrijednosti indukcije BZ, koja ¢e kao i u poglavlju

biti oznacena s b,. Prema tome, za EZ 1 fxy se stoga pretpostavljaju sljedeéi izrazi,

b, = b,0(x,y) (8.3)
Juy = bS(x,y) (8.4)

gdje su funkcije Qi S analogne funkcijama F; i Gy ui ali ovisne o x i y u K, zarazliku
od F;, Gy koje su ovisne samo o x. Nadalje, za razliku od F; i G, koje su odredene analiticki,
funkcije Q1 S ¢e biti izratunate numerickim postupkom. Izracun je u principu potrebno provesti
u popre¢nom presjeku K22 svakog 3D kona¢nog element K, uzduz lamele, no u praktinom
slu¢aju ¢e biti dovoljna samo dva izratuna, jedan u podru¢ju K2” uz rub lamele gdje se javljaju

rubni efekti, a drugi u bilo kojem popreénom presjeku K2 preostalog dijela lamele.
UvrStavanjem [8.3|1(8.4{u jednadZbu dobiva se veza izmedu Qi S, t.

V x plmBz§: _athQ = 0= _/V X (plams:) dr (8.5)

Fokus rada je samo na linernim znacajkama materijala i sinusnoj uzbudi pa prethodni izraz u
harmonickom slucaju glasi
-1 .
=—Vx S 8.6
Q 7 (Ptam$) (8.6)

Dakle, sve funkcije u nastavku predstavljaju fazore, ali se radi bolje Citljivosti izraza nece po-
sebno naglasavati da se radi o fazorima.
Bududi da je b, = V x A, iz[8.3]slijedi

—

V x A =b0(x,y) (8.7)
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Zatim, koriStenjem [8.7]1|8.6|dobiva se 1 izraz za A, odnosno

—1 -
A b _(plam ) (8.8)

Za aproksimaciju b, u K,, koriste se bazne funkcije &; kao i u(7.28b| to jest

Ne -
b, =Y A,(V X 0); (8.9)
i
gdje je A;; stupanj slobode, n, predstavlja broj stranica popre¢nog presjeka konacnog elementa
K, tj. broj stranica podrugja K2 koje ée u pravilu biti pravokutnik, §to znaéi da je n, = 4.
Kombinacijom i dobiva se bazna funkcija 6;, gdje je i = 1,...,n,, koja je slicna baznoj
funkciji 1; u izrazu m Kombinacijom izraza 1/8.9|slijede izrazi za 6;, to jest

6; = o — (PramS) (V X @) (8.10)

VXQ,‘ZQ(VX&,‘)Z (8.11)

Bududéi da je V x @; svakako konstantan vektor, u nastavku ée se izostaviti ravna crta.
Uvrstavanjem [8.3]i[8.4]u jednadzbu slijedi

V x (iBZQ> —b,S=0 (8.12)

nuZZ

Zatim, koriStenjem bazne funkcije 6; kao teZinske funkcije oznacene s ék slijedi slaba formula-

cija prethodnog izraza

- B} .
/(—sz>-V><9de—/bZS-deSZO, k=1,..n, 8.13)
Ko K2P

Prvi integral u prethodnoj jednadzbi glasi

1 - - 1 - "
4 (‘u—ZZbZQ) VX 6,dS = 2/ (Esz> -Q(V x ), dS

m Q2 ne (8.14)
_ / ZAh (V% &), (V X &), dS

gdjejek=1,...,n,

QZ

Izraz |8.14{je ekvivalentan z-komponenti izraza u [7.50, Ocigledno, na izraz -

. . . .. . F?
kao na prostorno ovisne znacajke materijala, analogno izrazu ”—Z u[7.50, te ¢e ga se stoga ho-

) 2z
Q

se moze gledati

mogenizirati. Homogenizirani izraz - se zatim moZze Koristiti kao v“ u K.
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Drugi integral u [8.13] glasi

-2 = |
/bZS-deS: /sz'—(plam )(VXOCk) ds

K2D K2D /@
. (8.15)
_ / L plam Y A (Y % @):(V X &). dS
K2D !

gdjejek=1,.

Takoder, i izraz —Plam je moguce promatrati kao znacajke materijala ovisne o x i y koordina-
G2 i§2

7.53| odnosno homogenizirani izraz —Plam moZe se koristiti kao

‘_’Zdz u kona¢nom elementu Kj,.

Medutim, za razliku od funkcija F; i Gy koje su odredene analiticki, funkcije Q i S nisu unapri-
Q2

a2

jed poznate pa je homogenizaciju izraza ;le potrebno provesti numericki.

2
Uz homogenizacija izraza u— provodlt ¢e se pomocu sljedece jednakosti
2

oL [&
AL A
, (8.16)

gdje 2(K?2P) oznatava povriinu podru¢ja K2P za m-ti kona¢ni element K;,. Buduéi da je Z;Z

kompleksan broj, i V7, e biti kompleksan broj.

—

2
Sli¢no prethodnom, ali uz , homogenizacija izraza %plam racuna se kao

q2

—d ]S

Voo = @ K2D / Piam ds
KZD

_ s
Q(KZD b2 /] plam dS

KZD

(8.17)

gdje 2 (K2P) oznagava povrsinu podru¢ja K2P za m-ti kona¢ni element K,,. Bududi da je fxy
vektor kompleksnih vrijednosti, 1 Vg’é ¢e u opcem slucaju biti kompleksan broj.

Dakle, kako bi se provela homogenizacija, potrebno je izraCunati BZ i f'xy pomocu metode ko-
na¢nih elemenata nad gusto diskretiziranim podru¢jem K2P koristenjem slabe formulacije koja

¢e biti izvedena u nastavku. Analognim postupkom, iz by i ji. se dobiva Vy; i \_/fy.
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8.2 2D slaba formulacija

Formulacija Ce biti izvedena za vrtloZne struje fxy, ali analogni izrazi vrijede i za Jxz [53]]. Prema

vrtloZne struje f'xy su inducirane magnetskom indukcijom BZ = b,d,, tj. vrijedi
VX plamjxy = _8tz;z (8.18)

Takoder, vrtloZne struje fxy uzrokuju promjenu magnetskog polja prema to jest

—

VX —b, = Jy (8.19)

1
He:
Kao $to je objaSnjeno u poglavlju@, jedino svojstvo vrtloznih struja ];y i magnetske indukcije BZ
je njihova konstantnost u z-smjeru, tj. vrijedi da je azfxy =01 QZZZ = 0. Dakle, BZ moZze biti bilo
kakva funkcija u ovisnosti o y i z koordinatama unutar kona¢nog elementa. Drugim rijeCima,
nije potrebno uvoditi nikakve dodatne pretpostavke kao §to je bio slu¢aj s jednodimenzionalnom
aproksimacijom. Zatim, vektor BZ je moguce prikazati kao zbroj njegove srednje vrijednosti

b.d, i ostatka oznaCenog s b.d;, to jest

b, =b,+b, (8.20)
gdje onda vrijedi da je

ﬂz?z ds =0 (8.21)

K2D

Indukcija l;z je posljedica uzbudne struje J, i svih vrtloZnih struja Ju cijeloj jezgri, ali jedino
f'xy od svih njih tece kroz promatrani konac¢ni element te uzrokuje lokalnu varijaciju za BZ pase

u promatranom konac¢nom elementu jednadzbu [8.19| moze rastaviti na

1 ~ —
V x —b.d. = Jy (8.22a)
7
1 -
V X —b.d, =0 (8.22b)
ALLZZ

Dakle, iznos vektora b,d, je neovisan o b.d, i Jxy te se necCe mijenjati tijekom simulacije pa ga

se smije zadati unaprijed. S druge strane, vektor jy, a onda i b.d;, ovise o vektoru b.d, zbog

B.18] tj. uvrstavanjem 8.20u [8.18]slijedi
V' X Plam vy + 0;b.d = 0,b-a: (8.23)

gdje e se vektor b, koristiti kao uzbuda u 2D formulaciji. U slucaju linearnih karakteristika

materijala, b, se moZe postaviti na neku proizvoljnu vrijednost jer nije potrebno unaprijed poz-
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navati njegov tocan iznos kako bi se odredila vrijednost homogeniziranih znacajki materijala.
Tocnije, izrazi i sadrze b, u nazivniku, tj. BZ i fxy su normalizirani s obzirom na b,.
Dakle, b.d, i fxy predstavljaju nepoznata polja pa je potrebno rijesiti sustav jednadzbi koji Cine

1 Prema , vektor fxy je solenoidalno polje unutar promatrane 2D domene K2°

pa se moZe uvesti sljedeca relacija
Joy =V x (L) (8.24)

Inade bi se pomoéu T.d. moglo modelirati i vektor b.d., no s obzirom na to da za b.d. mora
vrijediti uvjet za modeliranje b.a, ée se koristiti dvodimenzionalni magnetski vektorski
potencijal g = A.d, —i—fiyc_iy, to jest

b.d,=VxA (8.25)

pa se postavljanjem Dirichleteovog rubnog uvjeta g x 1 = 0 na svim rubovima konacnog ele-

menta moZe jednostavno zadovoljiti uvjet[8.21] odnosno

/ISZdS: f@xﬁdlzo (8.26)
d

K2D

2D
b K

m

Dakle, uvrstavanjem [8.24]i[8.25|u jednadzbe 8.224]i[8.23] dobiva se jaka formulacija

1 .

Vx—VxA—Vx(TLi,)=0 (8.27)
uuZZ

V X PtamV X (T.d.) + 6,V x A = —0,b.a. (8.28)

Za prethodne jednadzbe Ce se izvesti Galerkinova slaba formulacija. Pritom ¢e aproksimacija
T ~ Ty, biti ostvarena ¢vornim baznim funkcijama A, dok ¢e se aproksimacija A ~ A, ostvariti

rubnim baznim funkcijama @;, odnosno

N,
Ty =) TiA (8.29)
J
N
A,=Y Alg, (8.30)
~h ~ht :

gdje N, predstavlja broj ¢vorova, a N, broj rubova 2D mreZe konacnih elemenata unutar plohe
K,%D . Ocigledno, 2D mreza konacnih elemenata kojom se diskretizira ploha K,%ZD znacajno je
gu$c¢a u odnosu na originalnu 3D mreZu konacnih elemenata.

Prema Galerkinovoj metodi, bazne funkcije @; i A; koriste se kao teZinske funkcije, pri ¢emu
ée zbog postojanja Dirichleteovih rubnih uvjeta na rubovima plohe K2 broj teZinskih funkcija

biti manji od N,, odnosno N,. Radi distinkcije u odnosu na bazne funkcije ¢; i A;, teZinske
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funkcije su indeksirane drugim slovima, tj. dy i A;. Konacan oblik slabe 2D Galerkinove A, T}-

formulacije glasi

/a,ng(h.vXade—/a,ngh-ande:o, k=1,..Ny (831

KaP KzP
/ PramV Ty, - VA, dS + / IV XA, - (Nid,)dS = — / b AdS, 1=1,..Nr  (8.32)
K20 K20 K2p

Na osnovu rjeSenja iz prethodnih jednadzbi dobit Ce se BZ 1 ]_;y te Ce se provesti postupak nu-
mericke homogenizacije prema i Kao $to se vidi iz prethodnih jednadzbi, polja Z;Z
i fxy je mogucée izracunati i u frekvencijskoj ali i u vremenskoj domeni. U konacnici, i nume-
ricka homogenizacija se moze provesti i u vremenskoj domeni, tj. nije nuzno vezana samo uz
harmonicko podrucje kao §to je to bio slucaj s analitickim pristupom u poglavlju(/} Takoder, uz
linearizaciju znacajki materijala oko promatrane radne tocke, homogenizaciju je moguce pro-
vesti i u slucaju nelinearnih znacajki materijala. Dakako, u tom slucaj rezultat homogenizacije
ovisi o radnoj tocki tako da je potrebno provesti veci set simulacija. Ipak, fokus analize ¢e ovdje

ostati na linearnim znacajkama materijala i harmoni¢kom slucaju.

8.3 Korekcija pogreske u fazi postprocesiranja

Nakon §to je provedena 3D simulacija, u fazi postprocesiranja se standardno provodi vrlo brza
simulacija kojom se sva dobivena rjeSenja interpoliraju ¢vornim baznim funkcijama radi laksSe
vizualizacije dobivenih rjeSenja, ali i post-analize buduéi da se tako postize aproksimacija rje-
Senja za polja interpolacijskim funkcijama koje su po dijelovima linearne funkcije. U nastavku
¢e fokus biti samo na z-komponenti indukcije, a analogni zakljucci vrijede i za y-komponentu
indukcije. Primjerice, aproksimacijom z-komponente konac¢nog rjeSenja V x Aj, &vornim baz-
nim funkcijama u fazi postprocesiranja, dobiva se komponenta indukcije B.d., gdje prsten iznad
slova B naznacava ¢vornu interpolaciju. Ako se nakon toga utvrdi znacajan gradijent indukcije
Bu x-smjeru, moguce je provesti djelomicnu korekciju gubitaka zbog vrtloZnih struja Jyy, indu-
ciranih z-komponentom indukcije. Potreba za takvom korekcijom gubitaka gotovo je isklju¢ivo
vezana za otvoreni tip jezgre. KoriStenjem velikog slova J u Tevs naglasava se distinkcija izmedu
jedne globalne struje fxy koja tece u podrucju €, i n medusobno neovisnih struja jxy definira-
nih unutar n konac¢nih elemenata K, € €, trodimenzionalne mreZe konacnih elemenata, gdje
je n ukupan broj kona¢nih elemenata u Q;,,,.

Ovisno o znacajkama materijala jezgre te frekvenciji uzbudne struje, promjena y ili z kompo-
nente indukcije Bu x-smjeru moze biti znacajna na skali debljine lamele d. Preciznije receno,

omjer AéZ/BZ moZe biti znacajan, gdje je AB, = % -d, dok je B, = (V x Ah) srednja vrijednost
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z-komponente magnetske indukcije po debljini lamele d. U tom slucaju, potrebno je provesti

korekciju rjesenja, odnosno vrijedi da je
B.=B.+B, (8.33)

gdje B, predstavlja to¢no rjeSenje za z-komponentu magnetske indukcije, B, predstavlja ranije
opisano rjeSenje 3D simulacije koje je aproksimirano ¢vornim baznim funkcijama, dok B, pred-
stavlja njihovu razliku. U slu¢aju kada je omjer AB, /B; jednak nuli, B, je konstantna unutar
lamele pa ée B, biti parna funkcija unutar lamele, s obzirom na ravninu x = 0 lokalnog (xyz)'-
koordinatnog sustava i-te lamele, kao S$to je i pretpostavljeno tijekom ranije opisanih postupaka
homogenizacije pa korekcija rjesSenja nije potrebna. U slucaju kada je omjer Aéz /B, razlicit
od nula, B, nije Cista parna funkcija i homogenizirane znacajke materijala odstupaju od tocne
vrijednosti. Stoga, iako je u fazi pretprocesiranja bila provedena homogenizacija slabe formu-
lacije opisanim analitickim ili numerickim pristupom, postoji potreba za korekcijom dobivenih
rjesenja, poglavito za inducirane vrtloZne struja i pripadne gubitke. Upravo koriStenjem vektora
B, kao uzbude, moguce je provesti potreban broj 2D simulaciju na poprenom presjeku cijele

jezgre ili samo dijelu popre¢nog presjeka jezgre. 2D Faradayeva jednadzba tada glasi
V x plamj;cy + atgzaz = atézc_iz (8.34)

Kako struja fxy teCe unutar poprecnog presjeka cijele lamele, paralelnog s xy-ravninom, a indu-
cirana je prema , vrijedi daje V- fxy = 0 unutar poprecnog presjeka cijele lamele.
U nastavku ée se izracunati vektor B, putem dodatnih 2D simulacija na vrlo gustoj 2D mreZi

konacnih elemenata. Pritom vrijedi relacija

f B,ds=0 (8.35)

jer funkcija B, ne smije mijenjati srednju vrijednost indukcije u lameli nego samo njen oblik.
U konacnici, ni vrtloZne struje gustoée fxy ne smiju mijenjati anvelopu rjesenja, tj. funkciju B.,

nego samo funkciju B, pa se koristi jednadzba

1 ~ —
Vx —B.d. =T (8.36)
'u’ZZ
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Ako se polja B, i J;y izraze preko potencijala tako da je B.d, = V x Ai fxy =V xT.d,, iz i
[8.36dobiva se sljedeca jaka formulacija

1 —
Vx—VxA-Vx(Ld)=0 (8.37)
nu'ZZ
V X PramV % (T.d.) + 9,V x A = 9,B.d, (8.38)

koja je dakle ekvivalentna jednadzbama s tom razlikom da B, opéenito nije konstantna
funkcija kao $to je bio slucaj s b,. Takoder, ovdje je domena poprecni presjek cijele lamele
ili viSe njih, Sto znaci da se pretpostavlja valjanost izraza V - fxy unutar poprecnog presjeka
cijele lamele I">p, a ne samo poprecnog presjeka konacnog elementa K2P. Premda su razlike
minimalne, ponovno ¢e se navesti konacan oblik slabe formulacije.

Najprije, kao i u slucaju , kona¢nodimenzinalne aproksimaicije 7, ~ Ty, iA~A, glase

NP .
Th. =Y TA; (8.39)
j
— Ne .
A=Y ALt (8.40)
i

gdje N, predstavlja ukupan broj ¢vorova, a N, ukupan broj rubova 2D mreZe konacnih eleme-

nata unutar plohe I';p. Prema tome, slaba 2D Galerkinova A, T,-formulacija glasi

/atv xA’h-vXade—/a,v XA, VxodS=0, k=1,..,Ny (8.41)
FZD 1—‘2D
/ PramV Ty - VA,dS + / OV % Ap- (A4d,)dS = — / FBAAS, 1=1,...Ny  (842)

Ip op Iop

gdje Ny predstavlja broj A;; stupnjeva slobode, a Ny broj Th’Z stupnjeva slobode.
Nakon Sto se putem 2D simulacije izraCuna rjeSenje prethodne formulacije, gubitci u plohi I';p

se raCunaju izravno iz struje Jy, = V X T; 1 znaCajki materijala pjgp,.
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Poglavlje 9

Primjeri racunalnih simulacija i

usporedba s mjerenjima

Kako bi se validirala razvijena AT —A formulacija te potvrdile prednosti njenog
koriStenja u odnosu na standardno koriStenu A, (0 —A formulaciju, napravit ¢e se usporedba
racunalnih simulacija za izracun gubitaka zbog vrtloZnih struja koriStenjem obiju formulacija.
Usporedba Ce biti provedena na primjeru Cetverodijelne jezgre otvorenog tipa.

U drugom dijelu poglavlja ¢e se razmotriti izraCun gubitaka zbog vrtloZnih struja u kontekstu
ukupnih gubitaka u lameliranoj feromagnetskoj jezgri te ¢e biti predloZena metoda za izracun
ukupnih gubitaka u jezgri. Na kraju ¢e se koriStenjem predloZene metode izraCunati ukupni
gubitci za konkretnu jezgru otvorenog tipa za koju su prethodno provedena mjerenja ukupnih

gubitaka.

9.1 Izracun gubitaka zbog vrtloznih struja u Cetverodijelnoj
jezgri otvorenog tipa

Za problem izracuna gubitaka zbog vrtloZnih struja u jezgri otvorenog tipa, simulacija temeljena
na A,Tx —A formulaciji opcenito pokazuje bolje performanse nego simulacija temeljena na
A, (0} —A formulaciji, pogotovo u slucaju viSedijelne jezgre otvorenog tipa. Jezgre otvorenog
tipa Cesto se izvode kao viSedijelne jezgre, tj. kao jezgre sastavljene od viSe laminacijskih
paketa medusobno odvojenih vrlo tankim slojem medu-paketne izolacije, kako bi se smanjili
gubitci u jezgri. Slaba K, T.—A formulacija je otporna na postojanje medu-paketne izolacije,
zahvaljujuéi koriStenju grani¢nog uvjeta T, x7i=0na plohama izolacijskog sloja. Stovise,
koriStenjem uvjeta T, x 7t = 0, vrlo tanki izolacijski sloj je moguée modelirati kao plohu ¢ime
se pojednostavljuje CAD model, smanjuje gustoca diskretizacije i poboljSava brzina izraCuna uz

minimalnu rac¢unsku pogresku. S druge strane, postojanje izolacijskog sloja znacajno utjece na
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Slika 9.1: Prikaz Cetverodijelne jezgre otvorenog tipa: (a) 3D model cijele jezgre sastavljene od Cetiri
homogena dijela. (b) odsjeCak gornjeg dijela jezgre radi boljeg prikaza homogeniziranih laminacijskih
paketa i izolacijskih slojeva medu njima. Crvene strelice oznacavaju x-smjer lokalnih koordinatnih sus-
tava, tj. smjerove lameliranja unutar paketa.

performanse simulacije temeljene na A, (0} —A formulaciji. U nastavku ¢e se zadati geometrija,

znacajke materijala i ostala svojstva Cetverodijelne jezgre.

9.1.1 Model Cetverodijelne jezgre

Kako bi usporedba simulacija bila §to bolja, ista mreZa konacnih elemenata Ce biti koriStena u
obje simulacije, a pripadni CAD model je prikazan na slici[9.1] Kao Sto je opisano u poglavlju
koriStenjem A T, —A formulacije zaobilazi se potreba za izravnim modeliranjem
lamela i izolacije. Sto se ti¢e referentne formulacije A , O — A, koristit ée se formulacija izvedena
u [29], a homogenizirana prema postupku opisanom u [13]. Cetverodijelna jezgra se sastoji od
Cetiri jednaka laminacijska paketa. Visina jezgre je h = 10 cm. Laminacijski paketi su u po-
pre¢nom presjeku kvadrati Sirine w = 1 cm. Debljina izolacijskih slojeva je d;,,; = 0,5 mm.
Svaki laminacijski paket je sastavljen od 32 feromagnetske lamele debljine d = 0,3 mm te ima
faktor punjenja k, = 0,96.

Uzbudni namot ima oblik Supljeg cilindra unutarnjeg radijusa r;, = 2,5 cm, vanjskog radijusa
Four = 4,5 cm 1 visine h,, = 5 cm. Jezgra je postavljena unutar uzbudnog namota, pri cemu uz-
budni namot obuhvaca donju polovicu jezgre. U obje formulacije se kao uzbuda koristi strujni
vektorski potencijal T, pa u CAD modelu nije potrebno izravno konstruirati uzbudni namot nego
ga se moze zadati indirektno, definiranjem uzbudnog vektora T,. Zbog jednostavne geometrije
uzbudnog namota, vektor T, ¢e imati samo z-komponentu, tj. {-komponentu globalnog koordi-

natnog sustava koja je dakle usmjerena aksijalno prema visini jezgre pa vrijedi da je 7, = T.dy.
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Centar mase jezgre se nalazi u centru globalnog y w{-koordinatnog sustava, pa u pripadnom

cilindri¢nom r¢-globalnom koordinatom sustavu vektor 7, glasi

0 zar<ryili§ < Fili § >4
Tu(r,C) = Ju(r—rin)de  zary <r<rui=5'<{<} O.1)

Ju(Four —rm)c_ic Zar > Tyl _Th <{< %

gdje J, predstavlja iznos gustoée uzbudne struje za koju je zadano J, = 2v/2 A. Frekvencija
uzbudne struje iznosi f = 50 Hz.

Sve lamele imaju jednake dimenzije i jednake znacajke feromagnetskog materijala koje iznose
Kiam = diag [2- 105 2105 2-105| S/m i pigm = diag [0.8- 0% 0,9-10°my 1-10%wp).
Znacajke materijala za izolaciju u jezgri iznosit ¢e Kj,; = 0,1 S/m 1 U,y = Ho. Iz zadanih

znadajki materijala izra¢unati su homogenizirani tenzori %, V9 i Pyam za f = 50 Hz, tj.

¥ = diag [99.5 88,4 79,6] m/H (9.22)
¥ = diag[0 0,1+ 4,7 0,1+ j4,7] m/H (9.2b)
Piam = diag |5-1077 5-10~7 5-10—7} Q/m 9.2¢)

Pritom je imaginarna komponenta drugog i treceg elemenata u ¥ priblizno jednaka 0. Zatim,
uvrstavanjem dobivenih brojeva u[7.96|i slijede homogenizirane znacajke materijala cijele
jezgre v 1 p koje Ce biti koriStene u AT, —X—formulaciji. Za tri jednako orijentirana laminacij-

ska paketa, Ciji se poprecni presjeci nalaze u prvom, drugom i treCem kvadrantu ) y-ravnine,

¥ — diag [31907 85+ j4.51 76,5+ j4,51] m/H (9.3a)

p=diag[10 4,8-107 4.8-107|Q/m (9.3b)

dok za laminacijski paket ¢iji se poprecni presjek nalazi u Cetvrtom kvadrantu Y y-ravnine,

¥ = diag [854— j4,51 31907 76,5+ j4,51] m/H (9.42)

p —diag[4,8-107 10 4.8-107|Q/m (9.4b)

Iste znacajke materijala[0.3]i[0.4] koristit ¢e se za obje simulacije. Rezultati simulacija su prika-

zani u nastavku.
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Slika 9.2: Prikaz mreZe konacnih elemenata na gornjem odsjecku 3D modela jezgre

9.1.2 Parametri simulacija

Provedene su dvije racunalne simulacije, prva temeljena na slaboj K, T, —K-formulaciji adruga
na slaboj A , O —K-formulaciji. Vektor A je aproksimiran vektorom Ap, gdje je Ah prema in-
terpoliran bridnim baznim funkcijama ¢; definiranim s obzirom na zadanu mreZzu kona¢nih ele-
menata. Sli¢no tome, 7 je aproksimiran vektorom 7}, koji predstavlja x-komponentu vektora 7j,
interpoliranog bridnim baznim funkcijama 7; prema U slucaju slabe A, (0} —;f-formulacij e,
vektor A je aproksimiran istim vektorom A}, jer je koristena ista mreZa kona¢nih elemenata, dok
je skalarni potencijal ¢ aproksimiran s ¢, gdje je ¢ interpoliran ¢vornim baznim funkcijama
kaou Dakle, dimenzije od ApiTyi ¢, ovise o gusto¢i mreze konacnih elemenata.

Kao generator mreZe konacnih elemenata koristi se softver GMSH, verzija-4.1.0. Generirana
mreza konacnih elemenata sadrzi 201504 konacna elementa, od Cega se u podrucju svakog la-
minacijskog paketa nalazi po 8100 konac¢nih elemenata, u podru¢ju medu-paketne izolacije se
nalazi ukupno 14600 konacnih elemenata, a u ostatku domene se nalazi 154504 konacna ele-
menta. Zahvaljujuci provedenoj homogenizaciji, mreZa konac¢nih elemenata u podrucju jezgre
ne mora biti vrlo gusta, a njena gustoéa naravno diktira i gustoCu mreze konacnih elemenata u
podrucju zraka i uzbudnog namota, koji iako nije izravno konstruiran zahtjeva dovoljnu gustocu
za ispravnu interpolaciju funkcije iz [9.1] Na slici[9.2] je prikazan dio mreZe konacnih eleme-
nata u podrucju jezgre. U laminacijskim paketima je koriStena strukturna heksahedralna mreza
konacnih elemenata, a za podrucje medu-paketne izolacije su kao konacni elementi koriStene
trostrane prizme. OCekivano, mreZa konacnih elemenata u podrucju medu-paketne izolacije je
najgusca i kvari brzinu konvergencije.

S obzirom na to da su konacne matrice postavljenog sustava jednadzbi velike i rijetko popu-
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Slika 9.3: Vektori magnetske indukcije u podrucju zraka oko jezgre. Radi zornosti prikaza, vizualizi-
rano je samo polje oko donjeg odsjecka jezgre. Prikazano vektorsko polje je prakti¢no jednako za obje
simulacije. Primjetan je znacajan udio "rasipnog toka" okomitog na ravnine lamela.

njene, za njihovo rjeSavanje ¢e se koristiti iterativni pristup. Obje formulacijama su simetri¢ne
pa Ce se koristiti CG algoritam (engl. Conjugate Gradient) uz toleranciju konvergencije postav-

ljenu na vrijednost 1-1075. Obje simulacije su provedene u softveru Elmer, verzija 8.4 [43]).

9.1.3 Rezultati simulacija

Iz rjeSenja zaA~Api Ty~ Ty prve simulacije, u fazi postprocesiranja je izracunat vektor mag-
netske indukcije B ~ V x Ay, i vektor vrtloznih struja fxy A~ V X Ty, koji su zatim aproksimirani
i ¢vornim baznim funkcijama radi bolje vizualizacije i analize reSenja. Njihova aproksimacija
¢vornim baznim funkcijama traje vrlo kratko, oko 10 sekundi. S druge strane, iz rjeSenja za
A~Aji ¢ ~ @y, potencijale, u fazi postprocesiranja je izraCunat vektor magnetske indukcije
B ~ V x Ay, i vektor vrtloZnih struja fxy ~ —jo(A, — Vo), koji su takoder aproksimirani i
¢vornim baznim funkcijama radi bolje vizualizacije i analize reSenja.

S obzirom na geometriju jezgre, pad magnetskog napona se gotovo u potpunosti javlja u zraku,
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pa postojanje Zeljezne jezgre minimalno utjeCe na putanju magnetskog toka u zraku. Rezultati
simulacije u podrucju zraka slazu se s tim teorijskim ocekivanjem kao S$to se vidi na slici [9.3]
na kojoj je prikazano rjeSenje za magnetsku indukciju u zraku oko donjeg odsjecka jezgre. U
podrucju gornjeg dijela jezgre koje nije prikazano, putanja magnetskog toka ima slican obra-
zac. Za obje simulacije je indukcija izraCunata kao B~V xAj,na identi¢noj mreZi konacnih
elemenata pa je i konacno rjeSenje za magnetsku indukciju u zraku prakti¢no jednako za obje
simulacije.

Usporedba apsolutne vrijednosti magnetske indukcije duZ cijele jezgre prikazana je na slici
Rezultati su gotovo identi¢ni za obje simulacije. Na slici [9.5] se vidi jednako dobro slaganje
magnetskih indukcija i u unutrasnjem dijelu jezgre. Na slikama se vidi utjecaj razli¢itog smjera
lameliranja Cetvrtog laminacijskog paketa u odnosu na preostala tri, kao $to je zadano s [9.3]i
Specificno za jezgre otvorenog tipa, razdioba magnetske indukcije nije homogena. Oceki-
vano, indukcija je maksimalna u vanjskim lamelama te na Cetvrtini visine jezgre jer je uzbudni
namot pozicioniran oko donje polovice jezgre. Na slici[9.5]se vidi nehomogena razdioba mag-
netske indukcije po unutraSnjem dijelu jezgre otvorenog tipa. Iako amplituda od B opada prema
unutras$njosti lamele, diferencijal od B nije tako znacajan po debljini lamele d = 0,3 mm pa
pogreska aproksimacije B~ b+ By + Z)Z nije velika.

Na slici prikazana je usporedba apsolutnih vrijednosti gustoée vrtloznih struja fyz. Uocljivo
je dobro slaganje rezultata za obje simulacije. U oba slucaju, vrtloZne struje fyz su koncentri-
rane u vanjskim lamelama. Ocekivano, za razliku od "jednodimenzionalnih" vrtloZnih struja
f'xy i jz, gustoéa vrtloznih struja J;Z ne korelira dobro s magnetskom indukcijom B u kona&nim
elementima, ali ni s x-komponentom magnetske indukcije, $to se moZe zakljuciti sa slike [9.3]
Zbog toga je vrtloZne struje fyz potrebno izravno modelirati pomocu strujnog vektorskog poten-
cijala T

Konacno, iz rjeSenja za magnetsku indukciju B i vrtloznih struja J;Z, moguce je izraCunati
ukupne gubitke zbog vrtloZnih struja. Rezultati izraCuna su prikazani u tablici 9.1 Zbog ma-
log relativnog odstupanja rezultata gubitaka, uz koriStenje iste mreze konacnih elemenata, a
znacajno bolje konvergencije, AT, —A formulacija je favorizirana za izraCun gubitaka zbog
vrtloZnih struja u lameliranoj jezgri otvorenog tipa. Osim toga, kao §to je ve¢ spomenuto, ko-

riStenjem A T, —A formulacije moguce je potpuno homogenizirati podrucje jezgre, tj. ukloniti

Tablica 9.1: Usporedba rezultata za ukupne gubitke P zbog vrtloZnih struja u Jezgrl dobivene simulaci-
jom temeljenom na A T, A formulacgl te mmulacqom temeljenom na A , 0 — A formulaciji. S Py + Py,
su oznaceni gubitci zbog ny i sz, a s P,; gubitci zbog JyZ

Py + Py, P, P broj iteracija
A, T, — A simulacija | 7,95mW | 5,7 mW | 13,65 mW 4690
A A Q— A simulacija | 7,95 mW | 595 mW | 13,9 mW 10750
relativno odstupanje 0% -4,2% -1,8% -56%
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B B
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Slika 9.4: Prikaz apsolutne vrijednosti magnetske indukcije B: (a) simulacija temeljena na AT —A
formulaciji. (b) simulacija temeljena na A, ¢ — A formulaciji.

B B
I 1.6 I 1.6
1.2 1.2
0.8 0.8
0.4 0.4
(a) (b)

Slika 9.5: Prikaz apsolutne anednostl magnetske indukcije B na odSJecku donJeg dijela jezgre: (a)
simulacija temeljena na A T.—A formulaciji. (b) simulacija temeljena na A , 0 — A formulaciji.

slojeve medu-paketne izolacije uz minimalnu racunsku pogresku. Time se pojednostavljuje
CAD model i dodatno ubrzava konvergencija CG algoritma. Usporedbe radi, ako se umjesto
T}C koristi T’, tj. ako se koristi homogenizirana A , T-A formulacija, svi rezultati za gubitke su
identi¢ni kao i kod A, Ty — A formulacije u tablici ali broj potrebnih iteracija iznosi 13800

iteracija, Sto je skoro 30% viSe nego kod A, (0] —A formulacije.
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Slika 9.6: Vizualizacija apsolutne vrijednosti vrtloznih struja fyz: (a) simulacija temeljena na A', T.—A
formulaciji. (b) simulacija temeljena na A, o — A formulaciji.

A
I 10000

7500

I 5000

- 2500

P wn?

B 10000

7500

I 5000

2500

(a) (b)

Slika 9.7: Prikaz razdiobe gustoce gubitaka P na odsjecku donjeg dijela jezgre: (a) simulacija temeljena
na A, T, — A formulaciji. (b) simulacija temeljena na A, ¢ — A formulaciji.

Na slici [9.7] je prikazana vizualna usporedba ukupnih gubitaka u jezgri dobivenih objema si-
mulacijama. Ocekivano, dobiva se dobro slaganje izmedu razdioba gubitaka. Iako su prema
tablici @ gubitci Py, + P, veci nego P, gubitci P, imaju veCu gustoCu. SpecifiCno za jezgre

otvorenog tipa, ukupni gubitci su opéenito vise koncentrirani u vanjskim lamelama.
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9.2 Metoda za izracun ukupnih gubitaka u jezgri

Kao $to je opisano u uvodnom poglavlju, ukupne gubitke u feromagnetskom materijalu se moze
rastaviti na gubitke zbog histereze, gubitke zbog klasi¢nih vrtloZnih struja te dodatne gubitke.
Po kriteriju prostorne skale na kojoj se dogadaju, gubitci zbog histereze i dodatni gubitci imaju
mikroskopsku prirodu te njihova prostorna razdioba dobro korelira s razdiobom magnetske in-
dukcije [1]]. S druge strane, klasi¢ne vrtloZne struje su makroskopski fenomen ¢ija prostorna
razdioba ovisi o ukupnom toku te obliku feromagntskog materijala. Posljedi¢no, prostorna
razdioba gubitaka zbog vrtloZznih struja ne korelira dovoljno dobro s prostornom razdiobom
magnetske indukcije. Medutim, kao Sto je ranije opisano, u slucaju feromagnetskih lamela,
moguce je unutar bliskog okolisa bilo koje tocke lamele rastaviti vrtloZne struje na tri tipa vr-
tloznih struja, tj. J ~ fxy + et fyz, od kojih f'xy i jx, vrlo dobro koreliraju s indukcijom B u toj
tocki. Posljedi¢no, gubitci zbog vrtloZnih struja fxy i Jre pokazuju lokalni karakter kakav imaju
gubitci zbog histereze 1 dodatni gubitci tj. ih je moguée dobro estimirati iz razdiobe magnetske
indukcije B u lameli, tj. u jezgri. S druge strane, vrtloZne struje fyz imaju globalni karakter i
slabo koreliraju s magnetskom indukcijom B.
Za zadani feromagnetski lim obi¢no su dostupne krivulje ovisnosti specificnih gubitaka o induk-
ciji, dobivene pomocu Epsteinovog aparata. S obzirom na dobru korelaciju gubitaka i indukcije
u tocki lamele, iz razdiobe magnetske indukcije Bu jezgri mogude je estimirati sve gubitke,
osim gubitaka uzrokovanih vrtloZnim strujama f'yz. No, krivulja ovisnosti specificnih gubitaka
o indukeciji svakako ne ukljucuje gubitke zbog vrtloZnih struja fyz, jer mjerenje gubitaka u Ep-
steinovom aparatu eliminira rasipni magnetski tok. Prema tome, kombinacijom krivulje speci-
ficnih gubitaka o indukciji s izraCunatom razdiobom magnetskog toka u fazi post-procesiranja
moguce je izraCunati sumu svih gubitaka, osim gubitaka P, koje se onda moZe jednostavno
izraCunati u fazi postprocesiranja kao u prethodnom odjeljku 9.1

Kako bi se utvrdila valjanost predloZzene metode za izraCun ukupnih gubitaka u jezgri, pro-
vest ¢e se izraCun ukupnih gubitaka za konkretnu jezgru otvorenog tipa te e se dobiveni re-
zultati usporediti s rezultatima mjerenja ukupnih gubitaka. Najprije ¢e biti opisane dimenzije,
znacajke materijala i ostale karakteristke lamelirane jezgre i uzbudnog namota. Zatim Ce se pri-
mjenom razvijenog matematickog modela temeljenog na metodi konacnih elemenata izraCunati
gubitci zbog vrtloZnih struja u zadanoj jezgri putem racunalne simulacije. Nakon toga ée se
definirati mjerna shema i opisati mjerni postav te prikazat rezultati mjerenja snage u ovisnosti o
indukciji, na rasponu frekvencija od 10 do 500 Hz. Analizom izmjerenih podataka estimirat ¢e

se udio razlicitih tipova gubitaka u jezgri.
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b\A b

(a) jezgra (b) kostur namota

Slika 9.8: Prikaz 3D modela jednodijelne jezgre otvorenog tipa te 3D modela kostura namota s naz-
na¢enim nazivima dimenzija. Smjer lameliranja jezgre je u smjeru dimenzije b. Na slici nije prikazan
uzbudni namot sacinjen od 447 zavoja bakrene Zice ravnomjerno namotane na dio kostura namota.

Tablica 9.2: Vanjske dimenzije jezgre, kostura namota i uzbudnog namota.

duZina a | Sirina b | visina ¢

jezgra 4 cm 1 cm 20 cm
kostur namota 9cm 24cm | 12cm
uzbudni namot | 10,6 cm | 4 cm 10 cm

9.2.1 Jezgra i uzbudni namot

Mjerenja i simulacije su provedene na lameliranoj jezgri otvorenog tipa postavljenoj unutar uz-
budnog namota, pri ¢emu se centar mase jezgre nalazi u centru globalnog ¥, ¥, {-koordinatnog
sustava, dok je centar mase uzbudnog namota smjesten u tocku (0 cm, O cm, -3 cm). Uzbudni
namot je namotan na plasti¢ni kostur namota. Na slici[9.8]su odvojeno prikazani 3D model jez-
gre i 3D model kostura namota radi zornijeg prikaza te kako bi se oznacile njihove dimenzije.
Radijus zakrivljenosti kradih stranica kostura namota jednak je »/2, odnosno u pitanju su dvije
polokruzZnice. Iznosi vanjskih dimenzija jezgre, kostura namota i uzbudnog namota navedeni
su u tablici[9.2] Izbor veliCine jezgre i namota bio je diktiran mogucnostima naponskog izvora.
Unato¢ velicini jezgre, vrijednosti gubitaka su bile mjerljive dostupnom mjernom opremom.

Jezgra je sastavljena od 27 lamela orijentiranog feromagnetskog lima M140-35S. Debljina la-
mela je dakle d = 0,35 mm, a konacni faktor punjenja jezgre iznosi k, = 0,95. Prema podacima

o materijalu M140-358S, elektri¢na provodnost iznosi k¥ = 2- 10° S/m, a magnetska permeabil-
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Slika 9.9: Krivulja ovisnosti specifi¢nih gubitaka FP;p,.. 0 amplitudi indukcije B za lim M140-35S

nost iznosi = 3 - 10%w,. Pretpostavit ée se izotropne znacajke materijala unutar pojedine
lamele jer nisu dostupna mjerenja anizotropnosti znacajki materijala. Uzbudni namot se sastoji
od 447 zavoja bakrene Zice promjera ¢ = 1,2 mm namotane u Sest slojeva na kosturu od ABS
plastike prikazanom na slici Krivulja ovisnosti specificnih gubitaka o indukciji pri frekvenciji
f =50 Hz za lim M140-35S prikazana je na slici[9.9] Krivulja specifi¢nih gubitaka je dobivena
od strane proizvodaca lima te predstavlja ovisnost specificnih gubitaka o prosjecnoj indukciji u

limu pri homogenoj razdiobi iskljuc¢ivo tangencijalnog magnetskog toka.

9.3 Izracun gubitaka u stvarnoj jezgri

Na racunalnom modelu zadane jezgre i namota provedena je simulacija temeljena na A T — A-
formulaciji kako bi se izracunali magnetska indukcija B i vrtloZne struje fyZ te na kraju ukupni
gubitci u jezgri P uz koriStenje krivulje Psp..(B) prikazane na slici Budu¢i da ¢e mjere-
nja gubitaka biti dostupna samo za raspon prosjecne indukcije u jezgri od 0 T do 0,5 T, zadane
linearne znacajke materijala su dovoljno dobra aproksimacija stvarnih, nelinearnih znacajki ma-
terijala.

Rezultati simulacije za razdiobu magnetske indukciju u jezgri prikazani su na slici [9.10a
Iznos izracunate prosjene indukcije u jezgri dobro se slaze s izmjerenom prosjecnom induk-
cijom u jezgri. Na slici prikazana je razdioba gustoce vrtloZnih struja fyz, induciranih
magnetskim tokom okomitim na plohe lamela. Zbog prisutnosti sviju ploha simetrije, izracun
je proveden samo za Cetvrtinu modela jezgre. Prikazane razdiobe indukcije i vrtloZnih struja
sli¢ne su razdiobama kod Ceterodijelne jezgre iz odjeljka[9.1]

KoriStenjem rezultata numericke simulacije za magnetsku indukciju u kombinaciji s krivuljom
Pspec (B) sa slike izraCunata je suma svih gubitaka koji dobro koreliraju s magnetskom in-

dukcijom u kona¢nom elementu, a to su dakle gubitci zbog vrtloZnih struja J_;Cy iJ, te gubitci
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B, T J, A/m2
I 1.6 I

1.2 2e+5
I 0.8 I

le+b
0.4
0 0
(a) (b)

Slika 9.10: Vizualizacija rezultata simulacije temeljene na K, T, —K—formulaciji: (a) razdioba magnetske
indukcije B. (b) razdioba vrtloznih struja fyz. Zbog prisutnosti ploha simetrije I'p i I'g, simulacija je
provedena nad cetvrtinom modela.
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160 - = Py zbogd,,
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140 -
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= 100
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40

20

Slika 9.11: Usporedba izmjerenih i izraCunatih gubitaka pri frekvenciji f = 50 Hz.

zbog histereze i dodatni gubitci. Nakon toga preostaje joS izraCunati gubitke zbog vrtloznih

struja Jy, §to se jednostavno provodi u fazi postprocesiranja, integriranjem izraza |JyZ|2 /2K.

Konacno, zbrajanjem gubitaka dobivenih uz "Epsteinovu krivulju" s gubitcima zbog vrtloznih

struja fyz, izraCunati su ukupni gubitci u jezgri koji bi trebali slagati s izmjerenim ukupnim

gubitcima u jezgri. Usporedba izraCunatih i izmjerenih gubitaka je napravljena za prosjecne
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indukcije u jezgri od 0 T do 0,5 T, pri frekvenciji f = 50 Hz, a rezultati su prikazani na slici
9.T1] Kao Sto se moZe vidjeti na slici[9.11] prisutno je jako dobro slaganje izmedu izracunatih i
izmjerenih gubitaka. "Epsteinove" gubitci, prikazani zelenim (crta tocka) grafom ¢ine oko 2/3
ukupnih gubitaka, a preostala 1/3 gubitaka otpada na gubitke zbog fyz, prikazane plavim (crta
crta) grafom. Mjerni postav i mjerna metoda pomocu koje su izmjereni ukupni gubitci u jezgri,

prikazani crvenim tockama na slici[9.11] opisani su u nastavku.

9.4 Mjerenje gubitaka u stvarnoj jezgri

Uz mjerenje ukupnih gubitaka na frekvenciji f = 50 Hz, provedena su mjerenja na frekvencij-
skom rasponu od 10 Hz do 500 Hz kako bi se u konac¢nici estimirao udio gubitaka zbog his-
tereze, te dinamickih gubitaka koji ukljuCuju gubitke zbog vrtloznih struja te dodatne gubitke.
Dobiveni rezultati ukazuju na znacajan udio gubitaka zbog histereze, i jo§ veéi udio dodatnih
gubitaka u ukupnim gubitcima te ih treba uzeti u obzir prilikom optimiziranja transformatorske

jezgre s obzirom na ukupne gubitke u jezgri.

9.4.1 Nadomjesna shema

U nastavku ¢e biti opisana nadomjesna shema mjernog postava prikazana na slici [0.13] Pri-
marni, energetski krug Cine serijski spoj naponskog izvora U; 1 nadomjesnog modela uzbudnog
namota sa feromagnetskom jezgrom. Otporom Rc, modelira se radni otpor namota, dok se
induktivitetom L, modelira pad magnetskog napona u zraku pa veéi dio primarne struje pred-
stavlja struju magnetizaranja zraka koja teCe kroz L,,. Preostali dio primarne struje otpada na
struju magnetiziranja feromagnetske jezgre Ciji se doprinos induktivitetu modelira s L; te na
ukupne gubitke u feromagntskoj jezgri modelirane otporom Ry.. Manji dio ukupnog magnet-
skog toka pritom ne prolazi kroz jezgru nego se zatvara kroz preostali zrak pa predstavlja rasipni
magnetski tok ¢iji se doprinos uzima u obzir pomoc¢u rasipnog induktiviteta L,.

Mjernu shemu ¢ine sekundarni krug, prikazan serijskim spojem meduinduktiviteta M, 1 napon-
skih stezaljki vatmetra W, te tercijarni krug sastavljen od serijski spojenih meduinduktiviteta
M3 1 voltmetra V. Sekundarni mjerni krug sluZi za mjerenje snage, dok tercijarni mjerni krug
sluzi za simultano mjerenje prosjecne indukcije u jezgri [56]]. Nije potrebno modelirati samoin-
duktivitete sekundarnog i tercijarnog kruga bududéi da oba ukljucuju serijski spoj s voltmetrom,
pa je struja u njima zanemarivog iznosa. Dakle, sekundarni i tercijarni krug su meduinduktivno
vezani s primarnim strujnim krugom. Sekundarni namot ima 335 zavoja tanke bakrene Zice
promjera ¢ = 0,2 mm i namotan je tako da bude Sto je mogude bliZze unutarnjoj plohi kostura
namota sa slike Visina sekundarnog namota je 10 cm. Posljedi¢no, koeficijent meduin-

duktivne veze izmedu primarnog i sekundarnog namota k> ima visok iznos, to¢nije k1o = 0,96.
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e .

Slika 9.12: Fizic¢ki mjerni postav. U prvom planu se nalazi zadana jezgra smjestena unutar crnog plastic¢-
nog kostura oko kojeg je namotan uzbudni namot. DuZ jezgre je namotan tercijarni namot. Sekundarni
namot se nalazi s unutarnje strane plasticnog kostura. Od prikazanih uredaja, na dnu je naponski izvor,
iznad njega watmetar te na vrhu voltemetar.

—@—E
Rey
U, D

Slika 9.13: Nadomjesna shema energetskog i mjernog kruga

Tercijarni namot ima 550 zavoja bakrene Zice promjera ¢ = 0,2 mm ravnomjerno namotanih
duz cijele jezgre kako bi se Sto to¢nije mjerila srednja vrijednost indukcije u jezgri. Dakle,
visina tercijarnog namota iznosi 20 cm.

U realnom postavu se za naponski izvor koriste dva razliCita uredaja za dva razlicita frek-
vencijska raspona. Dakle, moguce je podesavati i amplitudu i frekvenciju izvora U;. Na niskim
frekvencijama, od 10 Hz do 50 Hz, koristi se TOE-7621, a na ostalim frekvencijama, od 40 Hz
do 500 Hz, koristi se KEYSIGHT-AC6801B. Za vatmetar se koristi digitalni vatmetar HIOKI-
PW3336, dok se kao voltmetar koristi digitalni multimetar RIGOL-DM3061.
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Slika 9.14: Indukcijske krivulje za frekvencije f = 10 Hz, 15 Hz,20 Hz i 30 Hz. Na apscisi se nalazi
prosjecna magnetska indukcija u jezgri, dok se na ordinati nalaze ukupni gubitci u jezgri.
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Slika 9.15: Indukcijske krivulje za frekvencije f = 40 Hz,50 Hz,65 Hz,80 Hz i 100 Hz. Na apscisi se
nalazi prosjecna magnetska indukcija u jezgri, dok se na ordinati nalaze ukupni gubitci u jezgri.

9.4.2 Rezultati mjerenja

Koristenjem prethodno opisane sheme i mjernog postava snimljene su diskretne tocke induk-
cijskih krivulja, tj. krivulja ovisnosti snage o indukciji pri razli¢itim frekvencijama. TocCnije,
izmjereno je 17 skupova tocaka (P(f,B), B(f)) f=konst., Na 17 razlicitih frekvencija u rasponu
od 10 do 500 Hz. Nakon S§to je naponski izvor postavljen na neku frekvenciju f, promjenom
amplitude napona mijenja se iznos prosjecne indukcije u jezgri B, a posljedi¢no i ukupni gubitci
u jezgri P, te se i B i P istovremeno ocitavaju. Prije analaze podataka, potrebno je izmjerene

gubitke preracunati sa sekundarnog namota na primarni namot. Koeficijent preraCunavanja iz-
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Slika 9.16: Indukcijske krivulje za frekvencije f = 150 Hz,200 Hz,250 Hz i 300 Hz. Na apscisi se
nalazi prosjecna magnetska indukcija u jezgri, dok se na ordinati nalaze ukupni gubitci u jezgri.

O ” L L L L L L L L L L L I L L L L L L L L L L L L L L L
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
B, T

Slika 9.17: Indukcijske krivulje za frekvencije f = 350 Hz,400 Hz,450 Hz i 500 Hz. Na apscisi se
nalazi prosjecna magnetska indukcija u jezgri, dok se na ordinati nalaze ukupni gubitci u jezgri.

nosi 1,3. Dobiveni rezultati su zatim aproksimirani koriStenjem nelinearne metode najmanjih
kvadrata u MATLAB-u kako bi se dobile indukcijske krivulje. Za aproksimaciju je koriStena
funkcija oblika P = kB™, gdje su k i m aproksimacijske nepoznanice.

Mjerne tocke skupa s dobivenim aproksimacijskim krivuljama grupirane su u Cetiri frekvencij-
ska raspona te prikazani na slikama. Za frekvencije f = 10 Hz, 15 Hz,20 Hz i 30 Hz rezultati
su prikazani na slici[9.14] Za frekvencije f = 40 Hz,50 Hz,65 Hz,80 Hz i 100 Hz indukcijske
krivulje su prikazane na slici[0.15] Treca grupa indukcijskih krivulja mjerenih za frekvencije
f =150 Hz,200 Hz,250 Hz i 300 Hz prikazana je na slici[9.16] a Cetvrta grupa za frekvencije
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Slika 9.18: Graficki prikaz funkcije § =1,47B"71 4-0,684B' 93 f0.71

f =350 Hz,400 Hz, 450 Hz i 500 Hz na slici 917}
Kao $to se mozZe vidjeti na slikama[9.14][0.15[9.16]i[0.17} ostvarena je vrlo dobra aproksimacija

mijernih to¢aka na svim frekvencijskim razinama. Sto se ti¢e nepoznatog koeficijenata k i eks-

ponenta m, i jedan i drugi ovise o frekvenciji Sto znaci da jednostavni Steinmetzov model ovdje
nije primjenjiv. Pritom je k(f) jednostavna polinomska funkcija s dva stupnja slobode, dok
za m(f) nije moguce prona¢i dobru aproksimaciju ¢ak ni s pet stupnjeva slobode §to ukazuje
na prisutnost viSe tipova gubitaka u ukupnim gubitcima, a koji razlicito ovise i o frekvenciji
i o magnetskoj indukciji. Takvi rezultati su u skladu s fizikalnim modelom koji razlikuje gu-
bitke zbog histereze, za koje povrSina petlje histereze nije ovisna o frekvenciji pa ih se naziva
statickim gubitcima, te dinamicke gubitke kod kojih povrsina petlje histereze jako ovisi o frek-
venciji.

U skladu s prethodnim rezultatima i teorijskim predvidanjima, provedena je aproksimacija
prethodno izmjerenih podataka skalarnog polja P(f,B) kori$tenjem nelinearne metode najma-
njih kvadrata, uz pretpostavljenu aproksimacijsku funkciju oblika ? = kpB™ + kgB™d f€. Gu-
bitci P su podijeljeni s frekvencijom f kako bi se dobili gubitci po ciklusu petlje histereze.
Prema tome, konstantni ¢lan k; B"" predstavlja histerezne gubitke u jednom ciklusu magnetiza-
cije, ¢iji je iznos dakle neovisan o frekvenciji te ih se naziva statickim gubitcima, a drugi ¢lan
kyB™d f¢ onda predstavlja dinamicke gubitke.

Aproksimacijom u MATLAB-u dobivena je kona¢na funkcija

P
7= 1,47B"71 +0,684B'3 071 (9.5)

prikazana graficki na slici[9.18] Ocekivano, staticki i dinamicki ¢lan gubitaka po ciklusu mag-

netizacije razli¢ito ovise i o0 magnetskoj indukciji, kao Sto se vidi iz eksponenata my, i m,.
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Primjeri racunalnih simulacija i usporedba s mjerenjima
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Slika 9.19: Udio histereznih gubitaka P,, gubitaka Py, + P, zbog uskih vrtloZnih struja, gubitaka P,,
zbog vrtloznih struja Jy, te dodatnih gubitaka P4, na frekvenciji f = 50 Hz, u ovisnosti o prosjecnoj
magnetskoj indukciji u jezgri

Unosenje treCeg ¢lana u aproksimacijsku pretpostavku, kako bi se dinamicki gubitci dalje ras-
tavili na klasi¢ne gubitke zbog vrtloZnih struja 1 dodatne gubitke nema efekt na rezultat aprok-
simacije, tj. ponovno se dobiva funkcija[9.5] Takav rezultat je donekle ocekivan s obzirom na
to da su gubitci zbog vrtloZnih struja i dodatni gubitci statisticki raspregnuti efekti istog poza-
dinskog mehanizma koji se zbiva na mikroskali unutar feromagnetske lamele [[1], [2]], [3]].

Dakle, iz funkcije dobivene analizom izmjerenih gubitaka izravno slijede gubitci zbog his-
tereze. S druge strane, gubitke zbog vrtloZnih struja moguce je dobro ocijeniti putem racunalne
simulacije temeljene na metodi kona¢nih elemenata. Ako se preostale gubitke iz funkcije [9.5]
svrsta pod dodatne gubitke, dobiva se estimacija udjela svih spomenutih tipova gubitaka u ukup-
nim gubitcima, prikazana na slici S obzirom na to da se radi o orijentiranom feromag-
netskom materijalu, dodatni gubitci P;,; imaju znacajan udio. Medutim, na viSim prosjecnim
indukcijama se ocekuje da gubitci P, zbog vrtloZnih struja Jy, postanu dominantni, Sto ukazuje

na benefite izrade viSedijelnih tipova jezgara.
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Zakljucak

U radu je opisana metoda za izraCun gubitaka zbog klasi¢nih vrtloZnih struja u lameliranoj
transformatorskoj jezgri otvorenoga tipa. Opisane su specificnosti vezane za jezgru otvore-
nog tipa te njihov utjecaj na razdiobu elektromagnetskih polja u podrucju jezgre. Zbog veli-
kog efektivnog zracnog raspora u magnetskom krugu jezgre otvorenoga tipa, magnetski tok je
neravnomjerno rasporeden po popre¢nom presjeku jezgre Sto znaajno komplicira pristup ma-
tematickom modeliranju problema. Stovise, velik udio magnetskog toka prodire okomito na
ravnine lamela zbog ¢ega naj¢eS¢e dominantan iznos u ukupnim gubitcima u jezgri imaju vr-
tloZne struje inducirane takvim rasipnim” tokom. Kako bi se smanjio njihov iznos, jezgru je
mogude izvesti od veéeg broja vitkijih dijelova, ¢ime se u konacnici povecava efektivni otpor
lamela. Medutim, takvi zahvati unose dodatne slojeve elektricne izolacije koje opcenito nije
moguée homogenizirati u slucaju koriStenja standardnih matematickih formulacija.

S obzirom na navedene specifi¢nosti jezgre otvorenoga tipa, pogodno je koriStenje magnet-
skog vektorskog potencijala Ai strujnog vektorskog potencijala T kao problemskih varijabli. U
skladu s tim izvedena je i slaba Galerkinova AT —Z—formulacija temeljena na metodi konac-
nih elemenata. S obzirom na naglaSenu trodimenzionalnost jezgre i tipicno velik broj lamela,
razvijenu formulaciju nije bilo moguce koristiti izravno, osim u slu¢aju minijaturnih jezgara s
relativno malim brojem lamela. Prema tome, bilo je nuZno provesti postupak homogenizacije
slabe formulacije. Kako bi se ostvario valjan homogenizirani matemati¢ki model vazno je uvesti
prikladna pribliZenja u fizikalnoj slici vrtloZnih struja. S obzirom na to da je geometrija svake
lamele gotovo dvodimenzionalna, tj. debljina lamele je puno manja od Sirine i visine lamele,
opravdano je u volumenu konacnog elementa unutar lamele rastaviti vektor gustoée vrtloZznih
struja 1 vektor magnetske indukcije na po tri ortogonalna, medusobno neovisna vektorska po-
lja. Daljnjim razmatranjem uvedenih vektorskih polja unutar ogranicenog volumena jednog
konac¢nog elementa dobiva se modificirana Galerkinova slaba formulacija koja je valjana samo
lokalno, unutar promatranog konacnog elementa. Homogenizacijom modificirane formulacije

se takva lokalna formulacija transformira u globalnu formulaciju, tj. dobiva se konacna Ga-

112



Zakljucak

lerkinova A, T, —K—formulacija koja vrijedi globalno, u podrucju cijele jezgre s nadomjesnim
homogenim i anizotropnim znacajkama materijala unutar pojedinacnog laminacijskog paketa.
Time se u na kraju omogucuje koristenje mreZe konacnih elemenata znatno manje gustoce uz
simultano modeliranje sveukupnih vrtloZnih struja u lameliranoj jezgri otvorenog tipa ¢ime se
dobiva to¢na razdioba prosjecne magnetske indukcije i vrtloZnih struja u jezgri.

Osim toga, koriStenjem strujnog vektorskog potencijala T, umjesto T,u kombinaciji sa struktur-
nom mrezom konaénih elemenata, eliminira se oko 1/3 stupnjeva slobode u podrucju jezgre, pa
konvergencija AT — X—formulacije postoje brza nego u slu¢aju standardno koriStene A, (0} —A-
formulacije. Takoder, primjenom homogenih Dirichleteovih grani¢nih uvjeta T x7=0na
slojeve medu-paketene izolacije, u slucaju visSedijelnih jezgara, moguce je izostaviti njihovo
eksplicitno konstruiranje u 3D modelu. Time se omogucuje potpuna homogenizacija podrucja
jezgre, smanjuje gustoca diskretizacije 1 znaCajno podiZe kvaliteta mreZze konacnih elemenata
te brzina konvergencije.

Rezultati simulacije temeljene na Z, T, —X-formulaciji pokazuju dobro slaganje s rezultatima
dobivenim simulacijom temeljenom na X, (0} —A'—formulaciji. Proveden je i izracun ukupnih gu-
bitaka u realnoj lameliranoj jezgri otvorenog tipa pomoc¢u metode koja se temelji na AT, —A-
formulaciji, a dobiveni rezultati su usporedeni s rezultatima mjerenja ukupnih gubitaka u jezgri.
Utvrdeno je vrlo dobro slaganje gubitaka dobivenih putem racunalne simulacije s gubitcima
dobivenim mjerenjem, ¢ime je razvijena metoda validirana. Analizom izmjerenih gubitaka es-
timiran je udio preostalih tipova gubitaka u jezgri.

U nastavku istraZivanja, fokus ¢e biti na naprednom modeliranju nelinearnih feromagnetskih
materijala kako bi se uz gubitke zbog vrtloznih struja omogucio direktan izracun gubitaka zbog

histereze te dodatnih (anomalijskih) dinamickih gubitaka.
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