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napon na podetkn voda, t.j. za x=0 do %ass =0 jednak nuli, od toga
tase neks zadana funkcija vremena.

Poletni uvjet fe glasiti:

yix,t) =0 za

To dekle znati, da je napon na%cijelom vodu jednsk nuli do &zssa $=0.

Da se problem radunski Sto vide pojednostavni, uvest demo nove

konstante g v _
g = LG+RC (5}
. % RC-L i e«
& = | S (6)
) 250
gime j@-dma&i‘ﬁsba (1) dobiva oblik
24 : . .
ve -——7{% ? = (@ ‘. @2)“%’ g %?%j * jig ’ (5)
zatim uvedemo novu funkeiju
u o= ye gt (9)
i konatno provedemo transfeormmeiju neovisnih varijabla
% _ & pid :
= S (t+3 (10)
) s 5 (t-3) . (11}
JednadZba (8) se onda pretvara u
(12)

- ,,,,é/ ) }5*&{\




RijeSimo 11 (10),(11) po x 1 %, dobijems

o= L(E-q) (13)
o= L(gep) (14)

Pri tom preipostavijame 5% 0, dakle prema definieciji (6} & 2> 0,

0, koji daje narclito pojednostavnjenje,

]

dok igkljulujemc slufa] &
naime t.zv. vod bez izobliZenja.
Fretpostavke x=0 znadi prems (13} %zsfi » 8 t< 0 daje

vrems  {14) %+i =28 < 0, dakle f%«f;,{:v, tako da (2) obzirom na (9)

-3
glasi:
u(iggé) =0 za £ 0 (15)
dok (3) prelaziw )
za 220 (16)

gdlie sad ?( ii'a) mo¥emo smatrati povelino z%ﬁé;

o8ito takedjer u intervalu O £¥<es  dva PO ’ e,

Tviet (4} prelaszi u

u( £,7) =0 za g+ < 0 . (17}
Ew-% 26

Doetach je pokaza@*}, da rjeSenje ovog problema nije jednoznadng.,
Treba naime uwoesditi, da se kod hiperbolidne diferencijalne jednadibe, kaodtc je
(12}, singulariteti na rubu podrulja varijabilitets, za koje trafimo rjedenje,

nastavljaju u vnntrednjost uzduf karekteristike. Tako ¢e se u nademslufaju

*)} G. Doetsch, Flektrische Schwingungen in einem anfénglich strom— und
spannungslosen Kabel unter dem ¥influss einer Randerrsgung. Fesischrift
der Technischen Hochschule Stuttgart, Springer 1529, str.56 - 78, narodito

S‘grv ?5 s ?8@
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diskontinuitet, 5to ge mofe imeti wu( ¢,% ) u todki £=0,

nagtavitl uzduZ karskteristike ?&z@. JzduZ te karakteristike onda ucpée

ne postojl rjelenje diferehcijalne jednadfbe., Izvan fte karskieristike mofe

se premz Doetschu uchbifiajenom rjedenju naSeg probléema superponiratl rjefanje,
koje fizikalno znadi posljedicun udarncg pcjava, koji se, grubo releno, sastoji
u tome, da je ns poletkn voda u dasu =0 djeloveo neizmjerno velik napon
krez nelzmjerne kratko vrijeme.

Da izbjegnemc ovoj viSeznadnosti rjefenia, mi demo problem shvatiti
kac graniéni slu¥aj problems, kod kojega nema singulariteta na rubw, pa stogs
niti u unutradnjosti. U tu svrhu demo diskontinuitet funkcije u(%;,% )
premostiti vrlo strmim uwseponem, i to ovsko:

Odaberemo =70 1 cdredimo koefleljente cijele rscicnalne funkeije

5. stepena

h(%} = a, + 84 +az-§§2+a3§§3+a4?§é‘+a5§5
(18)
tako, da bude
n(0) = h*(0) = n**(0) = hi(£) =h'* () =0 (13)
WE) =1 . (20)
~ Radun daje
By = aq = 8y = O o {213
10
__ 15 |
2y Y (23}
&
& T 5 (24)
dakle .
% 1 % 1 = & :f.
h(§)2£,55,§§$+§§5 (25)

. . o ; £ 2 3
R { g) - g% %2 " g% §§ + é% %4 - BGéﬁ (1 - él)Q (26)
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Tz (26) s=me vidi, da je prva derivacija te Tunkcije izmedja
g i & pozitivna, ps da prema tome funkeija od ¢ do &£ monotono raste.

. Vrijedi dakle =zbog (19) 4 (20)
o £ n(g) £ 1 za 0 £ § £ & (27)

Ragmetrime 1i sad funkeijun

H(E) . = n(E) . (&) (28)

to iz {19} i (20) slijedl, da je

H(0)} = H*(0) = H??(0) = O (29)

H(E ) = 4(2) . | (30)

H(E) = qt(s) - (31)

Her(e) = (e o ' (32)

Csinm toza je zbog (27) za (O£ 3 £ &
o o < H( $(%) | - (338)
EAE] | -

0 =H(j (1) (33b)

!wf prems tome, da 1i je %g(%; §') < 0. |
Ako dakle izmedju O 1 & nadomjestimo funkeiju (%) funkeipm
H{%}), to smo postigli, da ée obzirom na (29),(35),(31),(32} fuﬁksija
u(%i*% ) biti svagdje dva puta kontinuiranc derivabilna, a osim toga
vrijedi (3%3a) odnosnc (%3b), take da kod granidncg prijelaza £ -2 O
funkecija ostaje konséna, pe je iskljuleno, da bi u rjedenju mogle biti
invelvirane posljedice wndarnog pojava.

Cinjeniea , da je wu(&,% ) dve puta kentinuiranoc derivabilna
uvjetuje, da ksrakiteristika B=0 nije izuzeta iz podruéja\varijaﬁiliteta,

Time

- u kojem rjedenje postoji., mmxxds

' otpada moguénost videznadnog rjefenja, kako ga obrazla¥e Doetsch.
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Punkeijnu, kojoj konvergira rjedenje, kada provedemc granilini prijeiss
£-»0, moéi éemo s pravom smatrati fizikalno ispravnim rjeBenjem.
Pretpogtavime dakle zassands, da Je dzmedju © 1 &  funkeija

w { g) nadomjeStena funkcijom H( %), definiranom prema (28). Ovako

3

modificiranu funkeiju % ( £) oznadit demo 83 g( §)e

EmEnakeiiay _ . , .
Ako su trafens funkeijse u(fi »7 ) i njezine prve derivacije zadane

nzduZ luka neke krivulje, koji svaka kavakteristika sijele najvide jedamputs,
to gnamo, da je rjefenje odredjenc u pravokuiniku, Ste ga &ine karakterisgtike,
koje prolaze krajniim tolkama toge luka.

Iz (17} slijedi, da @ﬁ?«ggtiémm podrugju i prve derivacije od u

jednake nuli, pa to mors vrijediti 1 na rubu, t.j. na praveu :34- no= e

- za §=2 0, Ove potonje glijedi iz toga, &to su svakeke i funkeijs i njezine

prve derivanije u poedrudju 3 - =0 svagdje kontinuirane, bududi da
svagdje postoji rjeSenis od (12) i prema tome mijedana druge derivaci ja.
Odaberemo 1i na praveu ©+7% =0  todke (0,0} 4 (51,»3;1) Z8

%

k19
%{gﬁ’} O, to ée dakle f?ﬁ@ij& uf 5} >} ) biti jednaka nuli u pravkutniku, kojii

"

dine kerskteristike £=0, 9=0, i=f,, %=~¢&, ., Buduéi das £
3 i Sl CTIEE LR S £q

mokemo odabrati mekar kako velik, to je jasno, da je funkeija u jedneka
nuli za svako  %=C, £2 0.

Uvjet (17) mo¥emo dakle nadomjestiti uvjetom

w(§,7) =0 za 720, §é0 (34)

dok sme u uvjetu (16) funkeiju 4(§) nedomjestili funkeijom F(<€ ),

Mogli bismo sada poiraziti rjefenje, pa onda izv;'réj;ti granidni prijelsz
& ce
& -3 0, Ipak ée biti 1jepSe, da veé sada razmotrimo, kojim uvietima na rubu
podrudja deno sa (16) 1 (34) biti podvrgnuta funkcija dobivena tim granisnim

prijelazonm.



Odaberemo u tu svrhu £, 0. Integriramo diferenci jalnn jednadZbu (12)
po 7 uzdu¥ pravea §= %,, gdje je £, 0 i to od todke  A( =140
gdje je %420, do tolke B( §1, 51}6 Integracije lijeve strane jednadfbe

{12} daje

'4{%32&%(1@ | ) ’

¢
: d? ‘ b N
oo - (e, - (e

‘%E::E,g ‘wi.-:.wﬁ“

dok integracija desne sirane od (12) daje obzirom na (34)

& S
i oudy = ¢ dy (386)
y 3 -
H #
m”{g‘i 3

Buduéi da je obzirom na (34) drugi &lan na desnoj straeni od (35) jednak

nuli, to dobijsmo

%4
{ AW
% 1 dy = - (37
3 g§§g E= iy )
. 54§
o

5

"
i
el

Integracija po § desne strane od (37) po praveu 7= 8y od todke

C{£,4,£,4) do tofke B daje:




gadrifanc 1 rjedenje problema, kod kcojega je diskontinuitet nadomjeSten strmim

iko jJe T maxsimum od %u% u podrudju
P Y
5§ ° 7
£ : -
§ ‘éi‘ g {39)
AT S /
A £ &,
onda slijedi iz (37), da je
ol
i%@g € E U (40)
SEE= §y '
o F
i -J-.,Jg
o 4 . P vﬁ.‘gﬂd.t. 4 3 1__ . S . ﬁ.a - = 2
'o ce, razumije se vrijediti 1 onda, ako ¥ varira izmedju &£, 1§,
tako da iz {(38) slijedl
3 /= - - % d i Y S % v ¥
gu"a 51 é,,I) - 9 gg;i = é‘!\ £q - 5‘-’1) 0 {41}
FProvedemo 11 sad granilni prijelas &= 0, %.3j. pretvorimo 1i
strmi uspon u diskontimaites, pri femu funkeija ¢ prelazi opet u
funkel ju », i pretpostavimo, da pri tome U ostaje konadan, to (41)
prelazi u
ud . . ! s o = :
iﬁiﬁi"- %@9 &1) - *‘5’1)% = “"'-g-{ 54 "@“g) v . (423
i
4ko komadno i &, konvergira prema nuli, vidimo, da de prema
(42) biti
uf %gﬂ} = ¢(0) za €20 (43)
‘pa tal uviet skupa s uvjetom (18} odredjuie rjelenje problems u
podrudin
E
5327 e
\44)‘
B D
;g,— ;
Uvjeti (16) 1 {43) sludit ée nam za odredjivanje rjeSenia
nafeg problema po Riemanmovo] metodi. Jasno je, da Ce u tom riedeniu biti



-G -
ugponom, ako gm  funkelia o ved samszadovoljava uviste (29). Iz ﬁog&
rjeSenia stoga ne e biti telko naknadno vidjetl, da je nala pretpostavka,
da U kod grani®nog prijelaza & % O ogtaje konalan, bila opravdana.

Poslije ovih priprava prelazimo na rjesavanje problema po Riemannove]
metodi.
Kako je posznato, Riemsnnova metoda osniva se na ovem siavius
. Weka je zadan normelni oblik hiperbolidne diferend jalne JednaZbe
Liu) = + &é + D g? + cu = 0O {45
gdie su &, b, ¢ funkeclle od % i fz . Adjungirena FednadZba glasi;
--"‘! 3 .
Y-l b k)
oy o 7 ) Ja Jb oy
W{v) = ~a@= - b %- e -9 - o= = 0 (46}
IT % 1 EEE Fi
iko su u, v dvije funkeije od § iy ,edje u zadovoljava jednadibu {45}
a v Jedradibu {46 1 ako znall
4 é. {1
P S0 : ‘@_
= (v 3% =1 +  auv A7)
¥ 7 (Vo 31 @%) a (473
A v
C‘ it [ e w1 s e 1L ( l
; 5 { E&% oo ) buv 48)

- 5
onda vrijedi

i

B 4 o .

-ﬁ (P &? ﬁg ) = 0 {49}
gdje je integracija provedena uzdu? zatvorene krivulje, koja moZe imati
konadan brej uglova, a inale je kontvinuirano derivabilna,

7 nademvsludaju je
a=b=0 (50)
o = =i {51}
pa jednad¥be (47}, (48) oprelaze u ;
.3 A N
.P_ £ gx"u &y, g é;s )
R o B Bl o
- ay Iy
f}i‘-- 4 ﬂ' ?’EE
£ & . r?«%‘ o5 A
ig = 4 é*y é%i - ““?E ‘
T 2% %%;
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k # = b
CZnajuli, da je

T
5

dakle

5

%ﬁ(XWHJn) = “Xuﬂ5n+ﬁ

: ‘nel T %?kJn." T
ili za n=1 a on Jy
wx - 27T %

Pemocu ove formule lako se diferencira (71) po

EASOEEE il a0t

.?"(
e
s3i355ce

W, He A A AL L LA

%1 i dobije:

iy

Oy
S
Nt

Ry
—~
i
N

(72)

(78)

P ™
-3
adge
S

(14)

(78)

=7



!

(78)

Diferenciramc 1i ove po 34 upotrijebivii formule (6§) 1 (75);alijedi DO

kratkom radunu

A {5
o Yeov ,gz % - (% oy (
W }(‘3‘%‘ - fg)ﬁzwg = {34-79) (7%)

Iz razveja u red potencija

——

{ - )r {%}?I‘“’”?

r1 (r+i)t

(%8)

{9 Tav  dvy, 11
] i I.: LA ‘:, B = (8$)
% 3‘?1%@3@ a:é ?:%igc-.zz,i

Ake dakle (6§) difersacivamo po ¥4, tc prvi &lan otpada, dok u

drugom treba diferencirati pod znakom integracije. Diferenciramo 1i zatim

po 4. to difemscijascija po gornjoj gragici integrala zbog (a4) daje
1 . i s ) - . o .
= 9{44)s, a diferencijacija pod znakom integracije daje obzircm na (78) i (72)

opet stari integral izraza (68), take da je zaista zadovoljena jednadiba {6§)e



- 15 - 7
Stavimo 1i  %,= 7,, to (7%} vokazuje, da je integrand u (& Y jednak nuli,
pa dobilemo
$.(E,00) = & olf) 1)
a5 195/ EIRAREY (82)

Ako pak stavimo  ¢,=0, daje (6£)

4
%’1{%110) = “é’ 9(0} C s e (68)
H éé%%zz?m . & S P TIS i f%»f E%{&?’%

Usporedimo 1i to s uvjetime {16} 1 455 uv:;dgamoﬁ da je polovica

traZenog rjedenja. Oznadime 1i varijable opet sa

integracije pifems X, to dakle

m
-
“w
ey
Mo
#
A=
o,
s
(N
vaw

]

Fazumije se, da je o druga poloviea rjedenja, tako da i {65) mofe

keija 35:.

{

Te ovako naiaen g r; (8%) mo¥eme naknadno izradunati funkeiju

s
5
[exid
4]
i3

L
jiu]

f(%}; definiranu jednadfbom (68}, pa onda uvratiti u jednadZbu (6§}, O¥ekivat

éemo? da &e ta jedrnadiba biti identidno zadovoljena. Obzirom na (§¢) se

it
o,
=)
e
W
_—

{0} HBEY (i)

Ty
o
ameet
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Da odredimc Punkciju Lfé)g diferen:

3}@ %, sl

viedi se pri tom  formulom
a4 ‘1 .
s A =
dx %

Tobivanmo:

B
= %@?(X}
r

kf?j) § &

e oy

7,2 {G -2 0 -7 )

%’g = @' (g) + Xﬁ(}:)é -
o

-1y (1),

@ - Py - D - e 2 |

Tvritenje ovoez izraza u (85) dsjs:

i%«x}(x” =Y

asiranc (84} ©peo

oje za

- (§-)

7,2 (F=0 e ~7) )

§ odnosnd
(88)
o}
3 dx
5
(87}

£
2(0) J®£‘21§1) - o(§y) = - % 9*(§) 7 gl( %E d§ +
o

e

(s T iz-i(éﬁugfj} a =

1%“*@1 W a =

?}zwx

(88)

sc’ix: +



- 1T = N

= =(E) + 9(0) 5 (2i(4) +

a
?:1 %‘1 “
2 | ey § 3 fen e o D0 ilinl 4 ¢ at L
+21 1 os FAl28(% =) = - Liei(,=%) dp pax
j'ﬂ ¢ NS (t =) o 313j§§
fe x

Prva dva &lana desne strane ove jednadibe ukidaja se s Blanovima

lijeve strane, pve bududi da je o{x) povolina funkeija, to slijedi

31
;
(91)
1
A
Ova jodnalbs vrijedl zazista identifno obzirem na varijsblu gﬁg ali
to ipak rile trivijalan identitet,veé je to pomnat intesrslan teorem

Besgelovih funkeija.

Supstitueljom

Fa i

{

§
&
i
P
&5
a3
e

L

=
H

i
4
i
Eoamec N
X!
A
L

%

H 31(?}

| e J (tey) Ay = » (94)
i o .

5]

t
E N T % d&{ . _1 o+ £ i
z{%\t x) Jy(X; = = ?.Jﬁ+v(u) (95)
o

gdje a1y mogu hiti kompleksni brojevi, dake da }e realni die

w1; a relani die ﬂi ¥ veci od 0.

reatizs on the thmarv of Bessel fanctions, Cembridge i§22,
Autor nije imao uvida u ovo diele, neze je taj citat nafao wu:
Hermann Fische r, Yie Laplace~-Transformation in der Theorie der Fesselfunk-
tionen. inauguraldissertation zur Erlangung der Doktorwirde der naturwissen-
ﬁcﬁi'%iﬁ) thematischen Faloultét der Albert-Ludwiss-'niversitat Fraiburg
i Br str. Y. 3 : ‘




Bietimo se sads, dz smo nadli, da je (65) poloviea itrsfency
riefenia. Jasac je, d4a je onda  (56) drugs polovica togs riedenja, pa
ds su dakle igzrazi (€5) 1 (66) wmed jusobno jednaki. ¥apidemo 1i to,

uvretivii u  (66) izrez  (89), dobijemo:

h ——

) % HORA(E ;;:><g::;> ) ai -
O

1 £ ’ -
§ L T4i21(5ex R ——— R r
. ool 3 oo H - B o ¥ & ar ag
SR B =l R TR S S
o z k
ili
Ky :
g A
[ T4 (2 By) =y )
?% 2){2) g{g'i,lm}; 1 1 o L e
J
@r

= 0 (57}

" & . ® & = . 3 2 § g
Buduél da Je o(x) novelwa fankeijs,; mora izraz u vitifasto] sagredi biti

Jednal nuli, Provedemo 1i % 08 itucijna
&



S
#

1
Y
it

to slijedd

; T (t=v) 7 (Eiﬁfzg\

L i T ﬂégﬂ: 2_32 ds = [(t-z o .“m- I 1@1)
| B Tl dy = () 42,02 (on
L ¥

Ovaj intesralnl teorem Besselovih funkeijs izgleds da nije poznab.
Yz - as0 prelazi supstitueijom  y=t-x u poznati Seorem (94).

Zomialimo sada, da je umjesto funkeije @{%) zadsna Tunkeija f(é)
i vrijednost o(0), Time je na osnovu izraza (66) takodjer odredjenc
rijeSenje problema, a funkeije @(%) mofe se odrediti yrema (85). Izjedng-

Zimo 11 opet izraze (55) i (566), uvrstivii za @(%} izraz odredjen prams

{(102)



2 o
* 12V G4-D G =19
o P % ) i N 1 J&)
sl . f ® 2 £ s ] 2
0(0) : I (20y,) = T (2i4F4%,) + (§4=1) é Je(2l§} A
O
k8
- & P P TRC P (e _ N
£ x) %Joigl\g1 x); f(§1 A)fx 31) Y4
B Fo
@
i1
U \ 7o (P15
%
526981 da se vrijednost o(0) i funkoija £(§)
o
od Gruge poveljnoe odedbratl, to moraju oba ilzrszs u vitilasiim

{103]

d %

;

}

i

mogu neovisno jedps

svaki 22 sebe bl jedn uli. Pr¥i prelaszi supstitucijom
RS

i C 5 )

/ T (ly*es - P

| T (bmy) e ay = %1 (te8) = T (WE-aD) .
j" %; ygmag . o

Stavimo 11 a=0, %o lijeva stranam jedmaZbe (107)
Jednadzbe (94). Ha desno] strani od (107T)

koji mo¥eno isredunati pomodu da
vidime, da izlasi deansa stranz od (94).

(94)»

gpecijalini aludaj

prelazi

L . e
1HCpitalovog pravila uz pomoé (48},

sagradama

{104)
(105)

{106)

(107)

dobijeno neodredjen oblik,

Pa

jeva stranu

I ovdje dakle a=0 daje pozoati

n teorem Besgselovih funkeija, za koji smatramo, da Je nove




%& nake svrhe bit fe zgodnije, da se ne slu¥imo Besselovim T

orve vrete J,, keoSto smo %e do ili, ved funkei jama j%n,
dobijemo, ako funlkeile Jr podi] Ov0eE TAZTO}8

u red potancija. Te su dakle funiel]

(108)

-2
e
]
Szt
j
o)
S
Padid
R -
3
5
Ty
-
]
o
f

1\5

Buadnéi da feme odsada liskljudivo A@Q*f@ blisvati ove funkeije, 1o
Eemo ik bez tolnije napomene nazivaii Bess elovim funkedjame.

ani intesralni tesorvemi (101} 1 (107)

e
Eﬁiiﬁuﬁ) Alv-e®) ay = (s-a) A (Fe®-a®) (109)
4
\ ﬁ o{F=7) - {10)
J‘

. Po

!

nate je, da se intezral oblika

E = ffuax3 glx) dx {(111)

0\.\“#,, T, e

zove kompozicijs. (njem. Faltung), Operaciju, kojom tvorime iz Punkeija
ff%) i z(%)  tad integral, zvat Semo komponiranjem i ozna¥iti je zviesdieom,
deile | 3 ,

: £08) # g(t) = 12(t-x) glx) ax . (112)

Sipayon

O

Cenoyno de gvojatve te operacije, da Je komutativna; Sto se odmsh razabire

*) Prema Jalnke - Tmde, Punktionentsfeln,Teubner 193%, str. 194,



o
Conn,

]

1h
w

g

b

2 lijeva sitrana od ina oblik kompozicije, ako

[

(2

i

i

i

1

{113)

(114}

(115)

(116}

(117)

(118)

f*An(C¥§§:g§)'dK (119)

i oblm Beddelovim Tunkcedjama

sumenti korijeni iz kvaara

izrazs verijesble, a nesemo

smo dodeli kao faktor potenciju vari @abl@a

Jednej,

T8 M,n

23

Paktor ¢ nije bitno posvecpden;

e

i brolevi ili nula,

'y
[

b
g

moZe leko uklonitl supstitueijom

Tnids

(+3E]

peok
B
(929

B

emo tej fzktor ostaviti, jer €s biti zanimliivo

o

1a8in wlazi 1 razne formule,

¥



2

Besselovih funkeija nultoze 1 prvoga reds, kaoito je 3o kod (109) i (116),

s dijelom cemo joB morati uzeti u pomoc nske dntegrale preko tekvih funkal ja,
Toalije %soga provest &emo dalje posveondenjs, Xoje se sashoji u tome,

da cemo rasmatreti kompoziecije od peveljnog broja faktors poput (117) i (118),;

e

I ove de se kompozicije datl dsraziti na siilen nalin.

@

Dokez teko dobivenih integralnih tecrems ne ée bi%i osnovan na dosada
iznesenim metodema, veé de biti proveden pomodu Laplace-ove trensformocije.
Teoremi {(109) i (110} bit &e sadrZfani u tim rezuliatina kao specijalni

sludajevi 1 time jod jednom na drugl na¥in dokazeni.

Ly

%e izvode i dokaze u veszi o tim intesralninm teoreminma trebat Eemo
desto pomgéme stavke, éiji?@gkaz Ei{prekida& nit razmatraniz, pa su zato

41 pomoéni stavei odijelieni od glavaih ragmatran a.'wai nja Be prema tome
dijeli n $ri dijels. 7 prvom dijelu dokazat demo razne stavke opés naravi,
#0}i nenain veze @ Besselovim Tunkeljama, 7 druzom dijelu,sﬁ stapljeni
svavel o Besselovim Tunkeljama, kojii su poitrebni zaz glavrna rezmatranje

-

0 intezralinim teorsmima, cbradjenim u ftredem dijelu, Veki od stavak

L

danih u drugom dijelu, & mo¥da i neki iz prvos dijela . bit e matematidki

7

zanimliivi i bez obzira ne njihove primjenu u tredem dijelu.




Formile (120) do (224)

Y

I. DIO

-
ol

Razni stavei opcéce naravi,
iavanie raznih suma,
&/ treime poiinome dvijn varijabls
N -
. e 2
eni) = O Skl i (120)
AR T {RiE T {rw}z}

{n-k;1 " b

i .
o k e+t 2+
sy o= (W1)F (omepe2) ) XEOF -
y) = 2 ety {m+£+i}w
=0

2m puta po y od g

B ovuta po % . Isto teks deme (121) intesrirati
2 do y 1 zatim {m+1) opude diferencirati po
y n
kit 2r - T K en+Zk
S dan” ote,y) = 2 Llox ¥
AR ’o £ T (n=E)]
= k=0

ﬂ.aggi

A

difereroiranc zatim

{Zr+1) vuta po ¥y  od

{124)

(125)

- T A - C I I L VO N
Qlx,y) = s {0 0 (FAx) (texy©)) .
# n! c‘?:;r -+ g %} g

£

Pogtepeno lzradunsvanje videstrukinh integrala daje:



x
{ 1
3x({1-xy")? = - T (126)
25 7 (n+1) ¥
2
? 2 2yn+2 .
(Lax) (1my?y? = —LdrT) - - ! b By (127)
} (n+1) (ne2) ¥ (n+1) (n+2) ¥° (o+1) ¥
o
_t deg ﬂe‘?w”l@
? i i 2 \n+m n-1 Ak i
{Eﬁg} (1oxyyd o A=l nl (l=xyT) - R € ). nt X
g ot (l'l“?f’l} ?gm f;:‘é (n-}mm}:) i :’%{i yﬁmﬂ-gh
{128}
{ oy n_ (=17 pt (lexyt)T < TR gy K
any™ (et o (=05t (o Bymimt = ()™ py
} ‘ (ntm+i)! ¥y e N (n+m-k+1) 1 k1t ggm“gk+2
o k=
(129)
Prema  (124),(125) vrijedi dakles
Senid { 2 RS 9-2::3 77
S SRIT . Gl G0 el S €0 725 (130)
L : et ? (riem) | s {n+ﬂ~ﬁ}f K1 ! -
J =0
_ Zm+1 2\ n4met kK ?h )
oy gyl @t ) (4=xy®) (=13 AR =z
Glz,yd = {-1) ST )T ToFmT )T * E%: {n+ﬂmn+ﬁ)‘ k*%’ (131)
- Y ' k=0

P T
Fuduci ds

)

s mume u zagredams polinemi varijanle v {(2m-2)-tozga odnosno
k- o 4 )

Zri-togza stenena, to otpedaju kod diferencijacije, va ostaje
] 2\ n4m
ooy (e d (Tezy )3
QGeoy) = (1) e Ladm) (132)
Zm+ 1 PRI (0
Alx,y) = (-1 2 (G ) (123)

(-1 §§§m+1 (17 °

Stavime 11 x=1, it mofemo pisatil;
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N
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4

@
andhy
B

9m  { et}
_ (132 g Yoo qyndms n+m% o (o) oD g
a1,y = (hem] T &vgm e(.f‘ﬂ} {y=1) = (=1)

3 U )
&ymmn Pn+d(31

(134)
o 1 2?}14-1 : TP +m i)
Wty = ol 7T §(y+1)n+m+1<ym1)y+m+, = ()R el

Efﬁ“ﬁ?n+m+1(y)

{135}
gdje je Pn(y) n-ti Tegendre-ov polinom,
viZestrulu
Reavijmo sad te izraze po pravilu za difersncijaciju yprodukta i pretposita-
vimo m 2 n
2n _ . |
{1,y = 7.&...3%2.. (2”“3) é‘{{y-e-‘ﬁ)n'%‘m @213’.‘; ;ziyﬂ_,{)n-l—m _
8y ) | ~ @)vk G)Vﬁmw'i{
RZD . (4 A
=04 1 i
e - asnbmel o L \nemik
= =2 (e () (atm)t (1) (136)
= & k! (ntm=ig} ! (hmaey
KTt

| 7 (2m+1) AL (V$ﬁ)n+m+1 &2w~k+1( “1>ﬂ+m+1
- ~ .
ndmdt ) %za i db gyzm K4

(2m+1) { n4a+

1)1 (pe)2 BB i)y (yen)BTmE
{n+m=ig41 1 {Nwolidic ) 1 °
(137)
Stavimo 11 =1, »reostaje o0d tih suma samo po jeden &lan:
a(1,1) = { =] h my {nem}! 2 C (nem)r (=137 (om)1 (nem)i 20 {n+m)!
AR & R mwn (ﬁh)s {ndm) | (Me=n,! (A4 (o) =
2n
-~ 2 2ml S
e e (138)
i sliéno ‘

2n+1
5 R o - (2m+1) 1
W11 = CRTTTT Ty T

(1%9)



izrazi u sazradi u (1%4) 1 (135) imaju za

Bnduéi da
odnosno  (n+#m+l)-struku nultodku, to sa Q(l,y) i

1

(]

1i = )y 1 (121

U,

}{::5!;:1 i %

b
~
s
Wk
W
St
L)
ook
o
c:i.l
fde
Cond
5l
=]
<F
Q-
EEG
Fi
et
&
Ho

-
4

s

n . 0 z2a n P (140)
(=100 (Pmetk) .
L (TR ey (peEyTT T ()7 p2n
. - & (Zm) ! o £ e 4
=0 (21§ Limeri) ] za n=n (141)
iy o 7 i Il
gmﬁ}k_(2m+2k+2}2 ° Z0 0 2 (142)
£ (ZE+T) T (mrx+1)1 (n-g)t n 2n1
s (=) 27" " (Zm+1)d . £ 2
(Pn+T) 7 {m-n)? a5 =0 {(143)
B3/  Raszmatrajmo polinom
n L
¢4 o B K;’.Lf,wr;ﬁ“ 1
Q(K’} = gﬁ ) et ' L oe (144)
ﬁzgzn L (on-k+1){n=k)1 k!
Diferencijacija po x daje
n oy Dk
- . Frealll | flle=i - -
a7 (%) = f; P,g b _ j? (e %)n (145)
Lo 2P (na) bk n ¢
A=
inkle 1
n ,
— PRy { -
A1) = 5 izl = gm? =t (- )T ax .
o 0= (oo 1) (n-k)1 ki 2 “
B Y G

dobijens

(1« %}ﬂ dx

i
Y %r-z““: ™
<
=
Ay
Py
H
POy
g
i

1
)
J
o
ili 1
7
EXH (1= %)n dx =
o

(148)



N 28 _ Ia?a
Parcljalna integracija daje:
2 Z 2
/ . H - 2
i.n N n RS %y L] {nt) i _2n
&K 'a\"i"’ ‘?%’) ‘dx == = gjﬂ \‘i‘“’ ) ﬁXz e s & = [ 4
}; z ?{n*%} E ? I (21’1)? %
o o )
St 2 ‘
o« ni F 404
= w?§51%7yl— . {149]
Prema  {146),(148) i (149} slijedi
e f=k no_,
b (=1) S (150)
= s - . I .
=0 2 (on-k+1) (n-k)1 k! BT '
¢/ Razmatrajmc 1azvo]
e
£ F "_“ 9\1"
H o =, ? = )
- 1@%%1 - (2xy+y°), = imﬁg%zm&m s (151}
=1
Binomni poudak daje
T
= oy 5 -
(2xy+y)T = 7 (5ex? yoT=s (152)
5=0
Uvedenmo 11 novl indeks sumacije
= Zrws (153)
to dobkijemo
2r-n I
(2xy+y®) E (Qr ) (2x) ¥ (154)
ney
Ovo Gemo uvrstiti u (151) 1 potraZiti sve n-te potencije od Xx.
Obzirom na (154) vrijedi
T £ Pp {155}
pa stoga samo oni &lanovi od (151) dolaze u obzir, zz koje je
E4]
E‘ < r £ 41 " (156)



tako da Je koeficijenatr (_, u razvejn

n
- log{l - (2xyy)] = 2 Gy (157)
n=1 ,
dan sumom
> r 2T =11 , o5
Gn = 4 I' (2 )(2}{) ( 5 )
T

gdje sumu treba protegnuti preke svih vrijednosti od r, koje zadovoljavaju

nejednadfbu  (156). Uvedemo 1i novi indeks sumacije

E = ner (159)
to se (156) pretvara u
0 £ k £ 3 (160)
i (158) glasi
Egé 1 It 2
= " o=l n-2k ’
°p 7 zi‘ aoe (peoio) (2%) . (161)
=0

Pri tom uglats zagrada keo gornja granics sume znadl, kaoito je to

1. - P Z . PP . « : L ¥ s s
uobidajenc, najveci eijeli broj, koji nije vecl od broja u zagradi.

iz
- (2xy+y2) = gﬁ - y(x+¥§§:§% é1 - y(xm§2§:ﬁ% {162)
slijedi -
- 10g§3 - (2&y+y2)z = - 10g ? - y(x+tZ§:%§ - 1Qg(1 - V(K-L;T:})s.
’ (163)

Razvijemo 1i desnu stranu u red potencija, dobijemo

i t w4 4 ;*”* - f"’”“‘“‘*"
- legiﬁ (2xy+v2)5 = 7 é six +ix 2 4 (x - %x +1)ﬁ§ s Gl
- 3 T ¥
= i
{164)
Poredba sa  (157) 1 (161) daje relaciju
fn” g;
E_, § 3 ’ oy
- (neaka1) 1 n-2k 4

(n ZK)(z x)" ok %_v(q k{nzgkg?xés = = (X+¥x +1)n + (x x +1)

khO - k=0

(165)



x = gainh o {156
to je
cosh
= no (167)
sinh
vrema tome, da 11 je n  fak ili 1lin., Pod isdim uvjstima Je dalje
t‘uf}z{,!{l g : I . .\ I -
_ nely .. .0 n{n-1) . NP n{n=-1){n=2){n3} . . nei
mp o= 2 ginh™ g -+ girh™ "o + b 6 glnhs o 4
R A ¢ 7oL (Zi-2)(2noiy ST 9 e

{X2+1) VAR T ngy = 0 - {170}
Zeieta, ako se ta jednadiba opetovanc diferencira, doblje se lako

3
{
\

: o i . ( E=] \
(X741} y‘g+2) + (2341} 5 4 (62009 ¥ = 0 (171)

o
Tonsact®

(172)

notrebni
172 to,
da potpasonm indukcijom dokatemo ispravwnost keoefieijensta sume [185),

Witvaker - Watson, A course of modern
; u@&bf1a$e ? 3)», LT, 215, U Vel s Fewmannovim razvojem
»0 Hesselovim Tunkcijama. Ipak, rezmatranjia, kojs daje na nr,.
H?Qﬁ&ﬂ, A& mreatiou on plane trigonometry, Cembridge 1§zd,, str. 104,105,
MR :;gﬁgxﬁxg&xﬁﬁx&ﬁ%ﬁﬁxxxxm@ﬁx

**) Jordan, Cours dfanalyse I, Paris 1909., str. 154,

2o 12vod fo: rele (168) nafeg teksota, nisu nimalo j&&”ﬁﬁﬁ?iﬂﬁja od nafih.



D/ Hadomjestimo 31i u (165} x sa ix , vpomno¥imo zatin sa

Flea 210 .
#==2 byt

x = iy (173)
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Intesrivamo 11 ovu jednad®bu po
poznets formalu
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Stavime y=1. 1 uvedimo novu varijablu integracije

= cos®t . o (1773

- ng 2

s‘

- _ 3 2] neZmet, o .
p {pwzk}! T = = W«ym \gin t cos 5 cog nt dt.
fo - 0 (178)
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(1808} sglasi
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w
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i
N

_ it 5 w2 iiﬂt
ain % cos™ b e at = + g7s lcosT t e a% . . {182}

0 ““"‘“‘“‘“’m‘ ol =
O e g 2

S druge strane nmofemo pisati
W W
W z
{ +int
=3 cog : N, = &

isin b ocos™ 7t e At = = oy @ b o gowecos e dt =

o i
§4
g,.a
b
of
i3
]
%]
ot
i+
H
o
pars
%

A8 % oos™ %y 7 at (18%)

o (182), slijedls

W

7

vcos T4 e - {184}
2 -

3

:

Ova jednad?ba je sbuirom na {(181) idgvedena pod pretpostaviom n) 2,

Med jutin one vrijedi 1 za n=2, jer u tom sludaju prelazi =
i o s d X

i)
fo
ot

#
+
[ Y
P

{185)

Polazedi od (184) dobivemo postevenom primjenom rekursione jednadibe

7 _ ,
’}Einr-’"t Ccs.an@-?t g dt = (.:.ti)r (I‘-n1) 1 (}%wf-ﬁ?) 1 ) (156)
o



n=2a,

r
=",
Lome mofemo

(187)

4

S

=
5

rema

RIS A Y]

I EA

[
P
w

i

3

251

s

=

vl

OENO

i

"

184}, odr

%

{

11

3

i
vone formule,

Formmal

£

e

1ia
mo dob

i1 L]
G
P

ki

o~

e
2 i -
EASEAE

r

Jdate
i

~

i

Jedi:

© e gy L .m o~
& [ o Ll . O
o GO o [} €
L L L Ly % L
. &
et
e
G &
A -+
A W
i T
£ & —
. | &V} = l
=] w_ e, AM
L o [ 1
! ~1 i &
& I~ &l
m» s L 53] i
R = et
! ! o
wexd 7 m m e ey
R O e R ™
ko L oy =
m vl o
ed
P re o
b ﬂ.
o %
Tm?_ — [
53 g § - mu%l.t
o f 0y i . =
& o {0 ¢
Fad L
&+ L
i X s4t e L
o & o i i
st | = . o
} 45 pd ot
M.W o] R [m} ) ﬂc -~
3 = &3 3ot L
um 4 i) ¥
Y & Ll 42 o Al
o v = ) i
© i o g
. o 2 4 Tl
N oy [aY] it
= o e i b L
3 0 53 o o -
m.m. o) ﬁm F) w3 A fe
et - 0 P
& b » 3} B i Ry
72 i ] &y = 11
o -+ Oy 5 s a1 Ew!
& - L o -
i e
> fid L & b =
.ﬂw .wr”. MI. od . L] =
L ¥ fu
4] e - o i & wa
M«M R . st = M wq , H] m
“ . L = g SRR ¥ Jom— )
m @ 9 SRR I PN
-3 oS S & o . IS N
i i o ﬂﬂr



-
el

Vadomjestimo 11 u (164} 1 (165) x sa ix 1 y =a iy, %o

dobi jeno

. n
- 1o {1 + 2xy + y° } = z (=1}

(nuﬁk} TR

Sifersncirano 1i ova jedn
g &0
(=1} {Wmix' (Pv3m -

{1+?Y?4”')m

Pri tom je uw suml po n prvih  m=? Slanova otpelo, Jer razvej lijeve

e

;’l
bl 4
Jerden
e
e
2
i3
[
.qa
v

£ s 4E) A & "‘5 & 3 iy g g E” 3
strans 1 red potenciis o a gornja granlcs sume PO X

odrediens je time, #fto zbog diferencirenja otpadajn nofencile od x

do uklinfivo (m=1)=toga stepena. Sﬁevima 1i ==1, toc 1lijeve gitrana daje:

¢ a4yt .
i) §ﬂ~?3' (zy)® = (=12 2% (mot) s zi (” Ay

; si &_1,_‘\““..
=0}

mon (=1 (namat)
Pt (met)t Z (2;_:1}:((;&)% v

n=m n=m

il

i
T
H
anl
R
4
s}
=]
~
i
§
PN
L
Ean
4
e
H
L
{
o
§
ey
em®

i ﬁ T 1«51\3 ¥ ' -
= (@)™ 2B Z : g%m}v gni;}gf 7 (135)

Y £ o Y, 3 ey o g q £
enate s desnom stranom o (194) uz x=1 daje

1}’{ (rm; 1\5 211«-»3‘?1»2&{ 3 2 mt (Z;»&}g;s.‘])f (196\
(-mi-gk T K1 (2m) ¢ (fi-my ! /
gdje Je naravpo  n 2 m. Nadomjestimo 11 n ea n+m, S0 oval uvjet prelazl
“

iy

n 0 (197)

Z (5 202K e eyt 2 mt (neZmed)d (198)
- SIS AR = TEmIT nt ’ 9
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Yri tom bi sbog lijeve strane od (194) +trebalc pretvo
no {198} wvrijedi i za m=0, 3to slijedi iz (1553) za =x=i.
7 tom sludaju (198) postaje identifna sa (192) za m=0, tako da se

arjet  (190) wmoZe profiriti na
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H
{18
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-
D
L
N

'“1’7 mf?‘“ ¥ {f Ll i" §
{ﬂ Tk 1}E - (waa)z!_ 2 ? {ﬂ Z.f. .1 ﬁ {2‘33)

n? mni )
Y=
Pokezat dzmo sed jo¥, da se jednad¥be (198} i (200) dsin sa¥eti
u jednn, axo upotrijebimo gams-Tunkeiju.
Irimno, da e ??:?
1 B . .
(o) (at 5) = =memr [ (2n) (201)

=
.
=
1
—
0
e
p—
!
—
DI
S
3
Rt

gxo p nijs clo hrojy daile za p = me ]
. ' T :
F (m+ %} I (e «3}) = . {203}
“ < ain T{m+ =)
2
T gy o one oMo £
Iz (201} 4 {203) dobije F  Foom 5 ?{&mwé
3 P s 4] et ) [ Ta Y]
[(me 5) = prom B GV Pl &M@ (204)
Fone dy w T 2P Oy WL
(=t o : , e /
& sin W{m+ %; . T (em) é‘m“{&'@m?}'rﬁmﬂg

£ g 5 oy g AR
fa temeljn tozs mozm se Tormule L1988} 1 (200} suojiti uw fornuiun

(=) 222K eyt (D 27T (e 3y, (ne2net)
.ﬁ_ft*'k}f K1 . Vi ni

%8, méﬁl"-%jn

gdje sad 1n | mofe poprimiti 1 negativne cijele vri

(206)
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Pri tom je n realan nenegeiiven cio broj, dok g moZfe biti koji billo
wompleksan brod, ze koli su avi nesivniei sume (207) razlifiti od nule,
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prle) = 5oyl (ny L Zn=Zkeg a1 ¢.2 40 o
(=) = g (L7 () 27T = T (2517 (20%)
% ;:Q
Integrivenc 11 $s 0d Q0 de 1, dobijemo:
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3 E ¢

~138 o L 04D
{=1)" 2" nt [ o+2n i&x

LB - "?
g (a+2)(q+4)e.. {g#2n-2)
e
IPTY R
— { 'i) £ ¥l . {21(})

£

T g (g+Z)(g+47 . . (a+en]

A¥o je o negativan ek brod, koji prema  (208) mors biti spsolutno vedi

od Zn, mofemo

2 RS - 2 (- P
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Analomne kao yrija dobiveno:

rv} Z( DE G T = x0T ey (221)
k=0

-s. i '
<( 71 ioa=1 . noa.
s( EM_, @ = {7 P ax -
= o
1
% F
G x=1 0 | -
) gg (x=137 - B ™ ax - L
£ x=0 v
G
1
2'1 i
(_.,1) ¢ gHn=1 . _
R q\,uﬂ}iqﬁ}“aiqmw?} (¥ de =
3
0
n
— {"“1) Zlf [ ereaey
G I CE- R ey (222)
ko je ¢ pozitivan clo broj mofemo pisati

t
e,
]
el
=
&
o
[
P
Wi
St

Z {=1)7 £ 2y («D)™ nt (a=1)1
k g+ | _
{’Z‘*"'l} a (q_-i"ﬁ‘)

Lxo Je g £ -n lake dobijemo

(0F oy | onl(mgmeDt | ___nf :
Z ntg=k (k} T {=qJf = o s {224)
Ie=0) qa (73 ) |

@

e bi bilo teBko izvestirl fermule za slula] vozitivacg ili nezativnog

s E ¥ 5 PR LT U S, N A
broj, za xoji su nazivalci sume (219) razlifit




I.2.

- 41 -
s s i - 1 ,
2. Uvieti, pod kolim se primjencm operaclja o 3@“ (e )8, e upli)
- g M
ponistave m-ta potenclje sume od n varijabla Xgs Xps seep Xy o

LY
Tazmetrajmo sumn od n varijabla {w T4}
n
# ~ I &
4 0= Z K}{ P \22})
k=p 4
T + Aemo nove i dahl 5 Tednadhans
L:VE?%@ CEMmo LOVe Vaflg& 154 vfk d@ l&aa,, RIE
g gt
XK = gz?k (k:?sggsangﬂ) {225)

Sako da vriledi

varijscija (k1,k2goe.9kn) ne=toga
cijelin brojeva, keji

-
¥

smwraclja protefe preko sgv

gije se
egativnih
S {229)

k1 + kz + s0e ¥ kn

tenciis sune

¥

m uyjetima e se m-ta po
(k:192’9045m)? mGﬁ@m@ ﬁa@

primjencm operacija

#

1 kojim wjetina e se

igtrafitl, pol
é E
9@@?&0&3 ;TW {kzﬁgggewggﬁ)s
e %
‘ mofe ssmo onda opatovanim diferen-

iprije, da ge ¥
tak

Jetanevime pons
cirenjem po ¥ poniititi, ako je cksponent clo brej, t.j. sko je k
broi.

0d indekssg ki,,e,,kn mofe u avakom

Pretpostavine, da je 1w 4 n.

samoe njih 1w bitl od nule razlifito, jer bi inade

Blanu izraza (228)
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jihova suma bila vela od m, u protusloviju sa (229). ¥Nijedan &lan

o
m
s =y
¥

¥

o
b
B
o)
<
e
n
!-uJu

od viZ%e nego m varijabla, ko primd jenimo na izrasz
(228} 0113 kojh mel reslisditthdifersncijacije (227), sveki je &lan

diferenciran no barem Jednoj varijabli Vs © kojoj nopde ne ovisi, tako

ke
L]
o]
-
Fobe
<
b3

de. morain svi Slanevi, dsile cijels suma, iS3eznuti. Primijenimo 1i, naj

lako pokazati, da izvaz (228) sigurno re e i88eznnii, Bududi ds u sumi

(228) nema dva &lans, zdje bi sve polencije od y,_ imale iste eksponente,

e

primjenon diferenciiacije po nakom T S sniZfeva stepen dotidnoz
u gvim 3lanovima 2z isti broj jsdinica,(ukcliko »ri tom koji dlan ne ctpada),

to ni poslije diferencijacije nema dve flana s istin potenciiama

3
Sums mode d wlﬂ samo onda id8eznutl, sko postignemo, da svi Jlanovi pojedince

 B8eznu, Potrafimo 11 orag) &lan, za
L jablama  y., Do kojim ‘ : _
dife ﬁreiwamas Jednaki Iy e Je jasno, da taj &lan ne mo¥e iB&eznuti, Jer

nijedan od eksponenats dotidnik werijabla nijie cio broj.
Preglazimo ne sluda] n 2 n,.
Heka je pri tom m-n tak broj. Onda sigurno ima &lanove, za koje

*

su 5vi indsksi 1ihi, na or.

1{1 = k;z = sgaa = kﬁm‘& = 1@ En = Elmn-ih'i (230)

u suglasnostl sa (229), pri gemu je me-n+1 1ih broj, jer je m-n %ak broj.
Ked @n,sv% indeksi 1ihi, onda nijedan eksponent nije cio broi, pa dotidni

Elan, Qa gtoza nitl cljels sume ne mogu i8fezputi,

=

Yeka je sad men 1ih broj. U tom sludsju ne mo¥e bitli Zlsnova
sawmin lihin indekeime. To i nalme znalfile
k, = 1 (mod 2) 28 T = Tyaeaphe {231)
Zbrojimo 1i te kongruencije, slijedi
n -
Z k, = m = n (mod 2) (232)
=
111
mert & 0 (mod 2) ’ (233)

i protuslovliu s preipostavkonm.
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Y

Tms dakls u svekom 8lanu barem Jedan ¥y, s takim k.» DB se detidni
k -

Slan mo¥e ponidtizi (ﬁg + 1) =gtrukon diferencijacijom po dotidnom Yo

ER L S

Primijene 1i se sve difersnecijsecije; koje su potrebne za ponidtavanje
pojedinih Zlancva, na cijelu swmu, o ée cijels sums i¥deznutl. Pits se,
4 PP - . . P o s P
Roji Je najman]i broj diferencijacija, kojima se moZe postici.

o

je ponajorije, da treba diferencirati po svinm ¥, barem joedam-

puta., Ako naime ne bismo poe nekom yr difermncirali, mogli bismo pronadi
Elan, ©u kojem bl dotifni k_, bio tak, dok bl evi osiali indeksi bili 1ini,

A

pa g2 taj Slsn ne bi mogac ponidtiti. Takavih tlanova imz, n2 vr. popud

(230), =dje je sad m-n+1 tak broj, jer je m-n 1ih broj, 7%a sve 3lancve,

k¥0Ji ne sadriavaju svs Fps dostdno je jednokraiano diferenciranje no

L

svaxon Ty Jer ge Clan sizurno ponidtave diferenecijazcijom po jednom Fps

®0ii ne gedriave. Razmatremo 1i dakle samo &lanove, kRoli sadrifavaja sve
Vs to je nejveli eksvonent, koji neki stanoviti ¥, u takvom Zlanu mofe

jednsk  ZEL | jer je onda doti¥ni indeks menl , dok ostali

imeti, ]
indekal moraju bitl barvem Jednaki 1, a suma im mora biti m. U takvom

bt & y ) D g +1 5 I3 2 3 o = s b e £} '3 5
Elanu je ta] skeponent QN%MW uiedno 1 jedini, koii Je cio, jer je m-n+i

s

‘ - . s A 1
tak broj, dok sn svi ostali eksponenti  jednaki 5 e

moZe ponidtiti sawo (ngil + 1)-strukon diferencijacljom po dotifnom Fpe

(A £
£
B
b
o
{3
=

Bududi ds tad ze¥ljulek vrijedi analogno za svaki ¥y¢ to vidimo, da moramo

" .
no gvekon Y diferencirati Ew%ig putas, Dobijemo konadno

L4

STAVAE 1,2, Da se primjenom cperacija (227) vponisti m-ta potencija

sume  (225) potrebno je i doveljno,

A/ ako je m{n, da se primijeni m+l razliZitih ope-
racija (227), sveke gedamputa,

B/ sko je m2mn, 2 m-r 1ih broj, de se primijene sve
operaci je (227}, 1 to mvaka Eﬁ%ié puta,

Ako n, & men tak broj, nemogude je primjenom

ok
=}
¥

operacija (227) poniBtiti wm-tu potenciju sume (225),




Formule (234) do {245} To3

- 4h -
_ .14
%¢ Formla za lterirsnu opsraciju el
Nokazet demo formulu
(_1 d }n £lx) = 1 ?‘;2 {“1)11“}{ {Zn-k-1)1 LK ? £{x) (n > 1), (2%4)
& ax xﬁn £:1 okt & {n-k)! (k=1}1 dx™

Vidi s lako, da je formuls ispravna za n=1. Prelpostavime, da vrijedi

za nexi n 1 pokulajimo dOKPEaULg da onda mera vrijediti 1 za n+l,
. . s 1 a8 e B .
Tzvriimo u tu svrha na jednadsbu  (234) operaciju 1= duéi da je
A £ .
k 2 5 A1
1 4 k=2n 4 k-2{n+1) 4 k¥+1=2{n+
=g X 2n e flx) = ={2n.k) x VBT — f{x} + x 2( ) WWXMT {x)
o ‘ﬁ.)‘:“ d}(‘“ ‘ dX
(2%6)
to dobljemo
1
1 d \n+1 1 kK at .
e ” = | - = X _ .3_,,
(X A=z~ f(;) " E ﬁ};{ .s.( ) +

n 1,
T (T (neke)

Lo 4 o i
Lo 2MF (ne)t (k1)

+

T ovel jednadibi uvedimo novi indeks sumacije za drugn swmu, stavivii

T o= k+1, (238)

pe neknadne mjesto ¥ opet pifems k, take da (237) dobije oblik

’ 41 ' o
; . n+fal %
14 \n+l . 1 b) ()= (oneyr k4
{= =) £(x) = N - - X - f(x) +
X ox 2O L DR 1 (ke) axe
) s . * B s JT g ‘\. 3 e Bt
o 5 DT Grelt gk Ay b, (239)
pop 2 T {n+tler)t (k=2)t dx §

Zorojimo 1i koeficijente istih votenecija w tim sumema za 2 £ k € n, slijedi:
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M (onagy ()™ (on)

DK TNy (1) 1 2ﬁ+%“ (netei) T {ka2) 1

( 41)1’1“3-1“3{ (2!1—1{}?
2R a0 1 (k)

st

?(nﬁ?«?) 4 Jo- g

i

ULk oy kel
EFTR (n+i-k) 1 (k1)1

{z40)

N

Ovaj koeficijenat je za k=1 1iderntidan s dotilnim koeficijentom prve

sume, a za k=n+1 s dotiZnim koeficilentonm drugze sume, take da moZemo

n+1 C
CC L RV N S o el E{ €S I KR Lo
x ax )2 ) 2 )t (k1) dx"
(241)

a to isto se dobije, ako se u (234} indeks 1n povisi za jednu jedinicu.
Time je dokez formule (234 gtpanom indukeijom proveden.
A ¥

Stavimo 1l

F£r(x) = @lx) (242)
dakls '
(2 ™ 20 = (& B o= (243)

}{1 = k“‘i (244)
ri%uéi naknadno opet k miesto kg , dobijemo
1; i
1 d 105 ()P (onek)t x af .
;‘“«) (u ¢(x)) = g S £ e - 9{x) (245)
zd gt é’:j 2H=% (nox)1 ki axc

za n =0



Formale (2457 do

Tofs ~

4, Jedan graniini prijelaz u vezi s it

. _ . 1 4
riranom operacijom s == »
Pomodu formule (234) dobijemo za cijele n 21, m=20

gdntm=1 S

?En+m~1(l 4

“§* ()F (on.aa1)1 Gm=1, aE Lz (x)
»‘ = N
{ e oM=Ll %) 1 {(k=1) 1 ax™
n=k 2n+m-1 r k+met 2n+merii-1
— %ﬁ { = 1} * {on-kk=1)1 T (2*‘1?131*?) a~ x- d e £{%)
- mn. cm T2 73 e &l i "
231 ﬂ (31-—')5 (}‘w‘?)% s er {igh_ﬁ“{“ﬁ Fan Sy
(246}
Stevinme 11 x=0, osteju samo Clancvi za zoje je  r=kim-T,dakle
k=1
% XJ:{+I§1—=1 = (}’H-mnd) i . (2:‘17)
adxz™' ‘
DA vrema ome
dgﬁ‘*‘m”1 Y ondmel st 4 w; e “%;}Elw m,.‘i)n"“ (Pn=k=1)1 {2n+m=1)1{k+m~-1}1
Un Sy 0 G T = 2 g — '
w30 ax~To { § 5 ““% 2 “(nux)a (k=1Y1 (k4r=1)1{2n-k)!
. e(2) gy
n .
s : P4y Ti=E
-L(z l)({}}a(zn,%,mﬂ‘i)i f"ﬁ = 1? Y 1)
T
k=1

. 248
{(n-x}t {&=1)1 (2n-k) ( )
Jvedeno 1i

viou zadnjol sumi novi inde¥s sumacije
T = k=

(249)
i uzmemo u obzir jednadibvu $150), siijeddl:
n . ‘ =1
?m ( ”1 ) n“.tc

R,

g = :} R s ( 1}11 1-K -
“‘M"E 2‘ (n {)! ( s )f (gn"“}:{) T;:__O ?n—1§+1fn_“i ?\ﬁ ‘{ "2(1'}“1)@?:“%1&“%

23"1 (n-1)1
(Zn=1)1%

o i
FoaTT ° (250)



Prema (248) dakle vrijedi z2 n =1, m20

d2n+mm1

1im

nt L{2n}
,{w ‘:i‘v FlA e 7 - (D}

n
X2n+m~1(%_%§)ﬂf(xj = (2n+m-1)1 %gﬁj?

£y

(25%)

Stavimo 14 n = B+l 1 uvedemo oznaku prema (242) 1 (24%),

naknadno opet pifemo n mjepte H, Fo dobijeme za n 2 0, m 20

5 2n+m+1 { , n+1
Yoon+m+ed 1 d el ? _ 2 (n+1)1 {2n+1) _
f$ﬂ mm§§$$¢§ eﬁ (3 Eg)i(ﬁw(x))g = {2n+m+1) ! {2n+2}§) @ (0) =

= (2n4m+1) ! %@g%?f? @(2n+1}(9) (2523}
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—
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P
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e
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e
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R
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o
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s
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4
s
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&
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]
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-
L
[}
£
&
s
5

< . P (

i ) e

g T S = o -

o=t R SN o F ML
R | - {257}
€
z 5 s s PR = N & o o - " 2
Leke je vidieti, da Je podrudje dvostruke integrscije {(2%6) wu koordi-
AT S 5 tam @ uolovive . [ < :
natnom susteva  {y,z) omedjenc irokubtom s uglovima {xq,%,.), (5=X+x,,%_5; 1
= Ee £ £

. Y ™ x R S 5 oy e e ] - ) R - - L]
(%q,3=%+x_}. To isto podruije iutegracije vrijedl i za (257}, %.].
=

T
sranics intesrals 1 { ey } =11 MNYrAVo ong iz Diamo dobili i ’“?”ﬂ’] 39 {10
Fha [l 00 T e L S 8 (CFL A ::;,.,_Le;i A LA f L ] RS L I ;i o S B S H L S | P POLLUN R e

I A A SR 1 [y Yol g % ] ox gy S
slijeds integracije u (256}, TPrens tome Jz zalsta

5 }Sw ( \f(t§}§1gsoe9}{ } = S f oo )*-'Z'p, ( )«\i’gﬁ::’%?"‘*ﬁ“'w E
g»),_f_\.fi,-j?_ £ Xlg - ‘%fj'),l\ fup 53. X}: ik :

S (

2
shDK

ﬁk

¥a temeljn definicija (253) 1 (284) de o8ito, da vrijedi

2] =

D, v V5, (2.} = I {261)
o S A

)
s

uciras fankeiju.

i

akoe I znadl "jedinilni®™ operatory Kojli repro

ITstl opsratori, primijenjeni cobratnim slijadom, dajn

e
¢ .
1 4 3 ,
= x, (= g s 3 ¥ % ) r =
5 E;ak\af) ""’“"'“g"""‘”“'j,i“‘f-m,%?‘11r “a"f f(’ta-wg9~a=93€k_1$.‘f§-4'~k+1@wwin) dy

) heid f(ltgxaigee‘s gkaq gﬁmj‘{,'i’}{kg}:k’%_d!postsxn»)e‘ (252)



‘Ew%s
w9} e
Ako dakle hofemp, de operstori S_ ;. y za jedan stsnoviti
oL b W
Stk
% komutirsju, wmora vreijedivi
f{tg"??,owogdht a,%gu"",n.'%'an;.-, gra. 4'19;!’635{?,‘; - 0 (263}
t. 3. funkcija mors idfezavati, akc njezina varijabla x, porprima
A
vrijednost
e % = b . ( B
beXby, t (F1+¢.a+xk g E gt e o HE ) (264)
i1li druginm rijelima, ako je
= b e (RatasetH, atE ateset ' 265}
}ik 5 VA Fs e et 4ty gt X ) (26.};
ili ’
+ = X @ (?66)
ora dakle 51

Qvaj je wuviet neovisan o tome, o kojen X ge radi, tako da pod tim

uvjetom womutirs evaki operstor 3 () sa gvolim pripadnim D
‘!?, k: z

Jedan posied na (254) dostaje, da se uvidi, da e taj uvjet

T

LE“%P’%”Htl gvake funkeija, kojas je nastslz vrimjenom nek

=

na funkeijuw, =<oje tal uwviet ne moras lspunjavati,

Heks je sad % # 1, onda dobijemo

)@ B (9) B qseeni Xy aT sy qaennixy) Ay =

R E SRR WL D S L WPPRTRYE SO B



(268)

komatiraju, norse vrijediti

om prijetvorbom kao (268) opet dobijeme uvjet

ik—- TR E ;ﬂ) 1 S%k{ Kk) &

(253) 1 (254), komu-

ilo koja dve wmedjuscbno, sko funkeija, ne koju.

1jadu, zadovol jove uvjet (267}, Taj Jeo urjet

ljen, =ks je fuﬂgclja f(tgxq,..,gt )
Z @ﬂﬂrat@ra b ne neku
i (Xk}

=

iju P 315,,,,£ ), kaga ne more zadovel ij

std urjet f?efﬁ Preme tﬂme u nekom operatorskon

. $igarno komutiraju bile koja dva g sjedna od

- operatorz, sko se tik do njih ne desno

S L,y e 1 gvakom sludzin komue

gj{(xl{) (k-—? géea pﬂ) ﬁl@ﬁ.j 5{3}}1‘1@

i aneratafl g

,fx?) (km ,..;,n} mpdgusebnos
S i »




a' - . ® " - s &
5, Posveopcenie formule za n-siriiu intesracl ju.
Trrdinc, ds vrijedi:
B f
S I f t”}': & 5 @ X =
ﬁk\;c‘z{) WUy -1@ 7 1’1)
Xn . }{'A: ;
L B D
5 ég %m=l
1 i Vo i ,
am— k3 " ‘\ 5 " L4 \
- . 1 ’E g E %}{(Z)&Zg \i_'ar(,;‘r) {t Y.‘igaesg,n m.fig 9*‘»; +1gassg L;G;}r
’ §
. H 4
'5“‘2{-;*5{_;": I ¢ ’
- k;’x_‘igaasgft} !\22?3)
Jednad®ba je odito ispravas za n=1, Jjer je onda identidna =sa(254],

H
i
)
o]
ots
b
®
=
)
bk
frete
=5
i
4}
: =
o

Trstpoesteving, 4da lo ispravaa zz nekl m-1.,  Dife

;:

ni ed {270) no s vidimo leko, dz dobhijemo istu formulu,
gli za wm-1, 2 tu smo pratuoostavili kao ispravou., Derivaciizs lijeve i

desne strans od (270) sa dakxle jsduake. Osim toga Jje (2707 ispravioa

b4 = ﬁ “‘“’J;'é’h:%,g = Bi; = ( ?: 1 + 2 8 9 '5"!?-; 1 +:"t~z{+.¥ + -‘”’F‘
t £ L1

e tu vri¥noet je naime despna strans od {270) dednska nuli. Tijevu
shram: mofemo shvatiti kao rezultel operacije S (%) izvriene na

SNtk
va prema (254} za $u specijalnu

&5

mora tak@ﬁjer biti Jednake npuli. Time je dokaz formule

provedan,

Ao de Tunkelja g.(x%,.) identiZno jednaks jedan, to operator
i Ak

od  t-X+x, do xm,, tako

. v ) znadl obifnu integraciiu o e

da Formuls {270) daje:
1‘{!;,
gaa,
! m
{ g dx,.) =
£
twK¢z%
1 ’ﬁ%“‘”? o=

mx Py ”y,} I(t;{f{go»ogﬂx ‘19,!941,_;_15#&09.,- )4'{;

(2713



40 odgovera posnato] Tormuli za n-struzn integracijun

X T

( gdx)ﬂ P(x) = mz - %{X®y)m~1 (y) ay (575
) - s
c 8

Speciializirajmo sad funkeije f(*sx1,.e.§aq) utoliko, da pret-

postavimo, da te Tunkeije ovise samo ¢ suml varijabls LygeonsFyy

ba (270} onda glaoi:

o
£ f Tl 4

m afa 1 2 : N ot
S, (o« VEU6X) = ey L L g (2)dz g (y) £t Xz 4y)dy
a.’fﬁ'}gi\"“li) K H ¢ } ¥ 1 k. i

-’ £ ! i

T E 0 s
L kY
(k:'?gmeog%1} & (2?4}

AT it
[Aw]
A1)
R

NN
-3 =3
[
o

¢1(&+113 fs,u+)an .
(277)

(}::?gaengm) (278)

i definirejmo funkeijn iéq(x), nastaln  g-gtrukim komponiranjem

(s £ n} nu smislu jednad¥be {(112):

i
b
1
et
k

F1(£)ﬁm (x)%a..4F (%) .

Eame N
™
)

w0y

S

8 3
pis} n IE"; i i1 %
L8 =1 1 - ;T3 T : .
gjf? f;{ )S.:‘ﬂ ["_‘{ “eﬂm& ey (,({ ) f<t’j"} 1:5 E a S{r__—n (-t{ !}f(’tﬂ“} =
et Ted Pge1t Ta=1l B Lopoq 72T
5 - &

y) (s, y+X)ay . {280)




Ova je formule ispravaas za s=1. 7 tom slufsaju kompozicijae (279) inms

£3

samo Jjedan fakitor, tako da je

(x} = PFux). (281)

Pretpostavimo, da (280} vrijedi za neki 5 i iwvrdimo na obje strane

v ot ﬁms_{_? CRNT IS WO o S 0T f 4 PR Y {

operaciju 3 ( ) upotrijebivii formulu (277) 1 oznawu (278);
s ﬁ-l-"%

g+ m,
] LY §
p=q “rVT
a4+
By tmi D=1
T L R I TR B Y ( 2823
= B5%1 | éﬁ'sﬂxm) E J?J Tliyretljdydun . (282}
?wgimfm?)i o o
=

W 3 o

Hvedimo mjesto varljiable integraci

fcde

& y varijablu 2:

i
[
s
Ao

oty

Z = ¥+ U .

Doeljenc
g+t
W{ﬂ-—w
P, taX

ot

dua .

5@*(?mu) (%, 2+X)dz

12 (284)

R W N

oy mn, ,amI‘-":JE ! g

P gg * F{5,X) = (=1) [ {=2)
o e YRLY —ir | . N L
: i ‘i.:r\z,.r;g g ..:,’3 i ;,"!’?

Ry

Podradje dvostruke integracije je u rawini (z,u) itrockut & uglovima

i“

(0,0}, {t=X,0), (t~%,4~%). Izmmjena siijeds integracija daje

%

fosdd ?

) 3@_ 2F8+1(Q) 435(zmu)dugéz
= r A i

Y )




i
W
Ut

§

Buduéi da je

2
iya+1(m) %ES(Zwu}du = y8+?(z}%£%%(z} = %?S+1{g) s (286)
o

to je jednad¥ba (285) identidna s formulom (280), ake u potonjcj
nadomiestime s sa s+, Time je dokaz formule (280) potyunom induk-

ciiom proveden,

Stavimo 1i uw smislu (272

e
x5
£ ods : 3 Q‘P‘} - " .
{5 0e0x) = (0 @) o(tx,,000x) =
) N L
B,
e
i
= ‘:L““ %* (K m]}q !f‘u‘%:.’}?' % % B K h'a -:{ @ @ @ Y ﬁ(}.{‘f (28’7)
q,,?‘ % % :"‘fi: P R # “’}9 *"‘Eim“i P B ?{_@,‘?‘F U‘YII a7 ¥ '

to olito vrijedl

5

""““‘m&; f(t;:{.«;,eeegxn) =

r
“Fy
%,
;hh
1 §f " C‘iml’ , - . 3
= W % (4{-‘_;{“‘.‘37) b ‘?(tg-’iﬂg poanydo 43¥eXp 00 ,Kﬁ)ﬂ;’y"
b
=X+,
= (r £ g) (288)
+ éq+1
W f(t;}i‘]gnsagxﬂy = &9(%;:{1,59.,3{&) ® (28{3}
i

& '  (290)

i f(éﬁ'g}f.i,e.aﬁ{n} Z = G (I" é q) {2@@%)
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AN
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i

Stavimg gad v formali

L
A3

-3
<

St

5
=t
T
8
By
St
g
o
B
ik
S
-

i orsma btome

b

- 5
&

{ e Xg 2
%gk(z)@z = iz dz = e . {292)
P ] 2

¥ ¥

Tyrstimo  (291), (292} 1 (287) u (270), pa provedemo g+1 puts

pareijalnn integraciin uzevii u obzir {290}, to konalno dobijsmo:

mo

=] % - e —
i i‘(t;ﬁ?,ec@giﬂ) =
:—/-!r'zz E

*;

.
xi{ [ ;\.j' H
i N T
1 1 bel L a2 2ym: dr L,
= vﬂf. pm 4 \.E &‘“") (Xk i ;Y' Z &qu}. ;E\'t;.:{aggqs-,ka1§ygxk+1’¢g
Ty ; S i
e I, & K .

¥
oo

oe.,Xﬂ) d:)r (2@3)

< .

gy

2 2\ma i . g . |
A TR RRYE T FE R TRRSTL L o

i
gremm—
b

3] g
J—

wtarnji integral, razvijemo ocba

o
]
Feda
£
H
@
[e8
5
o
ﬁ
o
Hy

o

g

¥
&
o]
x]
o
[N
o]
Etal
B
yie)
.
o
fo3
i
Ay

7o binomnom poudku:

i

; g~-1 -

H Po5 3 G‘“‘Sﬁs‘1 {:mﬁ_“l s [qu ' %1; 2 p .

s 7 7 =113 ¢ X by M= M= M

| LI (1) S I I {(=1) (L) dz =
X, r=

¥




- 57 =
%*T g=1 m
= % ? (w'i )m"'ﬁ*’rwsm‘i (m\(qw"l) Ks._r me2r+:}-;;m‘i ys Ay =
7 820 r=0
o,
s q.."} m 4 z=y
_ - Wt =S My gl 2r Riasts 2r+qms ;I G
= z Z }j (“1) (r’)( R N g TFa =5 }Ek o gﬂﬂw =
' g=0 1=0 ) : “
i g» q_w‘?
. mrgered (my 2r  2me-2riq s A
=) e () x2¥ e D (=1
Tl
fw‘!f bt
e ;(‘n-ﬂ} 1{“1’”5"’1 (QS‘E} ,,im"‘qms :;_?b N . {:m{}? . {29%}
5=0 =0

Pidfemo 1i w (212) g-s mjeste g, dobijemo, ako jod p nadomjestimo

88 m @

i \ {(-1Y2 g1 T (852)
Z{“ ﬁ*ﬁéégmwm (2 = - . \dﬁh . (296)
$413 +q“5 o F(G‘z"u + m +: 1}

=0

7 {223) nadomjestimo g sa 2ueZr+l, a 1 sa g=1, ps dobijemo

Q-

§“£§liimm (=l = (=091 (q-1)1 (om-2p)1
Z ! H e -r?—q“g <] - {2m®2r+q} ;
B=)

( 1‘3‘-—‘?

P

al (Pm=2731  _ {114 .

q LMl T ) S = ﬁ‘(gmg2r+q) (297}
g

Jvretime 14 {298) 41 (297) u (29%), dobijemo za nutsrnjii integrsl

ed (294) izraz:

¥
m (n1 }mur (1"1)

g (y-2)0" (22-22)" 4z = Ef
=0

21 _ Zm=27T+q
( t_m‘“zf"‘q ) &y y +

s
18

-1 a1 et

+ Z (-1)2~8 (lg ) m! Em(‘lg‘i} Pmiq-s s |
- =1 : e Xk - v " (295)
5=0 2 [(3%52 +m+1)



= BE -

Uvedemo 1i u prvoj sumi novi indeks cumacije

g8 = Mer
i izmijenimo slijed sume, tc dobijsmo
¥
f ~1 241
(yez)d (X%wz Y gz =

{.4)38 oy CQ'q) T (as8y

3 _ . L CHd e §
= T : s = Sg :}i«im 9 3 +
=0 2 o= +m+1)
m ( 1)53 (m
AT i m=2a _g+28 .
b 5 8L gPm=28 . (300)
e (Q*‘ZS) k
g=0 = * g
Pime Je izraz poredsn po potencijama od y .
Izveat demo sad na temelin (280) Jo# jednu formulu. T tu
svrhn ponsajnoiie primjedujemo, da se 280) mo¥s jo¥ nelto vosveopdiii
untoliko, 3to nije potrebno, da se raznl operstori § (. ) ecdnoss na
E”vkx“ 1{;—
oy 2 ¥ 2 N & . A 5 s . o FIERS ) - ~A e s M
razne varijable x,_, vec se mo%e 1 na istu varijablu x,_ odnositi viZe
5. m1 W 14 m2 w
razninh operators s raznim eksponentima, na vr. I PR S ) it
g9 %) Zn %)
5.:{ ® - A,
Dokaz tako posveopdene formule ostaje isti, 7»ri 3em fe sad za istu varija-
blu bitl vide funkeija ¥, L%, ¥, ?{L) i t.d,, definirane prema (278},
g«h— - g e
koje sve treva komponirsti prems (279).
umijevame pod j(xk) funkeiju, koja je identidno jednaks jedan,
dakls .
3{X%) = 1, (301}
Prema  (254) i (274) onda mo¥emo pisati
K? Xk
i { a+1 .
a+t ¢ i 1T 4 3 .
*Jj{:;{k)wcte-}i) ={ E dx}{) ot ,X) :E 3 (ka.lf) = i?(ts}»‘xk”"Y)dY
t-X+x =X+, w
T Sk (302)



P

Tvedemo 1i u podjednjem integralu nova varijablu intssracije
7z = X.“K1r+yg ( }:j?}\
dohijemo
X
+1 Al -
fsii(#_ yo(E,X) =51 (X=2)% o(t,2) dz . {504)
a “k j_ i .
t
Vidimo, da rezultat opet ovisi same o suml X verijabla X se.09% s D2
je svejedno, po kojoj varijabli Xy 8O proveli n-gtruku integraciju.
HoZemo dakle pisati
X t
P - C - - : -
i U'K) - 3;}'{.‘{ )w{ﬁfi} ‘E’% {X Z)E 1.9( ) {i‘f_f 33“53 Eu%“’%} ; %X,i?’( 3‘0))
Tk I} A
3 A
Izvr3imo 1i na ovu funkeliju opsracilie jednad¥bs {280}, dobijemo
H £ : H :
E ] %
| oogeee  HL 3 g H, E F
1 i I3 H R : s 9 -~ i P +ﬂ Bl
{ §§mwr F($,1) = 115, ‘r)wuér w(%,X) =
i LI m}fx(xr)* i 5 i_fbr(""’xu i d’\.X:{)
L= / Lo j '
g
1 EY
+1+ 7 m
4 Ji., mr GT“X
(=1) r=1 s
- L ply) olt,y+x) dy (506)
e :
o

f* i

\

H{x) ,

H(x)

(307

oo
L

P

"

P9

A

2 je obzirom na (301) i (278} definiran sa
4 ~
e f q g F ’:1
2(x) = (J+Kk)dv Hx+x, ) = x- .
Pretpostavimo jo35, da je
- e ¢ —=
g(x) = % (r=1,..0,9)
i stavimo
Xﬁl = };2 = gp8 = X:'? = 0 8

(310}



- 50 -

Ll -

YMozlo bi se pesumnjati, da 1i je limes izraza {306), kad

et 5 3 { e g R LT B 3 mEalE ow 4 4 oy - 1. 5 £3

varijable (310) konvergiraju »reus null, Jjednak vrijednosvi, koja se
je, sko se u gornjoj graniecl integrals u {(306) 1 pod znakom integracije

" -

te varijable stave jednske nuli, i1 da 1i js svejedno, kojim slijedom te

2 4

varijeble konvergiraju prema nuli. Ako medjutim uodimo, da se te varijable

i 28
iz funkeije o{t,y+%), 2a kXoju smo pretpostavili samo integrabilnost,
daju ukloniti supstituacijom

y+k = 2 s {311)
kaja daje . %
taX ;

é o {y) o(t,y+%) dy = %ﬁ%(z~a) @it,2z) de {312)
;

.%@ .
i ako uzmemo wu obgir, daprema (301}, (309), (278) i (307) a%(zaﬁ

cijela raclenalna funkeija variisbla (310), +to je jasno, da integrand

dd

1 (312) ne mo¥%e imati takvih singulariteta, koje bi stavili u pitanje
nad postupak.

Tmjestoe da varijable (310} stavimo jednake nuli u zgotovo]
*vnlred 349 N EOE Y e} RS 4 5 s
Tunkeli ji ﬂ%(y 1 (306), mo¥emo to, s istih razlogs, udiniti ved u
fuankei jama Fq{x)g.ae,Fq(x} i H(xz), iz kejih je %D(K) komponiran,

a u tim somim funkeljame to moZemo udiniti ve¢ u integranda prije izvrSens

integrmcije. Dobijemc tako
e~ % 1, -1 2m, -1
?()qi §5 K x " f?)
CR, (%) _ v dv X = o= {313
LR = e omx =0 % mkwﬁ
o 2

{1'{ = 13:&@53)

dok H{x) ostaje nepromijenjen, jer ne ovisi ni o kojoj od wvarijabla

? % o -
\H{x)gx . ax =g = X o« {%514)
L B a 1 &8 =] . .
Vidimo, da bismo isto takve funkeije T _(x) 1 H{x) dobili, da
’ mq m ‘f'”:'iwf * V .
gno umjesto operacije S ...S ( ) izvriili operaciju
1
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2m 2m
1 Fac] ‘; oY S ﬁﬁ+‘§ i e
- N I @ % Bt s DEL. & (éqk)}
2m1+.¢.+ms 8 ggxk) Q(XR) J\Xk}

djutim, ova operacija bi dodufe dela ispravne P (

B
ntezralom faktor

x) 1 E(x), ali
i u smislu jednad¥be (280) dals pred i

{m1>2m?+.¢o+?m5+q+1

_ (=)

Eﬁﬁ(?mrwi)i Tm?(zm Y

=1

(316)

mmiesto Taktora pred integralom u  [(306)., Do to korisiramo, moramo dalkle
anjesto operacije {31%) dzvr3iti operaciju

5
L Py 8
(~1)T=1 ?ME (om_-1)1
i 2m 21
=1 1 = L+ P
= S"!(‘K )oouS«{Y ) by (X ) P kj‘trf?,
m.i«h..-f-m - ﬁ u kA I\, JAK
2 L (:m m“!)?
=

Osim toge treba i u X staviti varijeble {310)
ako oznadimo

{x = ¥ = . + + ' b

‘y)x =a2q.=%_=0 oy FapqTeeeTRy o (318}
1 8

trebe padomjestiti X sa X Iz

By e ITgvrdimo 11 dalile

operaciin
ol t, X, Y, dobili emo

(317} na Tunkeciju #eljeni rezultat,

Wo bududi
da je
om 2m 2m +ooot2m, +q+1
S*( )IGOS"S ) S{??i = (1 $ (319)
Iix, 3z ) 730%) Jlx)
a prema (280) bit de
2?7}1 °"+2"13+Q+1 . ( 1)2?}1+q0.+21§. +q+‘% tw;{l

(o, +. T Fom v q) T 4 (y) o(t,y+%,) dy =

o A,



Iﬂﬁﬂ

- G2 -
+
+1 § o
=1 a+ is - , .
- {2m1+f..12mﬂ+q}! }Q?(Z”“o} o(t,2) dz (320)
X
o 4

Ut

dje je prema (279),(278), (3501)

=,

. - 2mg+es o2 +q
x} = H{x) = =x = s (%521}

s
e % F []

-

to dovijemo konalno obzirem na  (305),(305), (309) 1 (310):

H

ol
(2m1+.,.+2m3+q)?1

I8
%% 5.7 ﬁ,e =
X X L . -
gi;‘:-\g by 5:}\.1‘- ¢ & 8 -XS--
v

m, m N

145 -
(=1 F 2 T {m + o) Oma4e 0 o420 _+0
9. = T2 L 5 To(t,2)dz .

¢

= (2m1+,¢.+2mg+q)!§

W

{(322a)

Oval oblik ima prednost, da su za . dopudtense nesamo c¢ijele pozi-

L

tivne vrijednosti keo u (322), ved i vrijednost nula, kako se lako

razebire pomodu relacije E“(%) =



2 z . ’ T "7
wovrmle (%23) do (3%39) T.7e

- 6%

7. Odrediivanie limesa sume nomedn primiense de 1Hopitalovos pravila

na poiedine $lanove, koji voiedince ne moraju imati limes

STAVAEL 1.7. Heka jJe

Plx) = £4(x)+ie+ £ (x) {(52%3)
mﬂh,
i peks zv F{x), (x-a) ¢1(z),,..,(fq¢) Ip(:}
funkelje, koje su u nekoj todki x=a 1 njezinoj

dok funkeije fﬁ(x),,e.,fn(x) to u todki =x=2 ne

morgin biti. Ondae vrijedi:

- - 1 dm : \i 1 a- % i i3
lim F{x) = Fla) = =g § ==—==(x-a)"f,(x); 4 e * ooy (m—{x-aj f (x
% » a mlo) gL LA I SN AT )t

(322) sa (x-a)® i

(xna)mf {x)

a (325)

Jo bududi da je

e
-
rommnes
P ¥
ol
)
w
p—
H
£5)
P
&4
e
1
[STR § &7
1%
&
—
74
§
&
%
=y
.
4
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&

.
-
[ fel

3
—
4
p—
=]
~
o
>
Bzt

(327)

- m
(x-2)
ik % s ve je prema de 1'Hopitalcvom
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1 bududi da preme pretpostovkams svaki 3lan desne strane od  (327) ims

e

limes za x - a, +o je time jednadiba (324) dokazana.
. g F

Vidimo, ds se na pojedine Slancve desne sitrane od (325) molZe

niti de 1’Hopitalovo pravilo, keo de se radl o necdredjenim oblicima

primi j

e

<

premda brojnici ne moraiz biti jedneki nuli i premda same funkedje
co
f1gg},..,,fn{x) rne moraju imati konafan limes za X » &.

H

Stavak vrijedi i za funkeije kompleksne varijable z. 7 fom sludaju

ée;se naravane raditi o analitidénim funkcijama, tako da funkcije fﬁiﬁ),..a,
fﬁ(z) mogu 1 708kl szwa  imatl poiove do najvise m=toga reda,
: Zao primjer uzmimo identitet
: ' ';3 3 2 . # : e
P _ (Pp-2)x%” + 3 2%’ + 24%° - 2% - 3 20x2 - 44 4+ 3
FoX + 4 + s + -
I X X x
| PP .
Aox Bdx + 3 (328)
X
Cpdje smo daskle stavili
P(xY = ox + & - (329)
20-2)%° + 3 S
£.(x) = ( ! 2 . (330)
1 2
bie
3 2
2% +23% " =2 K- oz
£.(x) = 2 (331)
2 : P4 ~
X
2 s
; 3 2eH " =44+ :
£(x) = 2RO (332)
3 X
-
ex =S4+ oo
f4(x) = - 22X X5ﬁ . (333)
Odredime limes za =x -» 5=b.lijeva strana daje
lim f{ex+d) = 4d 3%43
im {ex+d) = . (324}

X o a8

Primijenime dokazani stavek na desna gtrenu. Imamc n=4, a=0, m=2,

Xzfﬁix) = (20-2)% + 3 , {%35)
Kzfg(X) = 227+2dx2-2x~3 (336)
xzfﬁ(x)‘ = 2ex’-4dx°+3x% ' (%37)
ng&(x) = - 3cx3+3dx2;x (3%8)



§2x+4dﬁng ij?cx»%@gxzo

lim (ex+d) = LT : + *
% w5 21 C 2!

s

[

§u18cx+6dixmg
+ 2X=0 - 0+ 23 - 44 + 33 = d (5%

21

9)
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f”gq) u (474), dobijemo prvodnu

. tome uvrdtenje dzrazs

1t fcvmal (470}3(%83; mors dati direktne formule

Urrgtime spomenute izraze najprije uw {479). Tvrdimo,

2 dobivena formula moZe dovestl u oblik
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= : H (¢ dt™ wmk 3 ( _
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H
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232y 5 L= 3220280 (m-g1) 1 (m-s) 142 4
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é;b \m“26w1)3s’fa+1)gcgmwzg
<mm1%
+ A (ciiQ XZ) ? (mi)spdmmzawE ,(mys_1}!£mﬂg)}xzt25 _
e (m“ZSuj)F*Efg+1)gcgm“58m§

a=0



IT.4,

- 08 =

&

B

EN
| Ae—

[ =7 o )
;_.& {,.‘%}322:?1@6.’ P31 (Mg '3}3': s )?‘t' s
o 820 (me25-1) 151 {s+1) 1o 28
r+Padm.d
n - S, PN 2P 28 2s
52 %2y T =1 p2m=2r Qsm"mmrm%mi)?fmaa}sy?rt
i BG(C i:t “"5“,;{_ } E‘mwzf"gm +
_ e (mer=2s=-1}irigi{r+s+l)ic
B
rai
g0
S o ri2sEm P BN L 2, Pa
s Aje a7 (=172 o1 (meres) t (mag) 1727458 (535) =%
T | L & ﬂgmmzrmgu g il

(ﬂmfw?ﬁ“r’“?(r+s

Throdimo 1i prva 1 drugu sumu dizrazs (535), to nije tesko

% E %?1"1-"3 é
| =) o y Iy = ME -
5 (=1)%270"280 s (g0 1)t (st ) 1520 5D («1)5278=280y (a5 1) 1 (e ﬂ}?tzs

(m=22)1(e=1)1{s+1}! 1 geB=es o (m=Cs-1)181{3 +1‘?c2mm23

na zajednidkl nszivnik

28

8(=1)%2%"280 1 (1 51) 1 (mest i) 18

+

+ (m~2a){mﬁ}Eﬁzmwgﬁmiim“g«1)!(mws)§t2€ =
= ($+1){u1)$22m'25m?Eﬁmwsigjztgg. (538}

8 O 25
(=1)~2

:
L2

Diocha sa ml(m=s-1)1{m=5)1 daje

L3
ol
(]

(mes+1)s + m=2s = {(m-=){s+1) (¢

TO J2 i8Dpravno. Ako Je g=0, d4o



2 T‘%ﬁ‘(Y‘I“‘E}sm E&m g(i’ﬂ.' ‘;’:éiﬁ)
; m Zon VIS
{m=1)10111e ni{01}5¢

$to je ispravno. Za slufaj da jJe m tak broj, mofemo jod etaviti

& == =
[ 1 -
' (541)
Q
gto

sume u (57 2, daju zadnju swau u  (535). $lanovi

TLVE Bume W r=1, dajn tredu sumu u

flancvi prve r=0,

(536}, [Llanov

daju predzadnju suvmu 1

1 obliku

koje je =0, daju detvriu suma u

dokazena, 0Ons vrijedi za m = 2,

proizaile, = 1 za m=1, kake po!

Uvrstime 11 (52&3) (:29} (553 ,(532) uw {(4B0), to se
dobpiveni izraz moZe dovestl u oblik
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ts‘:’% I 1 o o
5 (=117 (2m) 1 {2u-2s) 1457 +

g
= (c“t “x°YAn P At :
} ﬁ aco 2 m”zum!(mwQSBE(?s)?cgmwgs
X -
n et !
R \ 29+2
s b Aeltegdyax 5 (*§-( 2} i(2n-2s-1)1% .
1 5 F ?2,,; Emg(m 28“?) 1(25 7) ’823’1%28@2

5=0}

B tucguian

i
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!

. N pe8
ok A (m‘l)g{gm} g(gmwgsn‘i) i%

+ K (C % X ) 7 -
! A A ?gmm28—1m§ (m“23m1 ) E (23+1 ) !cgm_zg

g=0 "
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r+28En
S (=05 moros) 1 (2m) 1 (r1) 1 (2m20) 1 (res) 1X7T 70425 N
b & T o T ot s o B2
s geB=eT =28+ (muruza)!mJ(Zrag)i(mus)3(2r+25}iﬁ§cgm er=zste
P .
=z
820
2 Io o
o (1232 Ao ls2x?)
r+28fm Fr ”
Y {mﬁ}sfmarmu}i{2m3 ri&zmes}€(r+ﬁ}iﬁzz 1,2 | +
%Tj pel=T=28 1y 25) Im ,(Er)!gmys).(2r+2s)§a§cgm“gr“2§
riq |
520
T =i
178
ﬁ“ ( 1;ﬁ+1rzm}v{2mmzsw‘sst*’?”“ ] s (582
* / Z*’fl;?s-s’% ¢ e e = 5 )
Loy 2 m-2g~1) 1 {2e+1) 105728
s se to ﬁ%ldlg zbr@dmmc ralprije lszraze, koje daju QQ
i prvi Blan lzraza §?) za Qp 3
Ei 4 )
5 a(=1)%(2m} !_(Qmazsﬂ)ztz“ +
& o . N T e
£y (mes)27"%%n ) (e2s) 1{2041) 1055
L& g
L LY é«1}$’{2m}!(2m_~2s-—»1}Etzg o
g< L= 250 Emiimuzs)!(Zs)!cgmqgg
5=0 |
rmj
L2 . 2
= 5 = lemy)(onm2e) 1t (543) 1%
p— PEERy 1 (n08) 1(28) 1cCRTER
T syreu dokaze ove relacije pretpostavimo (537) 1 sredimo opde
AT
Slanove suma u (%43} na nazivnik (mws)ng“gﬁm!(meE)!(?3+1)?cgmmgga

Brojnici daju:
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s{=1)%(2m) 1 (2m-2841) 1325 & (m-8)2{m-28)(~1)%(2n) 1 {2m-2s-1) 1% =

= (m-s)(28+1) (=1)%(2m) 1(2n-20) 1155 | (544)

dicta sa  (=1)%(2m) 1{2n-28) 1525  daje

a(2m-28+1) + (m=-28}) = (m-s}{2s+1) (545)
5%c js ispravno. Ako je =0, dobijamo
(2m) 1 (2m-1) 1 - (em)i(zm)1 (546) il
281 (mat) 111078 2% nt mt 01 0T
]

8to je ispravno, U sludaju, de Je 1 tak broj, mofe bitl s = % = Ds

Eto daje

p(=1)°(4p) 1(2p+1) 1672 (=1)P(4p)1(2p) 1827 (547}
02°P(2p) 101(2p+1) 165P 52P(5p) 101{2p) 1677

dragn suma v (542). Treéi 3lan izraza za Qg daje Elancve pete
sume u (542), za koje je w=1. Oletvrti &lan izraza za Qg daje
e

aF

tredu sumu v (542), Peti 8lan izraza za Qs daje Zestu (zadnju)

suma u (542). Suma, koja je pomno¥era sa R, odgovara Cetvrto]

&

sumi w {542}, =2 sume pomncfens sa T odgovara Zlanovims pate
3% 4
sume u (542), za koje je r22, Formula (542) Je time dokazana

i vrijedi 2a m 2 2, kao formula (h@é), 1z koje je proizails,
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JEIE—— -

By = (A gelfa®)ax (n = 0,1,2...) (548) 0

-:y\
e - ¢ ﬁ 2 2 ra ey s =T
vratimo 13w (344} 1°-x° wmjesto f(z), snizime »n =za jednu
% . 5 . : 2 - -
Jedinicu, pomno¥imo jednadZbu sg tzma i dintegrirvamo 0d X do
T, To slijedi
i S
2 2a (A2 2 4n(n=1) in{n-1)
$e - ix cit—- v = Mg T - o .
Pa % j‘n( yo-x)d 2 T het Poop
X c
(549}
“3
Farciialne integraciia na temelju (346) daje:
L
L
SRS, ‘ s =t
Lz { z Y2 .2 = -
ix“f&w(cgtgmx‘)ﬁx = {2% X;ﬁqwaiPﬁt“—Xg)g -2 Ppoq =
) n (2 T x=X o> "
¥

-

Trratins 11 to u {

5 Pomoéu nje dobije se lako

‘Ti
H

4 8 .4 0.2 .2 2 —
2 :E?P‘? u???omx ;E?ﬁ.*(c%ﬁ ~X=) -%-Ztm?;—g (552)

¢

72 v 144 . 5 5
(“1“1 - mg?@) Py - E?ZE Py ﬂm§-§f% (CL =X ) -

o
s
1

o't ¢
«ﬂﬂi(c g_t :&d) e Qt(cfzi 4 cétz) e {5:5’3} *
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L% 1)
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Tyrdimo, da j2 za n = 2 optenito

oy
v
L%
I
et

= AT B + X
Py ApFq + BPy + X
iii
t t £
e R W N Ao O
Ej%ngcgt -x)dx = A, §3K1x0}¢ -x%)dx + B, Ejkgchu -x)dx +
X X X
- .
N 3 -
+x o, AeBa®) 4 2 (555)
Tt

(=1)5%1928-20 ) (500 - (5569
(nmzs+1)g(gs¢¢)gact)anés 5°

PR DA - '
{=1372 ni(23~2um1)i o (557)
i 4 XLl
(n=2s)1{2s=1)1{ct)
e P :
2 4 "
s I € *}S+1?25+’ (Ner-a «T)i(?n 2g=2) 1 {r+3) ! -
RV Sl o) 22T (558)
s o riel{n-r=28=1) 1 {n-s-1) t (2r+2s) 1 {ct) N
ﬂ-'?
=1 Lo ~
T o= e n!{fn-gg=2)1 . 5 («1)“+12zsni(2na23—2}!
° e s;(ﬂusa1)i{ct)2ﬂ“25 poyer’ (28) 1{n-25-1) 1 (ct) =022

(559)

¥ zadnjenm izrazu cotpada za n = 2 driaza sums.

7T gvrhu dokaza treba 5& nawarlgp uvieriti,da te formule
za n=2 1 n= ajua 1zraze 5?)9\5q3)a Dalje ih treba uvrstiti

U pekareionn gcdna;, 55‘1)a Tomimo najprije u cbzir flanove

8 P4y bej. Elanove, koji potjedu od izraza (556):



et

ST (1)5F1925=24 (0 25Y
(n-2s41) 1{28-2) 1 {ct) P28

=1

Aq.kmn

na
|5
S (=1)5719257201 1)1 (9n05-2) 1
(n~25) 1(28=2) 1 (ct)cP—e8-e

e

g=1

Tt
i:uﬁ j £ ngw ¢
{-1}" 2 (ne2) 1{2n=2a~3)

c*;' “g’ (nu25+1)?’2q~4"fﬂf}“pf“°m2

[+]
0N
=2
i
gv

i avedimo ople dlanove na zajednidkl naziwnik (n-2s+1)1(2s-2)1{ct)

Brojnicl onda daju

n=-28

{w1}5+1223“2n2{2na25)1 = 2n(2nw3)(n»25+1)(-1)S+1223“2(n=1}E{Zn«Za»?)? -

- An{n=1)(28=27(28-3)(=1)52%5=4 (1 5} 1{2n-28-2) 1 .

- Y T .
Diobs sz [=1)% jzfs 2ni(2n~2$«2)! . dajs

(2n-28){2n=25=1) = 2{2n-3)(n=2s+1) + {28-2)(28-3) |
ito Je dlspravno,. 7a a8=1 dobijemo
n!{2n~2)1 _ 2n(2n=3)(n-1) 1 (2n-t)1
{nm1)!35{ct)2n“2 B {nmz}!OE(ct}gnng ’
8t0 Je isoravao, Ako je n lih,braj, moZe biti s = 5%1

3

2 dobijeme

(=P 220-2(05 4y 1 (2p-2)1 _ 4(2p=1)(2p=2) (=1)P* 15284 (0n 3y 1 (2p4) s

01(2p-2) t (ct)<P~= 01(2p=4)t{ct) P

5t0 je ispravno.
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Analogne uzeime sad v obzlr &lanove s Peg tede ROJL
Tl 3
(2] o 20
N7 (=152 (2nw28-1) !
ﬁ;} (n«QS}T(?smi)ﬁfct)gn"zs}
851
& i - . B
2nf{en=3} N (=1)52%%(n-1) 1{2n-28-3) 1 _
M7 Loy (n=28-1)1(28-1) 1(08) P22
(4]
L3 o s
T (1510292 (0 0y 1 (2n-28-3) 1 crr
e ) PA=D5-0 ' - (586)
amp (n=28)1(28=3) i (ct) ™7™

f \S.28 i{o ’ 2y 4 S.22, vy o oz
(=172 ni{2ne2s-1}1 = 2n(2n=3) (a2} {=1)"2"{n=1}1{2n-23=-3) 1 =
n oy B ZE_éf.m . e -
= 4n{n=1){28=1){28=2){=1}" 12 2(n~2)§(2nw2565)i . (568)
Diobs sa  (=1)72 H{Pne2s=-3)Y1 daje

{(2n=2g=-1){2n=28-2} = 2(2n=3)}(n-28}) + (23-1)(2s=2) . {550)

3to Je iapravno, Za g=1 slijedi
ﬁ2 g r'd - 1 v £ e ?“}92 ‘) ~ fing 5
£ 1t sz‘dﬁ) ) o 231{1:.5:.@*,,’, - (ﬂ"’1 i (.”_.ﬂ“f}) H . (;:570)
( g ?J.h.“‘”g [" Yy . 2:{1“"‘2 - -
(n=2)111(ct) (n=31111{ect)
S50 je ispravno., 4&ko je n  tek broj, mo¥fe biti 8 = % = Py DB
slijedi
(=1)%22%(20) 1(2p=1)1 _ _ Bp(2p=1) (=1)P~"220"2(00 5y 1 (2p3)1
01(2p-1)t{ct)<P 01{2p=3) 1{ct)"?
(571)
3to je ispravnoc,




Izmimo sed u obzir Xlanove, kol potjefu od (538} za jedan
stanovitd r. TFPretnostavimo ponajprije
1 é I‘ é ﬂ.""% & { ")72) 2
Dobhljsno
2a-4 3 t{r+all
\Enw-r—2su2

=
ot LS D=l B i
u)

e
pyE.Y f""\
U}

(573)

? g ] -4 ;}.,%?;l:% (5‘7-1-)

V1 n-r-5=2) 1 {2n-2a-4) 1 {r+s) !

w 45{n=1)8{n~s-1) (2r+2e) (204+25=1) (=1)72°%" {02} 1 ner-g-2) 1 {2n=2g-4) th+a=1)1 .

o
e

=1 o A
pioba sa (=1)%712%9% (s 1)n1(n-r-s-2) 1(2n-28-4) ((T+s)! daje

\nmrwﬂm1)\aum25m = (20=3){n-r-28-1} + s{2r+2s-1)§ (5768} e

4

S

3to je isyrsvmnoc, Za 89=0 dobijemo
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101 (n-r-1} 1 {n=-1)1(2r)i (e t)Qn«Zr r!GS(nuer)!{nuP‘?(zr)f(ct)?n”Qr g

Zt0 Je ispravno. Ako je n-r~-1 tak broj, moZe biti

&3 o

oI m1 1 ]
R e Senll N na dobljenms
m.é_mw. p? i o

o

(=112 1204 h i) 1t (20420 1 (140) 1

?Ep!O?{p+r3!{2r+2p)g(@t)QP+2

)PP 20T g ipt) 1 (=1

- (20+27=-2) 1 {r+p=-1) 1
r%(amﬂ>zea{p+r~‘i) (2r+2p=2) 1{ct)EHe

b3
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¢

(578) 3

[PEs
b
O
i@

ke

L
i
b3
§
W)
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g

dobi jemo
2nitt{2n-2) 1 {n-2)1 _ _ 20(2n-3)2(n-17101(2n-4)1{n=-2)1
(n=2310111{n-1 E(anﬁ}!{ct)¢ (n=2)Y10101(n=-2)1{2n~ ﬁ\i(ct)4 ’

o

(580) 270

ko Je
r = n-i (581)
. . . ¥ ;
sumi na lijeve] strani ea s = 0, all prems reitupionoj
ezi jod na desnod strani sumend - Zn ¢
¢t
2riod =23 1 {111 S
\umi;fO’O'(nﬁi) (/n 2)Yi{et) cltg

gto je isprawmo. Time su 8lanovi, koji potjefu od (558) uzeti
1w obzir, Svi cstall &lanovi, koji daskle potiedu od {559), daju:
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B " § m‘.g
[l=m g = )
i H+1a2s
S .n!(20-25-2)1 L 3 (=1)PM19%% (oan-0s-2) s
i PN 2N=2S L o P 4N o) BN S
o st (n-s=-1}i{ct) - {2s)Y1{n=Pa~1)1 {2t}
Ne=2

2n{2p=3) ¥~ _{(n-1)2n-2s-
o® .

"% fﬁ} g1{n-s-2}1(ct

. - — 541 ,2
L 20(20-3) ST (13772 _
c“t” ey (28 1 (n-25=
P
& 2
(n_z) (on-2g-4) 1 .
o (n-s-2)1(0o%)
ot
. w2d, s, 2se2
4o(n~1) N7 (1)72°7 7 (n-2] 1 (20284 ) 1 . D
= 5 ' e B 5y
cgtg P (Eswz}z(ﬂm25¢1)?(ct)2ﬁ 28=2 et
(n = 4,5,6500.)
Zadnia suma otpada za n=4,
i

I

2o{2n-3){n-1)1(2n-6)! , 2n({2n-3)2 2(&«1) 1{2n-5)1

o a4 \ Ve

11{n~3) 1{ct) B2 22 (i) 1{ct)one
Syedmo ne nazivnik Eiﬂmﬁ}!(ct)zﬂ"“ Brojaici daju

n

o3

+ (n=2)(n-3)2 ﬂ(znm3)22(n—1)3(2n-6)! .
Dioba ss 2u21{2n-4){(2n-6)t daje
(2n=-5) +2{n=2}(2n=5) = (Z2n~-3) + 2{n-2)}{2n-3)

310 je lspravno.

i I&Sﬁ

-4} % {nn2)22nf(2n«4)i = 2(n=2)}2n(2n=-%}{(n-1)1 g9nae)’

(58%)

(585)

(586}

(587)
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5%c je ispravao, Ze & = n=1 freba uzedi w obrir i zadnii Slan
1
10! 5 = —mey (592)
(n-1)101(ct) c“t°
I ovoe je ispravns.
ged u obzir drugu sumu llijevo i drueu I Zebtyrta sumu
desno u  (583) i pretpostavimo
2 ¢ 5 £ B2 (593)
Zajednlilki nazivnik je (zs)i(anSui)E{ct)gnmzs, a brojpici dajun
{=13S+122$nl(2n~23m2)!
~ An{n=-1)2s(25=1}
piova sa  (=1)91228% yiton o 4)
- {n-z-1}{Pn=28=3) =
50 Je isprevno. Za slufa]

(=1)2*12%P(2pe1) 1 (20)r i(2p+1)2p{«1)p22p"2£§§~ﬂ)i(EDwL)!
(2p) 101(ct) “PF (2p-2)101(ct) P+E ’

A

3to je ispravano. Time Je cijeli dokaz proveden.
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8inteli se kraticom (548) +tvrdimo, 4a vrijedi

T p = £ (6) P g (8) Pyt aen  {n=0,1,2,,..)

gije de za r = 0,1,2,600

=t

L
!

2

L
™o
Lnd
+
sl

Ean

b

S

B

a Totkice ns desnod

>4 Ea a -
zevajn intezrala,

odgovara v=0 u (60%),(504). Pretpostavimo, da je ispravne za neki

fedy

v

n i difevencivsmo jadnadibu po 3. Pomodu  (348) dobijems

P R ol
it

) oy
% gf ‘:'t) ?Q -+ gh\t) F1 + aae

cgt

= t1(8) B+ £ (1) = S0 F (1) Py o+ gl(4) By o+ g, (1) -

I ]
*éﬂﬁ

Dyretimo 11 (552), siijedd

& ‘T
r 3 7 2 9
x 2 £ '.S A = . !
- %Lf,;’;’d +E gnxt)j P, + tg;l(b) QE’;?E £,(t) .,,._:é gf*;n(t)j

Trram
Frem

g tome funkeije fﬂ(t), gh(t) zadovoljavaju rekurszione

By

+ 4 8 &

(608)



2
i ’tz‘?’ J\+-{;;‘_f {-Q\
1.n+1(1:} —ﬂ(fl = 5n‘t) {609}
Fey — a4 32 £ f 4y + f
an+1\v) = gn(u) = TET il = ox fa(J) a (610)
Lake je uvieriti se, da izrazi (60%),(604),(605),{506) zadovo-
ljavain ove rekursione jednadfbe, Tims je dokaz proveden.
Tyrdimo dalje, da vrijedi:
(}“.‘L * I's s
oo () = o,{8) P+ v () Py + .0 (0=0,1,2,...) (611}
o/ -
'de@ je z&8 rzag'lg?iaoa
”zr{t} = 0 {(512)
r 2r
vop(t) = (-7 & 4 (613)
" - I 2 - N
*2r+1(t) =(-1)" 2 ¢ (614)
Yopeq(t) = 0. (615)

Tz (505),(508) slijedi za =0

g% . e
PO = “'"‘?“ DF1+nnv

dakle
Y 1
o (4 P )
o ‘tP):.., P 4 se8 = =
i i g? Jtor1 S g?
ili
ne( = m= "? 1
Qn‘t) “n+it

mr\%m c:mim

gime je dokaz proveden,

H

pe—

(616)

A e o ?i
fﬂ+1(t’ L bn+1(t) Pié +oese

(617)

(518)

(612)
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Oegrenifimo 1i se ns &lenove najviiih potencijs ai ) &ogi

su pomnofeni sa P ili Py, %o Jobijemo na temelju (J42} (6@2) i

%
2r |, T A~ n 2T
& in 52 2 {1 4n) 5 on
e I | (eit"=x")dx = e e P
4 ;‘ ET AO ] zgﬁucgﬂfgﬂ)z } dt?.&. Lo
X
""""""""""""""" 2r-1 op
C g g 2n= o - n{Zn+l) 2o~ & /
+ Adnr % 5:@;37 Po - b o \tP?) -
= nr(pnat) (2nen) 8202 TN GO IR e e
ﬂ?\g.u.-'lj\zl’l 1Jt W kt-pax)g + 'YX ?p ?nyﬁﬁ_}? )\ 1) t P ofe

' 27,7 ‘ {2 } L7
* { 1} -3 1_:; ﬂ ‘EC i ?1 - (mq)r Xl 221""1} C?lt”n ?.-i -

e (=D Vopp( 2041) (2n-i)c ST R4 202 POE + oee. =

(=1)%7T (4n)1 5 2n n(4r-2n-1) .2n o |
= Ly P A £L — il
= Egﬁ gﬂwz—l‘{grL) ; Et ?D o4 ; t PT + ". & (620)

e
%
dEr+1 f in p %‘Emmg‘ {m1}n p)‘ g 2 d2T+?
mmr VX (et -xT)dx = ey 65 e B4
d% T+ 3 f%o : Zgncin(zn)i ! Qt T+ o}
X
")'ﬁ +‘§
en-1 n{2n+1)  2n=1 &Zr .
+ 2n{2r+1)t e 7, - U Sooerr (FPq) -
_ nlZr+1) 2n+13(?nw1) on-2 of T - )2 N

H

(=1 (4n) S r+1 1 2r+2, 2n+l T 2r 2n=1
?n,én(gﬂ); E(- ) 5 C t Py o+ {(=1)" 2n(2r+1ic P, *

yo+t n(2r+1)(2n+1)(2n-1) 2r 2n-~1
‘ 5 - ©

+ {qﬁ)ffﬁ ni2n+1)czrt2ﬂ*1 PQ‘+ (¢1} P1 Foe=
2 .
P 21’1“1 14 ,,;,211‘5'1 + '] 6 ; 1
_ {?1>Z+r2(4n)% g br-gnst) 2071 p oL B 420% ((621)
27Tt hmE an)y 4
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temelina Laplaceova transformaciia.

T Lovlaceovod transformaciji
L

£(s) e™p(4)at

Py I—

(5

A

zvat cemo F{1) oprvotnom funkeijom (siemi-*0bjektfunktion™), a
f(s) igzvedenom funikcijom “{ nism.-"Resnltetfanlitiont) .

o Leplacsovol transformacijix)

nilh funkeijs s pripadnim
8 ta tablice dane su funkeije
0 £t £x _
(525)
LD
(526) %
s nagznakom L = 0, Xk vpovelian; apsciss Xonvsrgencije ﬁ = Qs
I P
To dakls znsdi, da je Laplacsov integral (524) s fuinkeijom (62 S) kon-
vergenten za  Re(g) » 0, & divergentan za Rel{sg) < 0. 0Ovo js mediu-

samsy onda, ako je k realan broj,

=)

=3

naznadeno,
haorie

nije

ngrnafenc ni na str.
und Anwendung der Laplasetransformst

‘s
510




i
=
e |
a
—
a

(ot 20,620, k éovolgan)

(527)

specijalnija, Sto se tra¥i 6> 0, dakle

Ova je formula utollxﬂ

& fealéég dok naznaka za apscisu kongsrgencije =10 u,tpblici

gy H

0
dopudts kompleksan s (koi# odgovers varijsbli &), za vowﬁ Je

T %) ¥ao izvor se tamo navodi 5,¥, Watson, & treatise on the theor

s Cambridsze 1922, str. 415, formulas (4), u
. 2
‘tz.—y'g ::;1'2’ =3 = &~ 2 o= k’ :}T = ml’.’ﬁ(g

Jie Zylinderfurktionen

e

und ihre Anwendungen, Tsubner, Leipzig und Berlin 18%7, str. 110,

formule (18), kojas glasi

le
fata]

JikR

uu. = 3 C"’S??&‘)
gdis J R -

: .12 ‘e .
takav predsznak, da btude linm Y ?szk =+,  Citirans js
i\-?-vm [

mijerija. MoZe ge pokszeti, da imeginarni 4ic od k mora biti

vedl 0d nule.,

pozitivan,

st i i % : y stavimo
\Zl =67 4 T = Cy A = +%T oA g E = yfr2+zg = fgg{gzg na

dobijemo ??), gdje samo pi3e ¢ mjesto k. Ako k nije &isto




Enh?mﬁaé .

IIT.1.

odnosne imzsinarnim dilslovima 4o

sikcusiju kRonversencije toum

oramdz nam ne &e

mulug” ali s komplsksnim o

i te%l prema + =, To

e

tidkin produZivanjenm.

Poromila  {527a) dana je 1 1 ! Prank - Misas, Die D

und Integralgleichungsn der Wechenik und Physik, Viswe

z 1935, 1I. sfé str. 924, formula {11},

i ovdje nisu
diskutirane dopustive vrijednosti od X, samo je ns strani 623
‘kod formule (%a) primjedba, da %k mora biti odabran tako, da
() =

o

LA

[

zava shodnim predznakom od k, odnosno za realan k time, da se
odabere kompleks

an, O%ito je, da se to sla¥e s na¥om primjedbonm,
2d k more

o
[ars
(= d
eba
]
!
]
fta
o
ek
B
=
£

Kompleksan A za

isla, jer je to realna varijabla intezgrscije.

se relaz® u T, sv. istog djela (1930) str. 825,

G e
oy
L)
b
gy
R
]
+
NI
A
LB
o
i
A
il




s

Napifimo intesral u  (527) s naZim kasnijim oznaksma:

£

(x 2 0) (528)

Buduéi da je prema  {%40)

7.(2) = 3,(-2) - (83)

to moZeme promjencm predznaka od ¢ UVlJ@k‘QOSthi da bude

cy Y O (632)

ili
e; 70y ey =0 | (633
Fonvergenci ja 1rtevrula (528) ne dolnjoj graniei nije u vitanju,
1 1 o R IRV
HEST < K W i c = . (627¢)
P i og
p

£

¥e citiranom mjestu Jje u eksponentu ekeponemcijaln% funkcije po

integralom pomuitnjom ispulten sumand ~pﬁ‘.f 1 ovdje je citiranc

L. Sommerfeld, Yoer die Ausbreitung der Wellen in der drahtlosen

ey

Telegraphie, Ann. 4. Phys. 28 ( 9}, str, 665 Tf,, narolito str. 683,

Stevimo 11 u  (627b),(627c) ¢ = ~ik, p = & + ik, Z =5, =7 -4 ,

g

[y

C

&

#

ijemo opet formulu (627), u kojo) samo pi%e /£ mjesto = .
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ie tamo preme (340) integraand kontinuiran. Hadi se da

o
%
—h
a

o
o

JET 3§ s}
e - PR - Iy z . W & 2 .
tonvergenciji obzirom na gornju granicu. PosluZit cemo se asimpto-

tidkim razvojem*)

i n) -
T 3 _ 1 ? ¥ 21:1./ + O( %75""‘ ;-L)
*’V(Z’ = e ;Q__LT L5
5y
L H «-»2;;1-4\35
= sin{g= 57 - E) 7} )it
7

Lo, L0) =1

s pratpostavlia se

- < arg z < .
M & s « - 2 :‘3 . ‘
Oval potonji uvjet blt ce zz nes isvunjen obzirom na
vy

ohgirom na to, da Je

Btavimo 141 u (634)

to dobijemo

I,l2) = gwgf )

Ed

:

5t O(Ezq“3)§ =

*} R._Feyrich, Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendumgen,

Teubner, Leipzig und Zerlin 1937, str. 47.

H
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YT (A= )
wﬁﬁgzm ge L0 P 0(353"1)2 + e 7 1+ 0( imq)jg . {&38)
, { . - - '
Hyretimo 1i gad
2z = oitPexe = (c1+1cg) (639)
i nofimo, da zbog
= o (640}

iz egzistencije konadneg lim sup | o8ito slijedi
IR i
i esgzlistencija konafinez  lim sup |

da mjesto

!

tako dz za integrand oﬁ (028) vrijedi asimptotidki ra zvgg

Q 1(c1ws?;t ici E "? -1)
=] ; 2 ®
\
@ 1 'PO('i? =Ty ;g +
b D
+ "




(C . j_t 027}( §1m = w‘a) . } '

[ B g i i - iy

a 2 1 b= ' 't %1 4 O(t 1)§ § 2 : (’313) Ty
Fmas -‘E

ot

&
i
A

vrijedi IR
. 4B x* 1)
Sl 1= el }
1 1 G ( _1 :-? , ). |
lim = iy =  1im =
12 w0 ol

. 14m e - | - (545)

‘5 X . 't = G

i i{og~8,)t Y oeiflo,tea)tl
R B L B (546)

. (647)

84 2 ¢ (548) ‘v

t0 se vidi obszirom na (6%2), da sksponenti sksponencijalnih funkeije

~legte )t (ep=sq)t ) e
=) i e aoataju negativni i de integral mors

{i

o

51t1 apselutno konvergentan,
Fretpostavimo dalje

82 = "“(3.1 (650)

~(02+s1)t )
to se vidi, da funkd j=z 2 ' i sad ima negativan eksyponent

e




= 123 -

osf vrvi sumand ze ne desnoj strani of







- S rTE
¢ 62"131) "’5( 1= .gg, “1) ..

~4(oy+a,)t
e 0 &







j& bio upotrije

Kie pod pretvostevkon (669),(6

divergentan u dvije tolhe,

Lja w integralu




01 £ | G x

vergencije svagdie uvietno
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(t Kaggugch ) (73?}

Zhbog __}mfmtauvmg zgkona zs operaclju kowm reuranja Lot 3&5;1

analogna formila ga bilo kojl Ze te].

m g ag .gm
‘% (% 2{.1 PN g}’ ) =

‘v_+¢%;aa¢ylﬂr

e .o
'}v+1;u.9ﬂ( “Hagi%qe e aFy 43N q0 e e ¥y

Yo plier  Tpaqane sty

_”1,nk+1,nh+1,,_gﬁhr€t,x13.,“,XT)

ﬁﬁ

B4
Qsagﬁ (tgnﬂﬁssé‘sz } T g4 X










on na lemelju




prved sumi pe desped strand

-'?}:é Bowewaglly
Ty 3y

. ( % Fhageeng®,, 0










31 FE e ;s .

araze sbrojitd,

(758)
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ik tome dodeti faktor 5

5. a'igraﬁé,kaii Qgggigg j@gﬁ Qéit%l;;

g

§4@$ﬁﬁxﬁﬁgf%’§§?yu gﬁfgég%ﬁ?; | L

. u viti¥asto] sagredi, kako ga ta

- same  phi.
2, koji odgoveraju kembina

1. Iz tik 8lanova
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syakeko neki od

wtim ue ob










e

Jjava 8.

if 1*:;‘.[‘3










z













& B, 1 R







%3 . moke se analitil

moke odabrati i komplekesam, pa w tom

ntegracije poBinje m to¥ki b 1 te%i vreme + =9 ,
odgbrati 1 tako, da vodi od tolke
cdabrene telks, a2 odanle uz o8 x

dpegtaarnl dde o

(850)
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(s82)











































~ia( texq) By

(,’?’}dy -8




1’m2 (?92190) Slﬂg?(v“?) dy

T n ommy %
-_,_ﬁgﬁg(;,w1,t) alnigitaylng‘ (my 20} (953)

“Efﬁ 3
= e & E(Y;xjsﬂ} cos c(twfﬁf

dy ':

I

2 keo specijelne slulajeve od (

tﬂ’z Ang (et}

Aylet)













(*sm,ng,”m o @)

| (m,l > 0) (
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