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1. Uvod

Optimizacija portfelja jedan je od temeljnih izazova u financijama, s ciljem ucinkovite
alokacije ulaganja kako bi se postigao najvec¢i moguci povrat za odredenu razinu rizika.
Portfelj je skup financijskih instrumenata koji uklju¢uju mjesavinu raznih imovina, od
kojih svaka nosi razlicite potencijalne povrate i rizike. Ve¢i rizik obi¢no znaci i veci po-
tencijalni povrat, no to ne garantira bolje rezultate, ve¢ ovisi o trziSnim uvjetima i strate-
giji ulaganja. Investitori se susrecu s kriti¢nim zadatkom gdje moraju odluciti kako ras-
porediti svoj kapital izmedu razlicitih financijskih sredstava, kao §to su dionice, obvez-
nice itd. Svaki investitor treba pronaci balans i najbolju opciju za njihovu preferenciju
rizika. Kompleksnost ovog zadatka proizlazi iz dinami¢ne prirode financijskih trZista,
meduovisnosti povrata imovina te potrebe za u€inkovitim strategijama upravljanja rizi-
kom.

Jedan od najutjecajnijih okvira za optimizaciju portfelja je moderna teorija portfelja (engl.
Modern portfolio theory - MPT), koju je predstavio Harry Markowitz 1952 [I]]. godine.
MPT naglaSava prednosti diverzifikacije, pokazujuéi da dobro diverzificiran portfelj moze
postici bolje omjere rizika i povrata od pojedina¢nih imovina. Odabirom imovina s ni-
skom korelacijom, investitori mogu smanjiti ukupan rizik portfelja bez Zrtvovanja oceki-
vanog povrata. Glavni dio MPT-a je mean-variance - MV analiza koja se temelji na pret-
postavci da investitori nastoje maksimizirati ocekivani povrat za zadanu razinu rizika.
Iako pruza snaZan teorijski okvir, MPT ima ograni¢enja, poput oslanjanja na normalnu
distribuciju povrata, stacionarne korelacije i precizne procjene parametara, Sto u stvar-
nosti nije uvijek ostvarivo.

Jedan od alternativnih klasi¢nih pristupa je maksimalna diverzifikacija (engl. Maximum
diversification - MD), koja takoder naglasava koncept diverzifikacije. Ova metoda ima cilj
maksimizirati omjer diverzifikacije odabirom imovina koje najvise utje¢u na ukupno

smanjenje rizika portfelja. Ipak, i ova metoda suocava se s prakticnim ogranicenjima,



osobito u promjenjivim trziSnim uvjetima. Teorija optimizacije portfelja oslanja se na
klasi¢ne metode, no njihove pretpostavke Cesto ne odraZavaju stvarne trziSne uvjete.
Razvojem financijskih trZiSta i napretkom u podrucju umjetne inteligencije i strojnog
ucenja posljednjih godina, otvoreni su novi putevi za optimizaciju portfelja. Duboko
ucenje, podskup strojnog ucenja, pokazalo je izvanredan uspjeh u identificiranju sloZe-
nih, nelinearnih obrazaca u velikim skupovima podataka. Ova sposobnost ¢ini duboko
ucenje posebno prikladnim za financijske aplikacije, gdje su trZiSta izrazito dinami¢na
i pod utjecajem brojnih faktora. Medu povratnim modelima dubokog ucenja, povratna
¢elija s dugoronom memorijom (engl. Long short-term memory - LSTM) stekla je po-
pularnost zbog svoje sposobnosti modeliranja sekvencijalnih podataka i uo¢avanja vre-
menskih ovisnosti.

Ovaj diplomski rad istrazuje primjenu LSTM mreZa na problem optimizacije portfelja.
Primarni cilj je razviti model koji optimizira tezine portfelja (udjele imovina unutar port-
felja) kako bi se maksimizirao Sharpeov omjer, koji predstavlja standardnu mjeru omjera
povrata i rizika. KoriStenjem prediktivne mo¢i LSTM mreZa, predloZeni pristup nastoji
prevladati ogranicenja klasi¢nih metoda i pruZiti investitorima robusnije i fleksibilnije
alate za donoSenje odluka. Rad je strukturiran na sljede¢i nacin: prvo se razmatraju kla-
si¢cne metode optimizacije portfelja, uklju¢uju¢i Markowitzevu mean-variance analizu i
strategiju maksimalne diverzifikacije. Zatim se uvode osnove dubokog ucenja, povratnih
mreza i LSTM-a, isti¢uci njihovu vaznost za financijske aplikacije. Na kraju, predstavlja
se implementacija predloZenog modela optimizacije portfelja temeljenog na LSTM mre-
Zama, zajedno s analizom njegovih performansi i rezultata koji se usporeduju s MV i MD

pristupima.



2. Klasicne metode optimizacije
portfelja

Optimizacija portfelja temelj je moderne teorije ulaganja, pruZajuci sustavan okvir za
izgradnju portfelja koji uravnotezuje rizik i povrat. Cilj optimizacije portfelja je raspo-
dijeliti kapital kroz skup imovina na takav nacin da investitor postigne najve¢i moguci
povrat za danu razinu rizika ili obrnuto, najmanji mogud¢i rizik za danu razinu povrata.
Ovo poglavlje pokriva dvije klasi¢cne metode za optimizaciju portfelja: Markowitzevu
mean-variance analizu i metodu maksimalne diverzifikacije. Ovi pristupi ostaju temeljni
u podrudju financija i nastavljaju utjecati i na akademska istrazivanja i na prakti¢ne stra-
tegije ulaganja.

U ovom poglavlju istraZit ¢e se teorijski temelji, matematicke formulacije i prakti¢ne pri-
mjene ove dvije klasicne metode. Kroz navedenu analizu nastojat ¢e se pruZziti sveobu-
hvatno razumijevanje ovih klasi¢nih metoda, njihove vaznosti u suvremenom upravlja-

nju portfeljem i njihove potencijalne primjene u razli¢itim trZiSnim uvjetima.

2.1. Mean-variance analiza

Mean-variance analiza jedan je od temeljnih okvira u financijama za optimizaciju por-
tfelja. Primarni cilj MV-a je konstruirati portfelj koji maksimizira ocekivane povrate za
odredenu razinu rizika ili obrnuto, minimizira rizik za odredenu razinu povrata. Mar-
kowitzev okvir naglasava vaZznost koncepta diverzifikacije, pokazujuci da kombinira-
njem imovina s razli¢itim profilima rizika i povrata, investitori mogu izgraditi portfelje
zadovoljavajuéeg povrata prilagodenog riziku. Markowitzev rad donio mu je Nobelovu

nagradu za ekonomiju 1990. godine. Dvije primarne mjere ovog pristupa ukljucuju:

« Ocekivani povrat - teZinski prosjek povrata svih imovina unutar portfelja



+ Rizik - mjera ukupne volatilnosti (standardna devijacija povrata) portfelja, koja

izraZava neizvjesnost povrata

Prva od dviju primarnih mjera ovog pristupa je oCekivani povrat. Opcenito, aritmeticki

povrat pojedine imovine definiramo na nacin:

=P[_Pt—1

R
t Py

(2.1)
gdje P, predstavlja cijenu imovine u trenutku ¢. Sada ¢e biti konstruiran portfelj s n vrijed-
nosnica. Za takav portfelj, s udjelima (tezinama) w = [wy, ..., w,]” gdje pojedina teZina
w; predstavlja udio kapitala investiranog u odgovaraju¢u imovinu, povrat u trenutku ¢

glasi:

n
Rp[ = Z wl . Ri[ (2.2)
i=1

gdje R;; oznaCava povrat pojedine imovine u trenutku ¢. O¢ekivani povrat portfelja aprok-
simira se teZinskim prosjekom povrata svih imovina unutar portfelja. Za zadani portfelj

s vektorom ocekivanih povrata pojedinih imovina u ocekivanje je:

E[Rp] =Hp = ZE[wiRit] = Z WiH; = wiTlf‘, (2.3)
i=1 i=1

Druga klju¢na mjera je rizik, odnosno u ovom kontekstu volatilnost portfelja. Volatil-
nost je statisticka mjera disperzije povrata vrijednosnog papira, tj. ona je pokazatelj ri-
zika. Standardno se izraZava kao standardna devijacija povrata. Za spomenuti portfelj s

matricom kovarijance Z varijanca portfelja je:
n n n n
Var(R,) =0, = ZZ ww;Cov(R;,R;) = Z Z w;o;;w; = w'Zw. (2.4)
i=1 j=1 i=1 j=1

Formule 2.3)i[2.4]vrijede pod uvjetom w’1 = 1, te eventualno w; > 0,i € {1, ..., n}. Drugi

uvjet je proizvoljan i nalaze nemoguc¢nost kratkih prodaja u portfelju. Kratke prodaje



(engl. short selling) djeluju na principu prodaje imovine koja se ne posjeduje posudi-
vanjem od brokera. Za pocetak, investitor traZi posudivanje dionica X od svog brokera,
pod uvjetom da broker drzi dionice u fondu imovine svojih kupaca. Jednom posudene di-
onice se prodaju u ime ulagaca, a prihod od te prodaje, x,, knjiZe se na racun investitora.
Vazno je da racun odraZava negativnu poziciju u broju dionica X jer je dug evidentiran
u smislu broja posudenih dionica, a ne njihove nov¢ane vrijednosti. Na kraju, investitor
mora ponovno otkupiti isti broj dionica po trenuta¢noj trziSnoj cijeni, x,, i vratiti ih u
fond brokera. Ako je otkupna cijena x; niZa od poCetne prodajne cijene x,, investitor
profitira od razlike. U suprotnome, investitor gubi novac.

Medutim, kratke prodaje nose sa sobom znacajne rizike. Jedan od najveéih rizika je te-
orijski neograniceni gubitak. Dok su potencijalni dobici ograniceni (maksimalni dobitak
je jednak prodajnoj cijeni x, ako cijena dionice padne na nulu), gubici mogu biti neogra-
niceni jer cijena dionice moZe teoretski rasti beskona¢no. Na primjer, ako cijena dionice
X znacajno poraste, investitor ¢e morati platiti viSu cijenu x; za otkup, $to moZe rezulti-
rati velikim gubicima. Osim toga, kratke prodaje su podloZne riziku od short squeeze-a,
situacije u kojoj nagli rast cijene dionice prisiljava investitore da otkupe dionice kako bi
zatvorili svoje pozicije, $to dodatno potice rast cijene i povecava gubitke. Ovi ¢imbenici
Cine kratke prodaje riskantnom strategijom koja zahtijeva paZljivo upravljanje rizikom i
duboko razumijevanje trziSnih dinamika zbog ¢ega se Cesto postavljam spomenuti uvjet
u mean-variance analizi (iako su doljnje formule napisane bez doti¢nog uvjeta jer nije

obavezan).

U modernoj teoriji portfelja, modelira se stopa povrata imovina kao slu¢ajne varija-
ble. Cilj je tada optimalno odabrati tezine portfelja. U kontekstu Markowitzeve teorije
optimalan skup teZina je onaj u kojem portfelj postiZe prihvatljivu osnovnu oc¢ekivanu
stopu povrata uz minimalnu volatilnost. Ovdje se varijanca stope povrata imovina uzima
kao surogat za njegovu volatilnost. Ako s u, oznac¢imo prihvatljivu osnovnu ocekivanu
stopu povrata, tada prema Markowitzevoj teoriji vrijedi da je optimalni portfelj bilo koji

portfelj koji rjeSava sljedec¢i kvadratni problem:

min w'Zw (2.5)



uz ogranicenja:

w’u > up,

wil=1.

(2.6)

Alternativni pristup ovog problema koji dovodi do istog rjeSenja je maksimizacija oceki-

vanih povrata za danu maksimalnu razinu rizika (varijance) o;:

max w!u (2.7)
w
uz ogranicenja:
w'Zw < of,
(2.8)
wil=1.

2.1.1. Efikasna granica i teorem dva fonda

RjeSenje prethodnog problema dat ¢e nam portfelj ¢iji je rizik minimalan s obzirom na
povrat koji je vedi ili jednak u,. U praksi, Zeljeli bismo imati bolje razumijevanje kom-
promisa povrata i rizika buducéi da zZelimo maksimizirati povrat uz minimiziranje rizika.
Kada bismo iterirali kroz sva moguca ocekivanja povrata portfelja i rijeSili minimizacij-
ski problem uz spomenuta ograni¢enja, dobili bismo portfelje s najmanjom mogucom
varijancom za svako ocekivanje povrata od kojih se onaj s najmanjom varijancom na-
ziva portfelj minimalne varijance. Skup svih takvih to¢aka (o, E[R,]), Ciji je ocekivani
prinos vedi ili jednak o¢ekivanom prinosu portfelja minimalne varijance, nazivamo efi-
kasna granica. Portfelji koji se nalaze na efikasnoj granici zovu se efikasni portfelji ili
efikasni portfelji s obzirom na ocekivanje i varijancu. KaZzemo da je investitor koji se po-
zicionira na efikasnoj granici efikasan investitor u Markowitzevom smislu. Portfelji koji
se nalaze ispod efikasne granice su suboptimalni jer daju manju razinu povrata za isti
rizik.

Jedan od klju¢nih rezultata Markowitzeve teorije je teorem dva fonda (engl. Two-Fund

Theorem), koji nalaze da se bilo koji portfelj na efikasnoj granici moze konstruirati kao



linearna kombinacija dva razli¢ita efikasna portfelja. Drugim rije¢ima, ako su nam poz-

nati efikasni portfelji A i B, bilo koji efikasni portfelj C moZemo izraziti kao:

we =awy + (1 — a)wg (2.9)

gdje su w, i wg teZine efikasnih portfelja A i B, a 4 je udio portfelja A. Ovaj teorem
uvelike pojednostavljuje konstrukciju portfelja jer investitori trebaju identificirati samo

dva efikasna portfelja kako bi znali ¢itavu efikasnu granicu.

2.1.2. Ukljucivanje bezrizicne imovine i teorem jednog fonda

Prethodno smo pretpostavljali da su sve imovine u naSem portfelju rizicne. Medutim, u
praksi postoje imovine Ciji je rizik toliko nizak da ih modeliramo kao bezrizi¢ne. U Hr-
vatskoj, bezrizi¢na imovina ukljucuje trezorske zapise, koje izdaje Ministarstvo financija
Republike Hrvatske. Njihov ekvivalent u Sjedinjenim Americ¢kim Drzavama su Treasury
Bills (engl. T-Bills), kratkoroc¢ni vrijednosni papiri koje izdaje ameri¢ko Ministarstvo fi-
nancija. Obje vrste instrumenata smatraju se prakticno bezrizi¢nim jer su osigurane dr-
Zavnim jamstvom.

Sada ponavljamo Markowitzevu MV analizu ukljucivanjem bezrizi¢ne imovine koja ima
stopu povrata r. Buduci da je ta imovina bezrizi¢na, njezina je varijanca jednaka nuli te
je takoder njezina kovarijanca s bilo kojom drugom imovinom jednaka nuli. Ako zapi-
$emo nas vektor povrata kao X = [ry, x"|" gdje je x = [Ry, ..., R, ], a R; predstavlja razinu

povrata rizi¢ne imovine i, onda je matrica kovarijance za X jednaka:

_|o
3= , (2.10)

gdje je Z matrica kovarijance za x. Uzevsi ovo sve u obzir, novi problem rjeSavamo istom

minimizacijom kao ali uz nova ogranicenja:

r wo + wT,LL Z Mb,
/ (2.11)
w, + w1l =1.



Ovdje w, predstavlja udio bezrizi¢ne imovine u portfelju, a u, zadovoljavajucu razinu
povrata s time da pretpostavljamo w, > r;. Takoder, ako je w, > 0 onda investiramo u
bezrizi¢nu imovinu, a ako je w, < 0 onda posudujemo bezrizi¢cnu imovinu po kamatnoj
stopi r;. Pravac koji prolazi kroz povrat bezrizi¢ne imovine (nalazi se na osi ordinate
bududi da nema rizika - varijanca je jednaka nuli) i kroz neki portfelj s efikasne granice
naziva se pravac alokacije kapitala (engl. Capital Allocation Line - CAL). Optimalni pra-
vac alokacije kapitala je tangenta na efikasnu granicu koja prolazi kroz povrat bezrizi¢ne
imovine. Taj se pravac takoder naziva pravac trzi$ta kapitala (engl. Capital Market Line -
CML). U ovome slucaju, efikasni investitori ulagat ¢e u portfelj s optimalnog pravca alo-

kacije kapitala, odnosno u kombinaciju bezrizi¢ne imovine i tangencijalnog portfelja.

Tangencijalni portfelj ujedno je i portfelj s najve¢im Sharpeovim omjerom, tj.

max ——. (2.12)

Efficient Frontier with Minimum Variance Portfolio and CAL

Efficient frontier
Minimum Variance Portfolio I I -
Optimal Risky Portfolio (Tangent Portfolio) -
Capital Allocation Line (CAL)

0:25:7

0.20 +

Expected Return
=
o
w
1

0.10 4

0.05

T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Volatility (Risk)

Slika 2.1. Efikasna granica i CAL
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Teorem jednoga fonda nalaZe da ako odabir imovine za ulaganje uklju¢uje bezrizi¢nu
imovinu, tada postoji jedan portfelj F rizicne imovine tako da se svaki efikasni portfelj
moZe konstruirati kao linearna kombinacija bezrizi¢ne imovine i portfelja F. Pod uvje-

tima:
« svi investitori se bave MV optimizacijom

« svi investitori imaju jednake estimacije parametara (oc¢ekivani povrati, varijance i

kovarijance)
« svi investitori koriste jedinstvenu bezrizi¢nu imovinu

tada ¢e svi investitori ulagati u isti portfelj kojeg nazivamo trZiSni portfelj. Trzis$ni portfelj
sastoji se od tezinske sume svih imovina na trZiStu pri ¢emu je teZina svake imovine
proporcionalna svojoj prisutnosti na trzistu. Ocekivani povrat trZiSnog portfelja jednak

je oCekivanom povratu trziSta u cjelini.

2.1.3. Moc diverzifikacije

Diverzifikacija je strategija koja ukljucuje Sirenje ulaganja na viSe vrijednosnih papira
kako bi se smanjio rizik. Portfelj sastavljen od samo jedne dionice izloZen je dvjema

glavnim vrstama rizika:

« Makroekonomski (sistematski) rizik - ukljucuje nepredvidive ¢imbenike kao §to
su poslovni ciklus, inflacija, kamatne stope i te¢ajevi, koji u odredenoj mjeri utjecu

na sve dionice

« Rizik specifican za tvrtku (idiosinkratski) - rizici jedinstveni za jednu tvrtku, kao
Sto su promjene uprave ili rezultati istraZivanja i razvoja, koji ne utjecu na druge

tvrtke.

Diverzifikacijom odnosno ulaganjem u, na primjer, jo§ jednu tvrtku moze se smanjiti
utjecaj idiosinkratskog rizika. Ako jedna imovina ima loSe rezultate zbog jedinstve-
nih okolnosti, druga mozZe imati dobre rezultate, uravnotezujuci ukupne povrate port-
felja. ProSirenje diverzifikacije na viSe imovina dodatno smanjuje idiosinkratski rizik,
jer se neovisni rizici pojedina¢nih kompanija kompenziraju. Medutim, diverzifikacija

ne moze eliminirati sistematski rizik koji proizlazi iz makroekonomskih ¢imbenika koji
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utjecu na sve dionice. Ovaj preostali rizik naziva se i trZi$ni rizik.

Sada ¢e biti razmotreno kako se diverzifikacijom moZe smanjiti idiosinkratski rizik. Ko-
riste¢i naivnu strategiju diverzifikacije portfelja u kojoj se svakoj imovini unutar portfelja
pridjeljuje jednak udio, odnosno w; = % za svaku imovinu portfelja. U tom slucaju jed-

nadzba 2.4 moZe se raspisati na nacin:

w1 SRNGE |
a; EZ;O’?+ZZ ECOV(FI-,FJ) (2.13)
i=1

J=li=1
J#

gdje je iz prvotne jednadzbe izdvojena situacija u kojoj je i = j u posebnu sumu. Valja
primijetiti da sada postoji n ¢lanova sume za varijancu i n(n — 1) ¢lanova za kovarijancu.

Ako se definira prosjecna varijanca imovina kao:

1
§2==> o (2.14)

te prosjecnu kovarijancu imovina na nacin:

n

— 1 o1
Cov=——— E E —Cov(r;,1;), 2.15
n(n—1) Do n risry) (2.15)

J#

tada se moZe izraziti varijanca portfelja na nacin:

n -Cov. (2.16)

p

2 12
o, =—0 +
n

Ovdje se najbolje vidi ucinak diverzifikacije. Ako u portfelju postoje nekorelirane ili
slabo korelirane imovine, znacajno se smanjuje varijanca portfelja. Kada su potpuno
nekorelirane, varijanca portfelja svodi se samo na prvi dio jednadZzbe koji je zapravo

sistematski dio. Takoder valja primijetiti da kako broj imovina portfelja n raste, prvi dio

jednadzbe[2.16|teZi u nulu (l — 0,n — o0) dok drugi dio tezi u jedan (i1 - 1,n - o).
n n—

Zakljucak ovoga je da kako broj imovina unutar portfelja raste, ukupni rizik sve vise
odreduje medusobna kovarijanca imovina, dok doprinos individualne varijance postaje

zanemariv.
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2.1.4. Prednostii nedostatci MV-a

Prednosti MV-a:

« Diverzifikacija portfelja - naglaSava vaznost diverzifikacije, pomazu¢i ulaga¢ima

da postignu bolji odnos rizika i povrata od ulaganja u pojedina¢nu imovinu.

« Siroka primjenjivost - zbog jednostavnosti implementacije i interpretabilnosti ovo

je jedan od najpoznatijih i najzastupljenijih modela u financijskoj industriji.
Neki od nedostataka MPT-a ukljucuju:

« Osjetljivost na ulazne parametre - Mozda i najveci nedostatak cijele price je Cinje-
nica da je efikasna granica vrlo osjetljiva na ulazne parametre koje prima §to su
ocekivani povrati, varijance i kovarijance imovina unutar portfelja. Problem ovdje
je Sto je vrlo tesko kvalitetno procijeniti ove parametre, a ¢ak i male promijene u
njima mogu dovesti do znacajno razli¢itih efikasnih granica te u konacnici raspo-

djela teZina unutar portfelja.

« Pretpostavka normalnosti - MPT pretpostavlja da povrati slijede normalnu distri-
buciju $to Cesto nije slucaj na trziStima u stvarnosti. Distribucije povrata u finan-
cijama imaju teSke repove $to znaci da su ekstremne situacije puno ¢e$¢e nego u
normalnoj razdiobi §to rezultira ve¢im koeficijentom zaSiljenosti (engl. kurtosis)

nego kod normalne distribucije.

« Stati¢ne korelacije - Model pretpostavlja da korelacije izmedu imovine ostaju kons-
tantne, ali u stvarnosti se korelacije mogu znac¢ajno promijeniti (vidi sliku [4.1.),
osobito tijekom razdoblja stresa na trZi§tu (razdoblja nestabilnosti, nesigurnosti
obi¢no karakterizirana pove¢anjem volatilnosti, manjkom likvidnosti i padom ci-

jena imovina).

2.2. Maksimalna diverzifikacija

Nadovezuju¢i se na nacela diverzifikacije, metoda maksimalne diverzifikacije pojavila
se kao alternativni pristup optimizaciji portfelja. Predstavljena je 2008. godine u radu

"Toward Maximum Diversification” [2]]. Ova metoda nastoji maksimizirati omjer diverzi-

13



fikacije, definiran kao omjer uteZane prosjecne volatilnosti pojedina¢ne imovine i ukupne
volatilnosti portfelja. Usredotocujuci se na diverzifikaciju, a ne na eksplicitne prognoze
povrata, metoda MD ima za cilj konstruirati portfelje koji su otporniji na pogreske u pro-
cjeni i trZiSne neizvjesnosti. Ovaj je pristup posebno privlacan u okruzZenjima u kojima
su to¢na predvidanja povrata izazovna, kao $to su razdoblja velike volatilnosti trZista ili
strukturnih promjena.

Neka s X1, ..., X,, budu oznacene rizi¢ne imovine u trZiSnom prostoru U. Radi pojednos-
tavljenja, smatrat ¢e se da su sve imovine X; dionice. Neka je £ matrica kovarijance, C
matrica korelacije, a op = [0, ..., 0, |7 vektor volatilnosti tih imovina. Svaki portfelj P bit
¢e definiran svojim teZinama w = [wy, ..., w,]? pod uvjetom 2:121 w;. Omjer diverzifika-

cije D(P) za neki portfelj P definira se na sljede¢i nacin:

D(P) = —2P_. (2.17)

Neka je s I oznacen set linearnih ogranicenja koje se odnose na teZine portfelja P. Jedno
od uobicajenih ogranicenja je da sve tezine moraju biti pozitivne. Portfelj koji maksimi-
zira omjer diverzifikacije u trZiSnom prostoru U uz ogranicenja I' naziva se maksimalno
diverzificiran portfelj, oznacen kao M(T', U). Bolje razumijevanje kako funkcionira di-
verzifikacija pri konstrukciji portfelja bit ¢e dano u sljedec¢a dva primjera.

Neka se trzi$ni svijet sastoji od dviju dionica A i B, s koeficijentom korelacije manjem od
jedan te s volatilnostima redom 15% i 30%. U ovom slucaju, diverzifikacija podrazumi-
jeva da obje dionice jednako doprinose ukupnoj volatilnosti portfelja. Radi toga, teZine
u maksimalno diverzificiranom portfelju bit ¢e 66.6% za dionicu A te 33.3% za dionicu B
(obrnuto proporcionalno volatilnosti).

Sada neka se trZi$ni svijet sastoji od tri dionice. Neka na primjer prve dvije pripadaju is-
tom trZiSnom sektoru te imaju korelaciju 0.9, a zadnja pripada nekom drugom sektoru s
korelacijom 0.1 prema svakoj od prve dvije dionce. Neka su sve volatilnosti imovina jed-
nake. TeZine maksimalno diverzificiranog portfelja bit ¢e 25.7% za svaku od prve dvije
dionice te 48.6% za zadnju dionicu. Na ovom primjeru vidi se da kada imovine imaju
nisku korelaciju medu sobom, optimizacija portfelja dodjeljuje vece teZine tim imovi-
nama kako bi smanjila ukupnu volatilnost. Suprotno, imovine koje su visoko korelirane

s ostatkom portfelja dobijaju niZe teZine jer njihov zajednicki rizik povec¢ava ukupnu vo-
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latilnost.
Omjer diverzifikacije za svaki dugorocni portfelj bit ¢e strogo veéi od jedan osim za por-
tfelje sastavljene od samo jedne imovine, u tom slucaju bit ¢e to¢no jedan. Ako je oce-

kivani povrat imovina jednak njihovom riziku (volatilnosti), onda E[R,] = kPTo, gdje
E[Rp]
VwTZw

zapravo Sharpeov omjer. U tom slucaju, maksimalno diverzificirani portfelj u stvari je

je k neka konstanta, tada je maksimizacija D(P) ekvivalentna maksimizaciji Sto je

jednak tangencijalnom portfelju spomenutom u proslom odjeljku.

U nastavku e biti analizirana svojstva korelacija imovina u kontekstu maksimalno
diverzificiranog portfelja.Korelacija proizvoljnog portfelja P s maksimalno diverzificira-
nim portfeljem M moZe se izraCunati, pri ¢emu se pokazuje da je portfelj M obrnuto

proporcionalan s standardnom devijacijom o i korelacijama C, $to implicira da vrijedi:

M =xo"1C™1 (2.18)

gdje je x konstantan faktor, o je dijagonalna matrica volatilnosti imovina, a C matrica

korelacije. Stoga vrijedi:

w'oCoM  w'ocCoxo™'C'1 2, WO

OpOpm OpOm OpOm

X
Prm = = D(P)O,—- (2.19)
M

Ovo znaci da je korelacija portfelja P s maksimalno diverzificiranim portfeljem M pro-
porcionalna omjeru diverzifikacije portfelja P, odnosno D(P). Sada ¢e biti razmotrene
korelacije pojedina¢nih dionica i maksimalno diverzificiranog portfelja. Omjer diverzifi-
kacije svake pojedinac¢ne dionice iznosi jedan jer nema diverzifikacije. Koriste¢i formulu
2.19) moZemo izracunati korelaciju imovine i s vektorom maksimalno diverzificiranog
portfelja M uz to da napravimo vektor tezine w; gdje je i-ta teZina vektora jednaka jedan,

a sve ostale nula. Dobivamo

X
L= 2.20
Pim > ( )

Zanimljivo je da je korelacija imovine i s maksimalno diverzificiranim portfeljem ista

15



za svaku imovinu. Stoga moZemo identificirati maksimalno diverzificirani portfelj kao
onaj u kojem sva imovina ima istu pozitivnu korelaciju s njim. Poseban slucaj kada je P
zapravo jednak maksimalno diverzificiranom portfelju M u formuli dovodi nas do

rezultata:

— Om
*= D(M)

(2.21)

¢ime smo identificirali konstantu x. Stoga, moZemo raspisati korelaciju izmedu port-
felja P i maksimalno diverzificiranog portfelja M kao omjer njihovih diverzifikacijskih

omjera:

D(P)

Pprm = m (2.22)

Znajuci ovo, moZemo dobiti jednofaktorski (diverzifikacijski) model koji identificira ko-

relaciju kao omjer diverzifikacijskih omjera:

gp D(P)
R,=a,+———=Ry +¢ 2.23

gdje R, predstavlja povrat, a ap i €p su redom konstanta i pogreska, obi¢no povezane

regresijom.

2.2.1. Prednostii nedostatci MD-a

Prednosti ove metode su:

« Smanjeni koncentracijski rizik - MD izbjegava prekomjernu koncentraciju u odre-
denim imovinama ili sektorima, smanjujuci utjecaj nepovoljnih dogadaja koji utjecu

na jednu imovinu ili sektor.

« Robusnost unato¢ nestabilnostima trzZista - fokus na niske korelacije i uravnote-

Zenu volatilnost ¢ini MD portfelje otpornijima tijekom trZi§nih padova.

Glavna ograni¢enja MD-a su:
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« Ovisnost o ulaznim podacima - kao i druge kvantitativne metode (kao $to smo vi-
djeli kod Markowitzeve MV analize), MD se oslanja na to¢ne procjene volatilnosti

i korelacija, §to moze biti teSko predvidjeti.

« Slabiji u¢inak na bikovskim trziStima (engl. bull market) - metoda daje prioritet
diverzifikaciji S§to znaci da moze dodijeliti zna¢ajnu teZinu imovini s niZim oceki-
vanim prinosima ako poboljSava diverzifikaciju. Na trzistima bikova (stanje finan-
cijskog trziSta u kojem cijene nastavljaju rasti), imovina s vi§im ocekivanim po-
vratima Cesto ima bolje rezultate, ali metoda maksimalne diverzifikacije mogla bi
imati manju teZinu od te imovine s visokim prinosima, §to dovodi do neoptimalne

izvedbe.

« SloZenost - proces optimizacije moZe biti ratunalno intenzivan, posebno za velike

portfelje s mnogo imovine.

« Ne jamci bolji u¢inak - iako MD smanjuje rizik, ne jamci ve¢e povrate. Njegov

uspjeh ovisi o kvaliteti ulaznih podataka i trZiSnim uvjetima.
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3. Duboko ucenje

Duboko ucenje je grana umjetne inteligencije i podskup strojnog u€enja koja koristi
umjetne neuronske mreze kako bi ucila iz podataka. Tijekom proslog desetljeca, du-
boko ucenje revolucioniralo je polja kao Sto su obrada prirodnog jezika, racunalni vid,
prepoznavanje govora, pa ¢ak i financije, zbog svoje sposobnosti modeliranja izrazito ne-
linearnih odnosa i otkrivanja uvida koje tradicionalni algoritmi te§ko postizu. Jedna od
klju¢nih inovacija koja je duboko ucenje ucinila tako uc¢inkovitim je njegova sposobnost
rada s nestrukturiranim podacima, kao Sto su slike, tekst i zvuk. Tradicionalni pristupi
strojnog ucenja obi¢no zahtijevaju opsezno pretprocesiranje i inZenjerstvo znacajki. Na-
suprot tome, modeli dubokog u¢enja mogu automatski izdvojiti i optimizirati znacajke
kroz treniranje, ¢ineci ih svestranijim i skalabilnijim za sloZene zadatke.

Duboko ucenje zasniva se na dubokim neuronskim mreZama, koje u svojoj srzi opona-
$aju nacin na koji ljudski mozak obraduje informacije uz pomo¢ medusobno povezane
mreZe neurona. Svaki neuron sastoji se od ulaznih podataka x; koji se mnoze sa osjetlji-
voscu toga ulaza (tezine w;) te se ukupnoj sumi dodaje pomak b (engl. bias). Dobivena
vrijednost propusta se kroz aktivacijsku funkciju koja je nelinearna kako bi model mo-

gao uciti nelinearne odnose izmedu podataka. Opisani neuron mozemo vidjeti na slici

B.1l

Duboke neuronske mreZe koriste umjetne neurone rasporedene u slojeve. Svaki sloj
obraduje ulazne podatke i prosljeduje rezultat sljedecem sloju, Sto omogucuje modelu
da nauci komplicirane znacajke iz sirovih podataka. Ovakvo napredovanje izracuna kroz
mreZu naziva se unaprijedni prolaz. Ulazni i izlazni slojevi neuronske mreZe nazivaju
se vidljivi slojevi, a svi slojevi izmedu su skriveni i mogu biti razli¢itih dimenzija. Ulazni
sloj je mjesto gdje se unose podaci za ucenje, a u izlaznom sloju se vr$i predvidanje ili

klasifikacija. Drugi bitan postupak naziva se propagacija pogreske unatrag (engl. back-
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prijenosna funkcija

net

f(net) |——o0

Slika 3.1. Pojedina¢ni neuron

propagation) koji koristi algoritme, kao npr. gradijentni spust, za izracunavanje pogre-
Ske predikcija kako bi aZurirao teZine i pomake svakog neurona, pomicanjem unatrag
kroz slojeve. Unaprijedni prolaz i propagacija pogreske unatrag zajedno omogucavaju
neuronskoj mreZi da napravi predvidanja i ispravi pogreske te s viemenom postane sve
preciznija u predikcijama.

Klju¢ni aspekt dubokog ucenja je optimizacija jer se modeli uce tako da minimiziraju
funkciju pogreske (engl. loss function). Funkcija pogreSke mjeri koliko se predikcije mo-
dela razlikuju od stvarnih vrijednosti. Cilj optimizacije je pronaci skup parametara koji
minimiziraju ovu funkciju pogreske. Kako su neuronske mreZe obi¢no visoko neline-
arne i imaju veliki broj parametara, optimizacija postaje sloZen problem koji zahtijeva
sofisticirane algoritme.

Jedan od najcesce koriStenih algoritama za optimizaciju u dubokom ucenju je gradijentni
spust (engl. gradient descent). Ovaj algoritam iterativno azurira parametre modela u
smjeru negativnog gradijenta funkcije pogreske, §to dovodi do smanjenja pogreSke. Me-
dutim, kako se modeli i skupovi podataka povecavaju, osnovni gradijentni spust postaje
neucinkovit. Zbog toga su razvijene razlicite varijante, radi poboljSanja brzine i stabil-

nosti ucenja, koje ¢e biti razmotrene u nastavku.
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1. skriveni sloj

Slika 3.2. Potpuno povezana neuronska mreza

3.1. Gradijentni spust

Gradijentni spust je iterativni optimizacijski algoritam koji se koristi za minimiziranje
funkcije pogreske u dubokom ucenju. Cilj algoritma je prona¢i minimum funkcije po-
greske L(0) gdje su 6 parametri modela. Gradijent pokazuje smjer najstrmijeg porasta
funkcije pogreske. Ideja gradijentnog spusta je krenuti od neke pocetne tocke (pocetnog
vektora 6) i postupno se spustati niz povrSinu funkcije L(6) u smjeru suprotnome od
gradijenta u tocki 8. To se ponavlja dok se ne spusti u tocku u kojoj je gradijent jednak
nuli ili je barem dovoljno blizu nuli. Parametre 6 u svakoj iteraciji gradijentnog spusta

azuriramo na ovaj nacin:

enew = eold - UVL(Q) (31)

gdje je n stopa u€enja koja odreduje veli¢inu koraka koje radimo spustajuéi se prema mi-

nimumau.
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Gradijentni spust nakon nekog vremena do¢i ¢e do tocke za koju vrijedi VL(6) = 0. No
to ne znaci da je ta to¢ka globalni minimum funkcije pogreske. Naime, funkcija pogre-
Ske opéenito moZe imati jedan ili viSe lokalnih minimuma. U tom slucaju gradijentni
spust, ovisno o pocetnoj tocki, lako mozZe zaglaviti u nekom od lokalnih minimuma. 1z
navedenog razloga u dubokom ucenju se preferiraju funkcije koje su konveksne. Takve
funkcije imaju samo jedan minimum, dakle, taj jedan minimum onda je sigurno i glo-
balni minimum jer lokalnih minimuma nema. Optimizacijom konveksnih funkcija bavi
se konveksna optimizacija.

Receno je da 7 odreduje stopu ucenja, odnosno koliko velike korake algoritam radi dok
se spusta. Stopa ucenja trebala bi biti odabrana tako da nije ni prevelika ni premalena.
Naime, ako se odabere prevelika stopa ucenja, moZe se dogoditi da postupak ne konver-
gira ve¢ da divergira. S druge strane, ako se odabere premala stopa ucenja, postupak ce
konvergirati, ali sporo. Stopa uc¢enja jedan je od hiperparametara koje je najteZe postaviti
jer znacajno utjece na izvedbu modela. Zbog toga se javila ideja automatski prilagodavati
te stope ucenja tijekom cijelog ucenja. Takvi algoritmi nazivaju se algoritmi s adaptiv-
nom stopom ucenja od kojih ¢e biti razmotren Adam (engl. adaptive moments) jer je

koriSten u ovom radu.

3.1.1. Adam

Adam je napredni optimizacijski algoritam koji kombinira prednosti adaptivnih stopa
ucenja i koncept momenta za poboljSanje ucinkovitosti i stabilnosti gradijentnog spusta.
Nasiroko se koristi u dubokom ucenju jer automatski prilagodava brzinu ucenja za svaki
parametar i ukljucuje informacije o proslim gradijentima prilikom procesa optimizacije.

Adam kombinira dvije klju¢ne ideje:

« Adaptivna stopa ucenja - algoritam mijenja stopu ucenja za svaki parametar na

temelju magnitude proslih gradijenata.

« Moment - algoritam koristi eksponencijalno oteZane pomicne prosjeke proslih gra-

dijenata kako bi izgladio Sum gradijenata i ubrzao konvergenciju.
Adam odrzava dva pomi¢na prosjeka za svaki parametar:

« Prvimoment (srednja vrijednost gradijenata) - eksponencijalno oteZan prosjek pros-
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lih gradijenata. Ovaj dio djeluje kao izgladena verzija gradijenta. Pomaze ubrzati

konvergenciju smanjenjem oscilacija kada gradijenti sadrZe mnogo Suma.

« Drugi moment (varijanca gradijenata) - eksponencijalno otezan prosjek kvadrata

proslih gradijenata. Ovaj dio hvata varijancu gradijenata. Adaptivno skalira stopu

ucenja, dopustajudi veca azuriranja za parametre s malim gradijentima i manja

azuriranja za parametre s velikim, bu¢nim gradijentima.

Algoritam Adam odvija se na sljedeci nacin. Prvo se rauna gradijent funkcije gubitka L

s obzirom na parametre 0:

g, = VL(6)).

Prvi moment aZurira se na nadin:

S = P18i-1 + (1 — py)g;.

Zatim se azurira drugi moment:

2

re=por + (1 —p,)g;.

Nakon toga se izraCunavaju prvi i drugi moment korigirani za pristranost:

=S s _T
1—p; 1—p,

Zavr$no, novi parametri racunaju se na sljedec¢i nacin:

S

Vi+s

enew = eold -7

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

gdje je n stopa ucenja, a 6 predstavlja malu konstantu kako bi se izbjeglo dijeljenje s

nulom (preporucena vrijednost je 1078). p; i p, su hiperparametri te vrijedi p;, p, € [0, 1)
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(tipi¢no se postavljaju redom na 0.9 i 0.999).

3.1.2. Ucenje s mini-grupama

U strojnom ucenju, funkcija cilja (funkcija gubitka) obi¢no je zbroj primjera u skupu
za treniranje. Drugim rije¢ima,ukupni je gubitak prosjek gubitaka za svaki pojedinacni
primjer. Izracunavanje to¢nog gradijenta funkcije gubitka zahtjeva procjenu modela na
svakom primjeru u skupu podataka, $to je racunski skupo. Kako bi se to rijeSilo, optimi-
zacijski algoritmi u strojnom ucenju Cesto koriste procjenu gradijenta gdje se gradijent
aproksimira koriStenjem malog, nasumi¢no uzorkovanog podskupa primjera odnosno
mini-grupe (engl. minibatch). Ovaj pristup uravnoteZuje racunsku ucinkovitost i toc-
nost, ¢inec¢i ga temeljem moderne optimizacije strojnog ucenja.

Umjesto da se gradijent izracunava koristeci cijeli skup podataka, procjenjuje se pomocu
mini-grupa. Ovo je mnogo brZe i jo§ uvijek pruza dobru aproksimaciju pravog gradijenta.
Standardna pogreska srednje vrijednosti (koliko je to¢na naSa procjena) smanjuje se s ko-
rijenom broja uzoraka (%). To pokazuje da su prednosti koriStenja vecih mini-grupa sve
manji, kako n raste (korijen sporo raste kako se n povec¢ava). Vecina optimizacijskih algo-
ritama konvergira brze kada koristi priblizne gradijente izraCunate iz malih mini-grupa.
U mnogim skupovima podataka primjeri su suvi$ni ili vrlo sli¢ni. To znac¢i da mala mini-
grupa Cesto moze pruZiti dobru procjenu gradijenta, ¢ak i ako ne ukljucuje sve primjere.
Vazno je napomenuti da mini-grupe moraju biti odabrane nasumi¢no kako bi se osigu-
ralo da je procjena gradijenta nepristrana. Ako su primjeri povezani (npr. uzastopni
primjeri u skupu podataka), procjena gradijenta moZe biti pristrana. Na primjer, u me-
dicinskom skupu podataka, ako svi primjeri u mini-grupi dolaze od istog pacijenta, pro-
cjena gradijenta nece biti reprezentativna za cijeli skup podataka. Da bi se to izbjeglo,
skup podataka treba promijeSati prije odabira mini-grupa. Takoder, manje grupe unose
Sum u procjenu gradijenta, Sto moZe djelovati kao oblik regularizacije i poboljSati gene-

ralizaciju. Medutim, to moZe zahtijevati manju stopu ucenja i viSe koraka treniranja.

3.2. Povratne neuronske mreze

Tradicionalne neuronske mreZe, kao $to su potpuno povezane mreZe, rade na ulaznim i

izlaznim podacima fiksne veli¢ine. Medutim, mnogi problemi u stvarnom svijetu uklju-
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¢uju sekvencijalne podatke, gdje su prosle informacije klju¢ne za predvidanje buducih
ishoda. Na primjer, u recenici znacenje rijeci ovisi o rije¢ima koje su bile prije nje. Ova
ovisnost zahtijeva model koji moZe obuhvatiti vremenske odnose.

Povratne neuronske mreZe (engl. recurrent neural networks - RNN) razvijene su za obradu
sekvencijalnih podataka uvodenjem vremenske dimenzije u izraCune neuronske mreZe.
Za razliku od standardnih mreza, RNN-ovi odrZavaju skriveno stanje koje nosi informa-
cije iz prethodnih vremenskih koraka, omogucuju¢i mrezi da zadrzi memoriju tijekom
vremena. Ova memorija je kodirana u skrivenom stanju mreze, koje se aZzurira u svakom
vremenskom koraku na temelju trenutacnog unosa i prethodnog skrivenog stanja. Zbog
toga su posebno prikladni za zadatke u kojima je bitan povijesni kontekst.

Da bismo presli s viSeslojnih mreZa na povratne mreze, moramo iskoristiti ideju dijeljenja
parametara u razli¢itim dijelovima modela. Dijeljenje parametara omogucuje proSirenje
i primjenu modela na primjere razli¢itih duljina. Kad bismo imali zasebne parametre
za svaku vrijednost vremenskog indeksa, ne bismo mogli generalizirati na duljine sek-
venci koje se ne vide tijekom treniranja, niti dijeliti statistiCku snagu kroz razli¢ite duljine
sekvenci i kroz razlicite pozicije u vremenu. Takvo dijeljenje je posebno vazno kada se
odredena informacija moZe pojaviti na viSe mjesta unutar niza. Na primjer, razmotrite
dvije recenice "OtiSao sam u Italiju 2009." i "2009. otiSao sam u Italiju.” Ako se trazi od
modela strojnog u€enja da procita svaku recenicu i izdvoji godinu u kojoj je pripovje-
dac otiSao u Italiju, traZit ¢e se da prepozna godinu 2009. kao relevantnu informaciju,
bilo da se pojavljuje u Sestoj ili u drugoj rijeci reCenica. Pretpostavimo da smo istrenirali
mreZu koja obraduje recenice fiksne duljine. Tradicionalna potpuno povezana mreza
unaprijed bi imala zasebne parametre za svaku ulaznu znacajku, pa bi morala nauciti
sva pravila jezika zasebno na svakom mjestu u recenici. S druge strane, povratna ne-
uronska mreZa dijeli istu tezinu kroz nekoliko vremenskih koraka. Svaki ¢lan izlaza je
funkcija prethodnih ¢lanova izlaza. Svaki ¢lan izlaza proizvodi se koriStenjem istog pra-
vila aZuriranja primijenjenog na prethodne izlaze. Ova povratna formulacija rezultira
dijeljenjem parametara kroz vrlo dubok racunalni graf.

RNN-ovi se takoder mogu primijeniti dvodimenzionalno na prostorne podatke kao $to
su slike, a ¢ak i kada se primjenjuju na podatke koji uklju€uju vrijeme, mreza moZe imati
veze koje idu unatrag u vremenu, pod uvjetom da se cijeli niz promatra prije nego §to se

dostavi mrezi.
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Povratni modeli inspirirani su dinami¢kim sustavima. Model aZurira skriveno stanje h*)
na temelju ulaza x*). Petlja omogucuje prijenos informacija s jednog koraka mreZe na
sljedeci. Iako radi ove petlje RNN-ovi mogu djelovati zbunjujué¢ima, ispada da oni nisu
toliko razli¢iti od normalne neuronske mreZe. Povratna neuronska mreza moZe se za-
misliti kao viSe kopija iste mreze, od kojih svaka prosljeduje poruku nasljedniku. Ako se

odmota petlja dobiva se lanc¢ana struktura prikazana na slici

Slika 3.3. Osnovna struktura povratne neuronske mreze

Osnovna arhitektura RNN-a sadrzi:
« ulazni sloj - prima ulazne podatke u svakom vremenskom koraku

« skriveni sloj - odrzava skriveno stanje koje biljezi informacije iz prethodnih vre-

menskih koraka
« izlazni sloj - "proizvodi” izlaz u svakom vremenskom trenutku

Skriveno stanje h' u trenutku ¢ rauna se na sljede¢i nacin:

hO = g(Wy,h"™D + W4, x® + by) = g(a(t)) (3.7)
gdje su Wy, W, b, parametri povratne afine transformacije. S a(t) ozna¢avamo line-

arnu povratnu mjeru, a g je nelinearna aktivacijska funkcija (obi¢no tangens hiperbolni

ili sigmoida). Stanje h® predstavlja svu videnu informaciju, ako je model dobro naucen h

25



¢e kodirati znacenje teksta (informacija). Matrica W, projicira ulaz u prostor reprezen-
tacija stanja te je ovaj dio odgovoran za odbacivanje nepotrebnih informacija. Matrica
W, modelira evoluciju stanja, opisuje utjecaj vremena i ulaza te takoder odbacuje nepo-
trebne informacije iz stanja. Valja napomenuti da se dimenzije ulaza i skrivenog stanja

mogu razlikovati. I1zlazni sloj projicira skriveno stanje na prostor predikcija na nacin:

o = W,,,h® + b, (3.8)

Ovaj dio filtrira nevazne informacije te na kraju vektor o) sadrzi logite (sirove, nenor-
malizirane rezultate koje daje zavrS$ni sloj modela, obi¢no prije primjene bilo koje aktiva-
cijske funkcije) predikcija u trenutku ¢t. Rac¢unanje gradijenata povratnog modela cesto
nazivamo Sirenjem unatrag kroz vrijeme (engl. backpropagation through time). Sirenje
unatrag kroz vrijeme odgovara standardnoj propagaciji pogreske unazad kroz razmotani
model gdje povratnu ¢eliju moZemo promatrati kao sloj obi¢nog potpuno povezanog mo-

dela.

Iako vrlo moéne, povratne neuronske mreZe pate od dva glavna problema, oba uz-
rokovana dijeljenjem parametara u uzastopnim operacijama. Prvi od njih je nestajuci
gradijent. Problem s nestaju¢im gradijentom javlja se kada gradijenti koriSteni za azu-
riranje parametara modela tijekom Sirenja unatrag kroz vrijeme postanu izuzetno mali.
To oteZava mrezi u€enje dugoroc¢nih ovisnosti jer gradijenti za ranije vremenske korake
postaju zanemarivi, zbog ¢ega model ne moZe ucinkovito aZurirati teZine te model efek-
tivno prestaje uciti.

Drugi problem je problem eksplodiraju¢eg gradijenta koji je suprotan prethodno nave-
denom problemu. U ovom slucaju, gradijenti rastu eksponencijalno dok se Sire unatrag
kroz vrijeme, §to dovodi do iznimno velikih aZuriranja parametara modela. To moZe uz-
rokovati nestabilnost i divergenciju modela tijekom ucenja.

Jedna od privla¢nosti RNN-ova je ideja da bi mogli povezati prethodne informacije sa
sadasnjim zadatkom, kao Sto bi koriStenje prethodnih informacija u tekstu moglo infor-
mirati o razumijevanju neke recenice dalje u tekstu. Ponekad samo trebamo pogledati
nedavne informacije kako bismo obavili sada$nji zadatak. Na primjer, jezi¢ni model koji

pokusSava predvidjeti sljedecu rije¢ na temelju prethodnih. Ako se pokuSava predvidjeti

26



posljednja rije¢ u izrazu “oblaci su na nebu”, ne treba nam dodatni kontekst - prilicno
je ocito da ¢e posljednja rije¢ biti nebo. U takvim slucajevima, gdje je razlika izmedu
relevantnih informacija i potrebnog mjesta mala, RNN-ovi mogu nauciti koristiti prosle
informacije. Medutim, postoje i slu¢ajevi u kojima nam treba viSe konteksta. PokuS$ajte
predvidjeti posljednju rije¢ u tekstu "Odrastao sam u Italiji... te¢no govorim talijanski.”
Nedavne informacije sugeriraju da je sljedeca rije¢ vjerojatno naziv jezika, ali ako Zelimo
suziti koji jezik, potreban nam je kontekst Italije, iz (potencijalno) daleke proslosti. Sa-
svim je moguce da razlika izmedu relevantnih informacija i to¢ke u kojoj su potrebne
postane vrlo velika. NaZalost, kako ta razlika raste, RNN-ovi postaju nesposobni nauciti

povezivati informacije.

3.3. Povratna celija s dugorocnom memorijom

Povratnu ¢€eliju s dugoro¢nom memorijom uveli su Hochreiter i Schmidhuber 1997. kako
bi se pozabavili problemima nestajanja i eksplodiranja gradijenta u osnovnim RNN-ovima.
LSTM-ovi su vrsta usmjernog RNN-a koji moze ucinkovitije nauciti dugoro¢ne ovisnosti
uvodenjem memorijske ¢elije i mehanizama usmjeravanja. Osnovna shema jednog sloja

LSTM-a razmotanog kroz vrijeme prikazana je na slici

1 i r
A LAl A
5 ! 8

Slika 3.4. Shema LSTM mreZe, slika napravljena po [3]]
Klju¢ za LSTM je stanje ¢éelije ¢, vodoravna linija koja prolazi kroz vrh dijagrama. Sta-
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nje Celije je neSto poput pokretne trake koja pamti videnu informaciju te prolazi ravno
niz cijeli lanac, uz samo neke manje linearne interakcije. Vrlo je lako da informacije teku
nepromijenjene. LSTM ima sposobnost uklanjanja ili dodavanja informacija stanju ce-
lije, paZljivo reguliranim strukturama zvanim vratima. Vrata su nacin da se opcionalno
propuste informacije. LSTM sadrZi tri vrata, svaka sa svojim parametrima, koja ¢uvaju i

kontroliraju stanje celije:
« Vrata zaboravljanja - kontrolira koje informacije ¢e biti izbacene iz stanja Celije.
« Vrata ulaza - kontrolira koje informacije ¢e biti dodane u stanje celije.
« Vrataizlaza - kontrolira koje informacije izlaze iz stanja Celije.

Sve navedeno moZemo pronaci na uvecanoj slici jedne ¢elije LSTM-a[3.5] Sva vrata omo-
gucuju LSTM mreZama da selektivno zadrZe ili odbace informacije dok teku kroz mrezu,

¢ime zapravo uce dugorocne ovisnosti.

()

A
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h(-l ht
| | | | | )

Slika 3.5. Shema LSTM mreZe, slika napravljena po [3]]

Prvi korak u LSTM-u je odluciti koje informacije ¢e se izbaciti iz stanja ¢elije. Ovu odluku
donosi sigmoidni sloj koji se naziva vrata zaboravljanja f koji se dobiva na sljede¢i

nadin:
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f(t) = U(thhh(t_l) + fohx(‘) + bfh)' (39)

Vrata zaboravljanja gledaju na prethodno skriveno stanje h“~" i ulaz x’ te pomocu sig-
moide daju broj izmedu 0 i 1 za svaki element u stanju ¢elije c“~V. Sigmoidna funkcija
moZe se probabilisticki interpretirati kao dio informacije koji se Zeli zadrZati na nacin da
1 predstavlja potpuno zadrZi ovo, a 0 potpuno zaboravi ovo. Na primjer, jezi¢ni model
koji pokusSava predvidjeti sljedecu rije¢ na temelju svih prethodnih, stanje celije mozZe
ukljucivati spol sadas$njeg subjekta, tako da se mogu koristiti ispravne zamjenice. Kad se
pojavi novi subjekt, Zeli se zaboraviti spol starog subjekta.

Sljedeci korak je odluciti koje nove informacije ¢e biti pohranjene u stanje ¢elije. Ovaj
dio sastoji se od dva dijela. Prvo, sigmoidni sloj zvan vratima ulaza i odlucuje koje ¢e

se vrijednosti azurirati. Ra¢una se na nacin:

l(t) - O'(Wihhh(t_l) + Wixhx([) + bih)' (310)

Sljededi je sloj koji stvara doprinos stanju éelije ¢ i predstavlja nove informacije koje bi

se mogle dodati stanju Celije:

0 = tanh(W i, h + W, x© + byy). (3.1

U prethodno spomenutom primjeru jeziénog modela, ovo je dio gdje se Zeli dodati spol
novog subjekta u stanje ¢elije, kako bismo zamijenili stari koji zaboravljamo. U sljede-
¢em koraku kombinirat ¢e se prethodna dva koraka kako bismo aZurirali stanje Celije.
Staro stanje ¢elije mnozi se s f, kako bi se "zaboravile” nebitne informacije. Zatim se
tome dodaje i®? ©® é© $to predstavlja nove informacije skalirane za onoliko koliko je od-
lu¢eno da treba aZurirati svaku vrijednost stanja celije. Valja primijetiti da je stanje celije
tesko izmijeniti jer svaku promjenu moraju podrzati dvoja vrata (f® i i®). Stanje éelije

dobivamo na nadin:

¢® = fO @ =D 4 {0 @ e® (3.12)
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gdje je © Hadamardov produkt koji predstavlja vektorsko mnoZenje po elementima na

nacin:

aoby
a®b=

anbn

Zadnja vrata o) nazivaju se izlaznim vratima. Njihov zadatak je izvlatenje korisnih in-
formacija iz trenutac¢nog stanja Celije koje se prikazuju kao izlaz. Izlazna vrata ratunaju

se na nacin:

o) = tanh(W,,, h“™D + W, x" + b,p). (3.13)

LSTM odrzava skriveno stanje, koje djeluje kao kratkoro¢na memorija mreze. Skriveno
stanje azurira se na temelju unosa, prethodnog skrivenog stanja (sadrzano u o) i tre-

nutnog stanja memorijske Celije:

h® = 0@ @ tanh (c®). (3.14)

LSTM-ovi su revolucionirali podrucje dubokog u¢enja svojom sposobnos$¢u ucenja dugo-
ro¢nih ovisnosti u sekvencijskim podacima. Zahvaljuju¢i memorijskoj €eliji i triju vrata
(zaboravljanja, ulaza i izlaza), LSTM-ovi mogu selektivno zadrzati ili odbaciti informa-
cije, Sto im omogucuje da efikasno rukuju dugim sekvencama i izbjegnu probleme nesta-
janja ili eksplodiranja gradijenata. Ova fleksibilnost ¢ini LSTM-ove posebno korisnima
u aplikacijama kao Sto su obrada prirodnog jezika, prepoznavanje govora i vremenske

serije (u financijama).
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4. Implementacija

4.1. Podaci

U ovome radu koriste se ETF-ovi (engl. exchange traded funds). ETF je investicijski
fond ¢ijim se udjelima trguje na burzi, slicno kao i dionicama pojedina¢nih kompanija.
ETF-ovi prate vrijednosti trZiSnih indeksa koji predstavljaju promjene vrijednosti grupe
dionica ili drugih financijskih instrumenata te sluZe kao mjerilo performansi trzista ili
odredenog dijela trzista. ETF-ovi pruzaju Siroku izloZenost trZistu uz visoku likvidnost i

niske troSkove. Konkretno, koriste se sljedece Cetiri vrste ETF-ova:

« Indeks ukupnog trzista dionica SAD-a (engl. US Total Stock Market Index - VTI):

Predstavlja cjelokupno trziste dionica u SAD-u.

« Agregatni indeks obveznica SAD-a (engl. US Aggregate Bond Index - AGG): Prati

izvedbu trzista obveznica u SAD-u.

+ Indeks roba SAD-a (engl. US Commodity Index - DBC): PruZza izloZenost koSarici

roba.

« Indeks volatilnosti (engl. Volatility Index - VIX): Odrazava trziSna ocekivanja o

volatilnosti u bliskoj budu¢nosti.

Ovi indeksi su odabrani jer imaju nisku ili ¢ak negativnu korelaciju ¢ime se povecava
diverzifikacija portfelja. Naime, ako su vrijednosnice negativno korelirane, negativni
prinos jedne ujedno implicira pozitivni prinos druge vrijednosnice ¢ime se volatilnost
portfelja smanjuje. Trgovanje pojedina¢nom imovinom unutar iste klase imovina cesto
dovodi do redundancije, budu¢i da ona pokazuje snaznu pozitivnu korelaciju s trZiSnim
indeksom. Usredotocujuci se na te ETF-ove, cilj je izgraditi diverzificirani portfelj s viSim

omjerom povrata i rizika.
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Heatmap for Rolling Correlations between Different Index Pairs
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Slika 4.1. Korelacije koriStenih ETF-ova

Transakcijski podatci najcesce se uzorkuju u nekim vremenskim intervalima (npr. 10
min, 1 dan, ili 1 mjesec). Neka je u zadanom intervalu obavljeno n transakcija u trenut-
cima t,t,, ..., t,, s cijenama P, P, ..., P, i koli¢inama V,V,, ..., V,.. Podaci se uzorkuju

na sljedeci nacin:

Prva (open) cijena: P,,,, = P1

Zadnja (close) cijena: P, = P,

NajviSa (high) cijena: Py, = max(Ps, P, ..., P,)

Najniza (low) cijena: P,,, = min(P,, P,,...,P,)

Ukupna koli¢ina (volume): V = Z:;l V,

OHLCYV (open-high-low-close-volume)- jedan od najceS¢e koriStenih standarda u agre-
giranju trziSnih podataka.

Jos jedna bitna informacija koja se najc¢e$¢e pojavljuje u financijskim podacima je prila-
godena zadnja cijena (engl. adjusted close). Prilagodena zadnja cijena odraZava vrijed-
nost dionice nakon obrac¢una korporativnih radnji, kao $to su podjela dionica, dividende
i ponude prava. Cesto se koristi u analizi povijesnog povrata kako bi se pruzio to¢niji

prikaz izvedbe dionice. Klju¢ne prilagodbe:
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« Prilagodba radi podjele dionica - Podjela dionica dijeli cijenu dionice tvrtke odre-
denim faktorom kako bi dionice bile pristupacnije bez utjecaja na ukupnu trZiSnu
kapitalizaciju tvrtke. Na primjer, kod podjele dionica na tri dijela, dionica ¢ija je
cijena npr. 300 € prilagodava se na 100 €. Prosle cijene takoder su prilagodene

kako bi se odrZala dosljednost.

« Prilagodba radi isplate dividendi - Dividende u novcu i dionicama smanjuju cijenu
dionice, ali ne mijenjaju ukupni povrat investitora. Na primjer, ako je nov€ana
dividenda od 1 € objavljena na dionici od 51 €, cijena se prilagodava na 50 USD.
Prilagodene cijene na zatvaranju oduzimaju dividende kako bi se dobila jasnija

slika povrata.

« Prilagodba za ponude prava (engl. rights offering) - Ponuda prava omogucuje di-
oni¢arima kupnju dodatnih dionica po sniZenoj cijeni, smanjujuéi vrijednost pos-
tojecih dionica. Prilagodene zaklju¢ne cijene utjeCu na ove promjene kako bi odra-

Zavale utjecaj na vrijednost dionicara.

Prilagodena zadnja cijena najpouzdanija je i najinformativnija mjera za dugoro¢nu ana-
lizu, modeliranje i procjenu povijesnog trenda u znanosti o financijskim podacima. Nje-
zina sposobnost da zabiljezi ukupnu vrijednost ulaganja dok se obracunavaju korpora-
tivne akcije Cini je superiornijom u odnosu na neobradene OHLCV podatke za mnoge
primjene u financijama te zbog toga koristi u ovom radu.

Skup podataka koji se koristi obuhvaca razdoblje od pocetka 2006. do kraja 2024. i uklju-
¢uje dnevna promatranja za Cetiri ETF-a. Ovo razdoblje pokriva razliCite trZiSne uvjete,
pruzajudi ¢vrstu osnovu za testiranje modela.

Podaci su prikupljeni koristeéi biblioteku Yahoo Finance - yfinance [4] u programskom
jeziku Python te su podijeljeni na skup za treniranje, validaciju i testiranje. Skup za tes-
tiranje pokriva zadnje tri godine podataka (2022. - 2024.), skup za validaciju tri godine
prije toga (2019. - 2021.), a skup za treniranje sve ostalo prije toga.

4.2. Sharpeov omjer

Za pocetak potrebno je definirati ciljnu funkciju (funkciju gubitka) $to je u naSem slucaju

Sharpeov omjer. Sharpeov omjer je mjera u financijama koja pokazuje kako je ulaganje
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uspjesno u odnosu na rizik. Sto je ve¢i omjer rizika ulaganja, to nudi ve¢e povrate u
odnosu na rizik. Sharpeov omjer pomaZze nam odrediti je li rizik koji smo preuzeli ge-
nerirao dovoljno visoke povrate u usporedbi s povratima koje biste mogli ostvariti bez

preuzimanja rizika. Sharpeov omjer definiramo kao:

Rp _Rf

Sharpeov omjer = 4.1)

Op

gdje R, predstavlja povrat portfelja na nekoj frekvenciji (minutni, dnevni, mjesecni, itd...),
Ry je bezrizi¢na stopa povrata koja predstavlja povrat ulaganja u bezrizi¢nu imovinu (npr.
trezorski zapisi ili u SAD-u T-Bills), a g, je standardna devijacija portfelja.

Sharpeov omjer moZe se koristiti za procjenu performansi pojedina¢ne imovine ili port-
felja prilagodenog riziku. Investitor moZe izra¢unati Sharpeov omjer koriste¢i povijesne
ili o¢ekivane povrate. Sto je ve¢i Sharpeov omjer portfelja, to je bolja njegova izvedba
prilagodena riziku. Negativan Sharpeov omjer znaci da je bezrizi¢na ili referentna stopa
veca od povijesnog ili predvidenog povrata portfelja ili se u suprotnom ocekuje da ce

povrat portfelja biti negativan.

U naSem slucaju ciljna funkcija Sharpeovog omjera bit ¢e definirana kao:

_ E[R]
~ Std(R,)

(4.2)

gdje su E[R,] i Std(R,) procijenjena srednja vrijednost i standardna devijacija povrata
portfelja. Specifi¢no, za period trgovanja od t =1, ..., T, moZemo maksimizirati sljedecu

ciljnu funkciju:

Ly = ERy.] (4.3)

EIRS 1 - (EIR,, 1)

gdje otekivanje povrata raCunamo na sljedec¢i nacin

T
B(R,) = 7 3Ry, (44)
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Ovdje R, predstavlja realizirane povrate portfelja n imovina tijekom vremena ¢ koje ra-

¢unamo pomocu formule[2.2} a r;, je povrat imovine i izra¢unat izrazom

Udio imovine i predstavljamo kao w;, € [0,1] te Z?(wi,t) = 1. U ovome pristupu, ne-
uronska mreZa (LSTM) f s parametrima © je primijenjena za modeliranje w;, za dugo-

ro¢ni portfelj:

w;, = f(O1x,) (4.5)

gdje x, predstavlja trenutacne informacije o trZistu, a klasi¢ni korak predvidanja se zaobi-
lazi povezivanjem ulaza (povrata) s tezinama (udjelima pojedine imovine) kako bi dobili
povrat portfelja te naposljetku maksimizirali Sharpeov omjer tijekom perioda trgovanja
T, odnosno L;. Medutim, dugoro¢ni portfelj namece ogranicenja koja zahtijevaju da te-
Zine budu pozitivne i da se zbrajaju u jedan; koristi se softmax kako bi se ispunili ovi

zahtjevi:

exp(W;)

—_ (4.6)
2. i1 €xXp(W))

P =

4.3. Implementacija dubokog modela

Arhitektura modela nalazi se na slici Model se sastoji od 3 glavna bloka: ulazni sloj,
LSTM sloj te izlazni sloj. Ideja ovoga dizajna je koriStenje neuronskih mreza za izdvaja-
nje znacajki ulaznih imovina. Znacajke izdvojene iz modela dubokog u¢enja pokazale su
bolje rezultate od tradicionalno "ru¢no radenih” znacajki. Kada su znacajke izdvojene,
model izbacuje teZine portfelja te se dobivaju realizirani povrati kako bi se maksimizirao
Sharpeov omjer.

U ulaznom sloju svaka imovina oznacava se s A; te postoji ukupno n vrijednosnica koje
formiraju portfelj (u naSem slu¢aju n = 4). Jedan ulaz ¢ine ulan¢ani podaci svih imo-
vina. Ulazne znacajke jedne imovine su njezine prosle cijene i povrati dimenzije (k, 2),
gdje je k retrospektivni prostor koji u naSem slu¢aju iznosi 50. Takoder, treniranje se
odvija u mini-grupama veli¢ine 64. Spajanjem znacajki svih imovina, dimenzija rezul-

tirajuceg ulaza je (64, k, 2 - n) odnosno (64, 50, 8). Zatim se ovakvi ulazi unose u LSTM.
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Implementacija LSTM modela napravljena je u programskom jeziku Python koriste¢i bi-
blioteku PyTorch. Koristi se model s X skrivenih stanja veli¢ine Y. U sloju LSTM-a odvija
se unaprijedni prolaz kroz model kao $to je opisano u proslom odlomku.

Izlaz LSTM-a daje teZine (wy, ..., w,) ¢iji je broj jednak broju imovina u portfelju. Na
teZine se primjenjuje softmax 4.6 zbog uvjeta da tezine budu pozitivne te da se zbrajaju
u jedan. Nakon toga se dobivene teZine mogu mnoZiti s povezanim povratima portfelja
(r1, ..., ) kako bi izracunali realizirani povrat portfelja R,. Kada je to dobiveno, moZe se
izra¢unati Sharpeov omjer [4.2| Za optimizaciju parametara modela koristi se gradijentni
uspon s optimizatorom Adam (sa stopom ucenja 7 = 0.001) kako bi se maksimizirao
Sharpeov omjer. U stvari ¢e se u kodu koristiti gradijenti spust negativnog Sharpeovog
omjera, Sto je zapravo ista stvar kao spomenuto.

Treniranje se odvija u 100 epoha. Tijekom svake epohe prode se kroz cijeli skup za uce-
nje te se model testira na validacijskom skupu i zabiljezava se rezultat (Sharpeov omjer).
Parametri najbolje epohe koriste se na kraju za testiranje modela.

Za treniranje i testiranje modela koristi se postupak zvan "Walk-forward backtesting” s
pomic¢nim prozorom. Ova metoda Cesto se koristi za optimizaciju i testiranje strategija
trgovanja. Tradicionalni backtesting evaluira strategiju na fiksnom vremenskom peri-
odu u proslosti. Iako je takav pristup koristan, ima svoja ograni¢enja. Cesto dovodi do
prenaucenosti, gdje strategija dobro radi u nekom proslom vremenskom periodu, ali ne
uspijeva u sadasnjosti. Walk-forward analiza zaobilazi taj problem tako $to kontinuirano
azurira parametre pomicuci se kroz podatke inkrementalno. Ovakav dinamican pristup
preciznije simulira stvarne uvjete na trzistu.

Postupak se koristi na sljede¢i nacin. Prvo se odredi veli¢ina pomi¢nog prozora (u ovom
radu postavljen na 50) te veli¢ina skupa za testiranje (u ovom radu iznosi 1). Drugim
rije¢ima, koristi se pedeset dana za ucenje modela kako bi se dobile tezine portfelja koje
se koriste na sljede¢em danu kombinirajuéi ih s povratima da bi se izraCunao povrat por-
tfelja. Zatim se na njemu racuna funkcija gubitka, odnosno negativni Sharpeov omjer, te
se odvija korak optimizacije (aZuriranje parametara modela). Zatim se pomicni prozor
pomice za jedan dan te se proces ponavlja za sve podatke u skupu za ucenje.

Testiranje se odvija koristeci isti postupak s istom dimenzijom ulaza (ista veli¢ina mini-
grupe i retrospektivnog prozora) i s istim pomakom dok se ne prode kroz cijeli skup za

testiranje ¢ime se dobiva povrat portfelja za svaki taj trenutak.
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Slika 4.2. Arhitektura modela, slika napravljena po [3]

4.4. Implementacija metoda mean-variance i maksimalne
diverzifikacije

Implementacije metoda mean-variance i maksimalne diverzifikacije napravljene su ko-
riste¢i PyPortfolioOpt biblioteku u programskom jeziku Python. Obje metode koriste
pomicni prozor veli¢ine 50. Na tom intervalu metoda mean-variance procjenjuje sred-
nji ocekivani povrat i uzoracku kovarijacijsku matricu. Pomocu njih se rac¢una efikasna
granica i rjeSava minimizacijski 2.5|(maksimizacijski problem koriste¢i ograni¢enja
(odnosno [2.8| za maksimizaciju) uz dodatak ogranicenja koji ne dopusta kratke

prodaje. Optimizacija se provodi kako bi se dobio portfelj s maksimalnim Sharpeovim
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omjerom, odnosno teZine takvog portfelja. Dobivene teZine se mnoZe sa povratima idu-
¢eg dana kako bi se izratunao ukupni povrat portfelja te se postupak ponavlja nakon
pomaka za 1 (1 dan), dok se ne prode kroz cijeli skup za testiranje (postupak ne zahti-
jeva treniranje jer se parametri direktno procjenjuju iz zadanog skupa za testiranje).

S druge strane metoda maksimalne diverzifikacije uzima povrate u vremenskom inter-
valu pomi¢nog prozora te racuna i maksimizira omjer diverzifikacije. Dobivaju se teZine,

nakon Cega je proces jednak kao i za mean-variance metodu.
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5. Rezultati

5.1. Metrike

Osim Sharpeovog omjera kao glavne metrike koja se nastoji maksimizirati, koriste se i
druge metrike za evaluaciju rezultata testiranja. One su ocekivani povrat E(R), stan-
dardna devijacija povrata Std(R), negativna devijacija (engl. downside deviation - DD(R)),
odnosno standardna devijacija negativnih povrata portfelja i Sortinov omjer. Spomenute
mjere su anualizirane, odnosno predstavljaju godisnji prosjek pojedine mjere. Osim na-
vedenih, koriste se i postotak pozitivnih povrata (%o f + Ret), omjer pozitivnih i negativ-
nih povrata (Ave.P/Ave.L), te maksimalni propad (engl. maximum drawdown - MDD),

koji predstavlja najveéi pad vrijednosti portfelja od vrhunca do najniZe tocke.

5.1.1. Sortinov omjer

Sortinov omjer je varijacija Sharpeovog omjera koji razlikuje Stetnu volatilnost od ukupne
ukupne volatilnosti koriStenjem negativne devijacije umjesto ukupne standardne devi-

jacije povrata portfelja:

R, —ry

(5.1)

Sortino = -
gdje R, predstavlja povrat portfelja, r; bezrizicnu kamatnu stopu, a o4 negativnu devija-
ciju povrata portfelja.

Sortinov omjer razlikuje se od Sharpeovog omjera po tome §to uzima u obzir samo stan-
dardnu devijaciju negativnog rizika, a ne cjelokupnog (pozitivnhog + negativnog) rizika.
Bududi da se Sortino omjer usredotocuje samo na negativno odstupanje povrata portfelja

od srednje vrijednosti, smatra se da daje bolji uvid u performanse portfelja prilagodene
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riziku bududi da je pozitivna volatilnost prednost. Sortinov omjer koristan je nacin za

ulagace, analitiCare i upravitelje portfelja za procjenu povrata ulaganja za odredenu ra-

zinu loSeg rizika.

5.2. Usporedba rezultata

Slika[5.1]prikazuje distribucije povrata portfelja za svaku metodu. Sve distribucije se ¢ine

priliéno normalnima s razli¢itim razinama spljoStenosti i iskrivljenosti. Distribucija MV

povrata je najviSe koncentrirana oko nule $to znaci da ima najmanju volatilnost. LSTM

portfelj ima malo $iri raspon od druga dva dok je MD portfelj negdje izmedu.
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Slika 5.1. Distribucije dnevnih povrata portfelja za svaku metodu
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Na slici prikazan je box plot povrata za svaku metodu. Vidi se da LSTM model ima
Siri raspon §to ukazuje na vecu varijabilnost. Prisutnost strSe¢ih vrijednosti, osobito u po-
zitivnom rasponu, moZe ukazivati na povremene velike dobitke, ali negativni strieci po-
daci mogu signalizirati rizik (vidi se da LSTM ima najmanje strSe¢ih vrijednosti). MoZe
se primijetiti da je medijan povrata LSTM-a veci od druge dvije metode, $to podupire

njegovu superiornu izvedbu.

Box Plot of Portfolio Returns by Method
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Slika 5.2. Box plot dnevnih povrata portfelja za svaku metodu
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Na sljedec¢im slikama prikazane su tezine svake imovine za pojedinu metodu na skupu

za testiranje.
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Slika 5.3. Tezine AGG-a za svaku metodu
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Slika 5.4. TeZine DBC-a za svaku metodu
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VIX Weights Over Time
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Slika 5.5. TeZine VIX-a za svaku metodu
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Slika 5.6. Tezine VTI-a za svaku metodu
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Slika prikazuje kumulativne povrate kroz cijeli skup za testiranje. MoZe se vidjeti

da LSTM model ostvaruje najbolje rezultate za dugorocni portfelj u ovom vremenskom

razdoblju.
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Slika 5.7. Kumulativni povrati portfelja

Tablica[5.1]prikazuje usporedbu spomenutih metrika za sve tri metode. LSTM pobjeduje

referentne metode MV i MD u vedéini metrika.

Tablica 5.1. Usporedba rezultata

E(R) Std(R) Sharpe DD(R) Sortino MDD % of + Ret
MV 0.059 0.092 0.644 0.063 0.934 0.192 0.513
MD 0.119 0.078 1.528 0.043 2.780 0.101 0.523
LSTM 0.150 0.086 1.737 0.044 3.392 0.120 0.520
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6. Zakljucak

Ovaj rad istrazuje primjene dubokog u€enja, konkretno LSTM mreZa, na problem op-
timizacije portfelja s ciljem maksimiziranja Sharpeovog omjera. Tradicionalne metode
optimizacije portfelja, kao Sto su Markowitzeva mean-variance analiza i strategija mak-
simalne diverzifikacije, dugo su bile koriStene za konstrukciju portfelja. Medutim, ove
metode zasnivaju se na snaznim statistickim pretpostavkama, kao $to su normalnost po-
vrata i stabilne korelacije, koje ¢esto ne vrijede na stvarnim financijskim trzi§tima. Ta-
koder, jako ovise o procjeni ulaznih parametara (o¢ekivana vrijednost povrata i matrica
kovarijance) za koje nije lagano dobiti kvalitetne procjene. Kao rezultat toga, alterna-
tivne metode koje koriste strojno ucenje pocele su dobivati sve viSe pozornosti.

U svrhu testiranja alternativnih metoda optimizacije portfelja, razvijen je LSTM model
koji uci veze u ulaznim povratima imovina kako bi dobio optimalne teZine istih unutar
portfelja. Model je treniran na povijesnim podacima cetiri ETF-a, te su njegovi rezul-
tati testiranja usporedeni s referentnim metodama mean-variance i maksimalnom di-
verzifikacijom. Rezultati pokazuju da se razvijeni model uspjeSno prilagodio trZiSnim
uvjetima, identificirajuci sloZene odnose medu imovinama, §to je dovelo do poboljSanja
performansi.

U procesu testiranja LSTM model uspio je posti¢i Sharpeov omjer od 1.737, nadmasu-
juci Markowitzrvu mean-variance metodu sa Sharpeovim omjerom 0.644 i metodu mak-
simalne diverzifikacije, koja je postigla Sharpeov omjer od 1.528. Ovaj rezultat ukazuje
na to da metode dubokog ucenja nude obecavajuce alternative za optimizaciju portfelja
ucinkovito identificirajudi sloZene nelinearne obrasce i dinami¢ne uvjete na trzistu.
Unatoc¢ ovim obecavaju¢im rezultatima, postoji nekoliko ogranicenja koja treba razmo-
triti. Izvedba modela uvelike ovisi o kvaliteti i kvantiteti ulaznih podataka, a prenauce-
nost i dalje moze biti izazov. Dodatno, transakcijski troSkovi na trzi§tu u stvarnom svi-

jetu nisu eksplicitno modelirani u ovom istraZivanju, $to moze utjecati na prakti¢nu pri-
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mjenu.
Opcenito, ovaj rad naglaSava potencijal pristupa temeljenih na dubokom u¢enju u dono-
Senju financijskih odluka, pokazuju¢i da LSTM mreZe mogu posluZiti kao mocan alat za

optimizaciju portfelja.
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Sazetak

Optimizacija Sharpeovog omjera portfelja koriStenjem modela
dubokog ucenja

Luka Lukacevic

Ovaj rad proucava problem optimizacije portfelja te razlicite metode njegovog rjesa-
vanja, ukljucujudi tradicionalne pristupe i metodu temeljenu na dubokom ucenju. Naj-
prije su predstavljene dvije temeljne strategije optimizacije portfelja: mean-variance op-
timizacija, temeljena na Markowitzevom okviru moderne teorije portfelja, i maksimalna
diverzifikacija, koja ima za cilj konstruirati portfelj s maksimalnim omjerom diverzifika-
cije odabirom imovina koje najviSe utjeCu na ukupno smanjenje rizika portfelja. Nakon
detaljnog uvida u ove strategije, istraZzena je primjena dubokog uc¢enja u optimizaciji por-
tfelja, usredotoCujuci se na LSTM mreZe. Model temeljen na LSTM-u udi iz povijesnih
podataka kako bi ostvario optimalne udjele imovina unutar portfelja, s ciljem maksimi-
zacije Sharpeovog omjera. Evaluacija modela na povijesnim trZiSnim podacima pokazala
je da pristup temeljen na dubokom ucenju moZze pruZiti konkurentne rezultate u odnosu

na klasi¢ne metode, s potencijalom za bolju prilagodbu promjenjivim trziSnim uvjetima.

Kljuéne rijeci: optimizacija portfelja; mean-variance analiza; maksimalna diverzifi-

kacija; duboko ucenje; LSTM
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Abstract

Optimizing portfolio sharpe ratio using deep learning models

Luka Lukacevic

This paper studies the portfolio optimization problem and various methods of solving
it, including traditional approaches and a method based on deep learning. First, two fun-
damental portfolio optimization strategies are presented: mean-variance optimization,
based on Markowitz’s framework of modern portfolio theory, and maximum diversifica-
tion, which aims to construct a portfolio with the highest diversification ratio by selecting
assets that contribute the most to reducing overall portfolio risk. After a detailed exami-
nation of these strategies, the application of deep learning in portfolio optimization was
explored, with a focus on LSTM networks. An LSTM-based model learns from histori-
cal data to determine optimal asset allocations within the portfolio, aiming to maximize
the Sharpe ratio. The evaluation of the model on historical market data has shown that
the deep learning-based approach can provide competitive results compared to classical

methods, with the potential for better adaptability to changing market conditions.

Keywords: portfolio optimization; mean-variance analysis; maximum diversification;

deep learning; LSTM
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