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Rad ima za cilj istraZiti matemati¢ke osnove dvanaesttonske glazbene ljiestvice, temeljnog elementa zapadne
glazbe. Kroz ovaj rad student ¢e istraziti razliCite aspekte dvanaesttonskog sustava, pruzajuéi uvid u njegov
povijesni razvoj, fizikalnu osnovu koja povezuje perceptivnu kvalitetu glazbenih intervala s njihovim
matemati¢kim omjerima, te matematicku pozadinu koja objasnjava univerzalnost pentatonske i dvanaesttonske
glazbe u ljudskim drustvima. Neke od podtema za istrazivanje su: Povijesni Razvoj - Pratite povijesnu evoluciju
dvanaesttonskog sustava, od njegovih pocetaka do Siroke upotrebe u zapadnoj glazbi. Istrazite kljune licnosti i
njihov doprinos razvoju ovog glazbenog sustava. Prirodni intervali - Istrazite zna¢aj malih cijelih omjera u glazbi,
poput 3/2 (Cista kvinta) i 5/4 (velika terca), i njihovu povezanost s dvanaesttonskim sustavom. Analizirajte kako
se ti prirodni intervali aproksimiraju unutar jednoliko temperirane ljestvice. Iracionalnost broja log3/log2 i
nemogucnost idealne glazbene ljestvice - Istrazite razvoj jednoliko temperirane ljestvice i s njim povezan dokaz
iracionalnosti broja log3/log2. Raspravite inherentne izazove u postizanju savrSene distribucije tonova unutar
dvanaesttonskog sustava. Koje su pocetne pretpostavke (aksiomi) koje biste zahtijevali od glazbene ljestvice?
Verizni razlomci: pentatonska i dvanaesttonska ljestvica - Istrazite koncept veriznih razlomaka i njihovu ulogu u
konstrukciji glazbenih ljestvica, ukljuCujuc¢i pentatonsku ljestvicu. Analizirajte matematiCke odnose unutar
pentatonske skale i njezinu upotrebu u razliitim glazbenim tradicijama. https:/www.youtube.com/watch?
v=OPtM9OPByK_4 https://www.ted.com/talks/bobby_mcferrin_watch_me_play_the_audience Fourierova analiza
- Istrazite kako se svaki periodi¢ki signal (zvuk, ton) moze dekomponirati u Ciste sinusne signale s
frekvencijama koje su viSekratnici osnovne frekvencije poCetnog signala. Objasnite s tim povezan pojam
alikvotnih tonova (pregiba, (viSih) harmonika). Krivulja disonancije - Ispitajte matematiCku osnovu krivulje
disonancije, koja povezuje perceptivnu kvalitetu glazbenih intervala s njihovim matemati¢kim omjerima.
Ograni¢enja nametnuta fizickim svojstvima glazbenih instrumenata i materijalima - Ispitajte ograni¢enja
nametnuta fizickim svojstvima glazbenih instrumenata i materijalima. Raspravite koncept entropijskog ugadanja
i kako on utjeCe na prakti¢nu realizaciju dvanaesttonskog sustava kod razli¢itih instrumenata. Napomena:
Ocekuje se da student unutar po volji odabranog programskog paketa predstavi sve istrazene koncepte.
Reference: Emily Clader, Why Twelve Tones? The Mathematics of Musical Tuning. Zvonimir Siki¢, Matematika i
muzika. William A. Sethares, Tuning, Timbre, Spectrum, Scale. Lluis L. Trulla, Nicola Di Stefano, and
Alessandro Giuliani, Computational Approach to Musical Consonance and Dissonance. Haye Hinrichsen,
Entropy-based tuning of musical instruments.
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1. Uvod

Matematika je temelj svake znanosti. Ona nam omogucuje logicko razumijeva-
nje svih pojava koje nas okruzuju. Glazbu osim svoje prepoznatljive umjetnicke
strane, karakterizira uredena struktura i uskladenost tonova. Takav sklad i lje-
potu zvuka temelji na matematici. Glazba se mijenjala kroz povijest. Glazbenici
su izgradili brojne glazbene ljestvice i koristili razne vrste ugadanja. Pitagora kao
jedan od najznacajnijih matematicara, uvelike je doprinio teoriji glazbe svojim za-
konom malih brojeva. U teoriji glazbe definiramo intervale i ljestvice. Posebno se
isti¢u prirodni intervali. Razlikujemo cetiri znacajne vrste ugadanja medu kojima
se istice jednoliko temperiranje, danas najcesc¢i oblik ugadanja. Dvanaesttonska
raspodjela oktave ¢ini najbolju raspodjelu oktave zbog Cega i je najcesce kori-
Stena. Ljudi percipiraju intervale konsonantnim ili disonantnim te nam krivulja
disonancije pokazuje uzrok disonantnosti razli¢itih tonova. Glazbeni instrumenti
zbog materijala od kojih su izgradeni posjeduju ogranicavajuca fizicka svojstva

koja utjecu na neharmonicnost njihova zvuka.

Ovaj zavrsni rad istrazuje matematicke osnove na kojima se temelji glazba te
njihov ucinak i primjenu u stvaranju glazbe. Naglasak je postavljen na dvana-
esttonsku glazbenu ljestvicu koja predstavlja najzastupljeniju glazbenu ljestvicu
zapadne glazbe. U zavrsnom radu upoznat ¢emo povijesni razvoj glazbe od nje-
nih pocetaka do danas. Proucit ¢emo fizicka svojstva zvuka i njegov matematicki
model. Definirat ¢emo osnovne elemente u teoriji glazbe: intervali i ljestvice.
Objasnit ¢emo postupke razlicitih vrsta ugadanja tonova glazbene ljestvice. Ma-
tematicki ¢emo dokazati znacaj raspodjele oktave bas na dvanaest tonova. Raz-
motrit ¢emo krivulju disonancije, njen znacaj i primjenu u izgradnji glazbenih
ljestvica. Takoder ¢emo upoznati fizicka ograni¢enja glazbenih instrumenata koja

uzrokuju neharmonicnost njihova zvuka.



2. Povijesni razvoj

dvanaesttonskog sustava

2.1. Pitagora - veliki doprinos teoriji glazbe

Pitagora je grcki filozof i jedan od najznacajnijih matematicara svih vremena.
Smatramo ga zacetnikom teorijske matematike te su ga kasnije i proglasili filozof-
kralj (Platonov pojam). Roden je pocetkom 6. st. pr. Kr. na otoku Samosu.
Morao je napustiti otok zbog neslaganja s upravom tiranina Polikrata. U Magna
Graecia (danasnja juzna Italija) nastavlja svoje ucenje i djelovanje. Uskoro pos-
taje prepoznat svojim rjecitim govorom te okuplja veliki broj sljedbenika, tzv.
pitagorejci. U Krotonu osniva svoju filozofsko-znanstvenu skolu poznatu pod
nazivom Pitagorino bratstvo. Kraj svog zivota docekao je izvan Krotona jer je
bio prognan kao i njegovi sljedbenici zbog novonastale politicke situacije. Nakon
smrti, iza sebe ne ostavlja nikakav pisani trag svojeg genijalnog uma i ideja. Na
sre¢u pojedini sljedbenici odlucuju sastaviti sazetke i komentare Pitagorinih ideja

i ucenja kako cijela njegova filozofija ne bi bila trajno zaboravljena.

Pitagora je shvacao kako stvarnost nije u neograni¢enom i neuredenom nacelu
materije ve¢ u stalno ogranicavajuc¢em, posljedicno uredenijem nacelu matema-
ticke forme [7]. Glavno nacelo kojim su se vodili Pitagora i njegovi sljedbenici
jest tvrdnja da se sve u stvarnosti moze opisati brojevima (,,Sve je broj*). Danas
to mozemo protumaciti da je matematika osnova za razumijevanje svih pojava u

stvarnosti odnosno da je temelj svake znanosti.

Ovakvo shvacanje proizlazi iz glazbe. Glazbu ne ¢ini neuredeni skup zvukova,
ve¢ postoji red koji se temelji na uskladenosti oktave, kvinte i kvarte. Ako glazbu
mozemo opisati brojem onda i cijelu prirodu (svemir) mozemo takoder opisati

brojem. ,Muzika je broj i svemir je broj, dakle, svemir je muzika“ [7]. Filozofski



koncept koji stoji iza ove tvrdnje nazivamo muzicki univerzum. Pitagora zadiv-
ljen skladom glazbe razlikovao je tri vrste glazbe. Latinski musica instrumentalis
(uobicajena glazba), musica humana (neéujna glazba svakog pojedinca) i musica

mundana (svemirska glazba) [7].

| ‘H‘gmsmuaun*a Ny BS.

Slika 2.1: Pitagora u kovacnici

Prema predajama, Pitagora je prolazec¢i pokraj kovacnice razaznao konsonantne
intervale oktave, kvinte i kvarte koje su proizveli udarci razlicitih ceki¢a o nako-
vanj. Istrazivanjem te pojave dosao je do zakljucka da tezine ¢ekica koje proizvode
te tonove su u omjerima 2:1, 3:2 i 4:3. Uskoro je Pitagora prosirio svoje istra-
zivanje na duljine zZica te ustanovio da navedeni omjeri primijenjeni na duljine
zica pokazuju jednaka svojstva kao i udarci razlic¢itih tezina ceki¢a. Naknadno je
otkriveno da korelacija izmedu tezine ¢ekica i duljine zica, koju je Pitagora usta-
novio, nije istinita. Ako su duljine Zica u spomenutim omjerima 2:1, 3:2 i 4:3 onda
omjeri tezina ¢eki¢a moraju biti u omjerima kvadrata duljina Zica, tj. u omjerima
22 : 12,32 : 221 4% : 32 kako bi stvorili iste intervale. Razlog su razli¢ita fizikalna
svojstva cekica i zice. Ipak, ova predaja nam omogucéuje jednostavnu predodzbu

i objasnjenje poveznice izmedu harmonije i cjelobrojnih omjera u glazbi.

lustracija ,,Pitagora u kovaé¢nici® iz djela ,,De musica cum tonario“, J. Cotto,

https://en.wikibooks.org/wiki/Pythagoras_in_the_Forge



Najznacajniji doprinos Pitagore teoriji glazbe jest spoznaja da su intervali oktave,
kvinte i kvarte, na kojima je izgradena glazba, odredeni jednostavnim omjerima
1:2, 2:31 3:4 [7]. Na ovome otkri¢u se temelji cijela matematicka pozadina teorije

glazbe.

2.2. Raznolikost skala

Kroz povijest razvio se veliki broj skala (ljestvica) koje su obiljezile glazbu poje-
dinih povijesnih razdoblja. Najznacajnija podjela oktave je bila tzv. dijatonska
podjela. Podjela koja dijeli oktavu na osam ,bijelih* tonova. Ona je omogudila
razvoj septatonskih modusa (modalnih skala). Neki od istaknutih modusa su:
jonski, miksolidijski, lidijski, eolski, dorski, frigijski i dr. Osim septatonske skale
upotrebljavala se i pentatonska skala, no nije imala jednaki znacaj. Ve¢inom se
upotrebljavala u narodnoj glazbi sirom svijeta.

Oko 300. g. pr. Kr. bilo je razdoblje upotrebe orgulja i lire ¢iji je glavni ton
bio D. Time je doslo do Siroke primjene dorskog modusa u glazbenoj antici [7].
U srednjem vijeku krséanska crkva vodena tradicijom nastavlja sa monofonijom,
tj. jednoglasjem u raznim antickim modusima. U 10. st., Guido iz Arezza osmis-
ljava notno crtovlje. Takoder kako bi laicima olaksao pra¢enje modusa, osmislio

je slogove ut, re ,mi, fa, sol, la, ti.

U prijelaznom razdoblju iz 10. u 11. st. pocinje se javljati veliko zanimanje
za polifoniju, tj. viseglasje. U polifoniji su glasovi stalno udaljeni za kvartu
odnosno kvintu, no kada glasovi izvode tritonus — tri cijel tona H/F to zvudi
disonantno i tesko je izvesti. Kao rjesenje snizava se ton H za jedan poluton
te nastaje nota B koja predstavlja prvi ,crni“ ton. Snizavanjem tona H u B
ukinuta je vodica u prvom glasu. Uskoro se nalazi bolje rjesenje koje ¢ini povi-
senje tona F u Ff u drugom glasu. Time se otklanja disonantni tritonus, a ne
ukida vodica. Posljedi¢no dolazi do nastanka novih kvinti. Konac¢no, oktava je
podijeljena na dvanaest polutonova te imamo ukupno pet crnih tonova. Ovakvu

razdiobu nazivamo polutonskom, no njena prava primjena je zapocela tek u 20. st.

Pocetkom 17. st. istaknuo se jonski modus (danasnji dur), dok su ostali mo-

dusi polako napusteni osim prilagodene varijante eolskog (danasnji mol). Glavna

4



karakteristika ovih modusa je velika septima ili vodica. Ona je pola tona uda-
ljena od tonike (osnovni ton) te se time postize razrjeSenje disonantne napetosti.
Kao takvi, jonski i eolski modusi bili su glavni modusi zapadne tonalne glazbe u

razdoblju od baroka do romantike.

Skladatelji u 20. st. stvaraju glazbu koja melodijski i harmonijski odstupa od

tonalnosti. Traze nove skale bez izraZzene tonike.

2.3. Napredak ugadanja

Ugadanje ljestvice je postupak kojim dolazimo do to¢ne skale. U 13. st. fran-
cuska akademija Notre Dame proglasava da se do to¢ne skale moze do¢i nizom
savrsenih Pitagorinih kvinti. Omjer frekvencija tonova 3:2, koji predstavlja in-
terval kvinte, smatrali su ,,bozanskim* omjerom jer 3 predstavlja Sveto Trojstvo,
a 2 dualizme (nebo i zemlja, dobro i zlo i dr.) [7]. Ovo ugadanje je prozvano
Pitagorinim ugadanjem. Nazalost, navedeno ugadanje je imalo veliki nedostatak,

a to je prisutnost vucjih intervala koje odreduju krajnji tonovi u nizu kvinti.

Prirodna intonacija odnosno intonacija s to¢nim intervalima nije podatna za tran-
sponiranje, moduliranje i harmonizaciju stoga se uvodi temperiranje — odstupanje
od savrsenih intervala. Ve¢ spomenuto Pitagorino ugadanje je takoder vrsta tem-

periranja u kojoj odustajemo od savrsenih terci i seksti.

Pocetkom 15. st. renesansni glazbenici traze nova ugadanja koja pridaju veéu
vaznost savrsenoj terci. Kako bi ostvarili svoje teznje, uvedeno je srednjetonsko
temperiranje ¢ija je ideja bila ostvariti sto vise savrSenih terci unato¢ narusavanju
kvinti. Srednjetonsko temperiranje prisutno je u renesansi i baroku sve do 18.
st. Narusavanje kvinti, tzv. vucje kvinte bile su nedostatak ovakvog ugadanja te
se u razdoblju od polovice 18. do kraja 19. st. razvija dobro temperiranje. Ova
vrsta temperiranja uklanja vucje intervale i omogucava slobodne transpozicije i

modulacije [7].

Kako je prolazilo vrijeme sve se vise javljala potreba i Zelja za neograni¢enim
transpozicijama, sto je dovelo do uvodenja jednolike skale u 20. st. Jednoliko

temperiranje je bilo poznato jos i u razdoblju srednjetonskog temperiranja, ali je



tek u 20. st. prepoznato kao idealno.

Slika 2.2: Radionica lutnji?

Zanimljivost je da u 16. st. pomak u razvoju jednolikog ugadanja nisu uci-
nili glazbeni teoreticari ve¢ graditelji glazbenih instrumenata s pre¢icama (poput
danasnje gitare) [7]. Naime, graditelji su shvatili kako je za raspodjelu precica
najbolji aritmeticki interval s omjerom 18:17. Ponavljanjem intervala dvanaest
puta dobivamo pribliznu oktavu koju uz manje izmjene pretvaramo u to¢nu ok-
tavu. Polovicom 16. st. glazbeni teoreticari su potvrdili da su takva glazbala
uistinu jednoliko ugodena. Vec se 1588. godine Roselli u svojoj raspravi o ,,sfernoj
mugzici® zalaze za uvodenje jednolikog ugadanja kao univerzalnog ugadanja svih
glazbenih instrumenata [7]. Jednoliko ugadanje je do kraja prihvac¢eno tek u 20.
st.

2Tlustracija ,,Radionica za izradu glazbenih instrumenata“ iz 1570., J. Amman,

https://www.meisterdrucke.uk/artist/Jost-Amman.html



3. Prirodni intervali i ljestvice

3.1. Zvuk i njegova svojstva

Glazbu ¢ini uredeni skup zvukova. Zvuk je posljedica titranja izvora zvuka. Ti-
tranje se Siri zrakom ili nekim drugim sredstvom te mijenja tlak sredstva odnosno
nastaju oscilacije tlaka. Takve poremecaje u tlaku zraka detektira nas bubnjié¢

unutar uha kao zvukove.

Cisti sinusni ton mozemo najjednostavnije prikazati modelom sinusnog vala prema

matematickoj formuli [6]:

p(t) = Asin(27 ft) (3.1)

Kod takvog tona razlikujemo dva svojstva: wvisinu i glasnocu zvuka.

T ;

601 N A \\ / niski ton | 4

/ / \ \\ | . visoki ton
40 + y / “ \\ ’ 1 / B
o \ .
i/ 3 \ / v/

20 i i Y y 3 /
- / ) \ i /
) / \ | A
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< 0 A Y | I
5 L /

\ |
20 ; X ; /
\ /
\'\ i i
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Slika 3.1: Razlika u visini zvuka - dva tona amplitude A = 70 dB s frekvencijama

fi1 =70 Hz (niski ton) i fo = 100 Hz (visoki ton)



Ako promotrimo sliku 3.1 mozemo primijetiti da se ova dva grafa razlikuju u
frekvenciji. Stoga, visina zvuka odgovara frekvenciji vala iz formule (3.1). Visoki
tonovi ¢e imati visoke frekvencije Sto dovodi do brze promjene u tlaku zraka. S
druge strane, niski tonovi ¢e imati niske frekvencije te ¢e biti i sporije promjene

u tlaku zraka.

— T T T T T ——<
60 F / L tihi ton N
/ \ glasni ton

4o [ o)
201 / LR [/

ot \

tlak (dB)

20 \ /’/.’c‘.
-40 -

-60 -

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0014 0.016
vrijeme (s)

Slika 3.2: Razlika u glasnoéi zvuka - dva tona s frekvencijom f = 80 Hz i amplitudama

A1 =40 dB (tihi ton) i Ay = 70 dB (glasni ton)

Drugo svojstvo zvuka koje smo spomenuli je glasno¢a. Ako ponovno promotrimo
formulu (3.1), mozemo zakljuciti da bi glasnoca zvuka odgovarala amplitudi vala.
Glasni tonovi ¢e imati visu, a tihi tonovi nizu amplitudu. Navedeno mozemo vi-

djeti i na slici 3.2.

Tlak zraka izrazavamo u mjernoj jedinici Pascal (Pa). Kada promatramo zvuk
onda nam je pogodnije koristiti mjernu jedinicu decibel (dB). Ova mjerna jedi-
nica je logaritamske prirode i stoga nam omogucuje pregledniji uvid u razlikovanje
jacine raglic¢itih zvukova. Pretvorbu iz Pa u dB mozemo izvrsiti sljede¢om for-

mulom [6]:

PpPa

Do

L, = pa» = 20 - log( ) (3.2)

U formuli (3.2) py = 2 - 107" predstavlja tlak praga ¢ujnosti odnosno najmanji

tlak zraka koje ljudsko uho moze osjetiti.



3.2. Titranje zice i harmonija

Zamislimo zicu zategnutu pod konstantnim optere¢enjem. Ako prstom trznemo
postavljenu zicu, primijetit ¢emo da je zZica zatitrala i proizvela ton. Titranje zice

opisujemo frekvencijom — brzinom titranja zice izrazenom u Hertzima (Hz).

Frequency Diagram of vibrating string
f=55Hz
Z

- \6/_\
f=110Hz 5

@/\

N

f: 440 Hz 1 SV

Slika 3.3: Podjela titrajuce zZice na oktave

Pritisnemo li Zicu na polovini njene duljine i ponovno trznemo jedan kraj, zica ¢e
ponovno zatitrati. U ovom slucaju zica titra brze odnosno dvostruko veé¢om frek-
vencijom te mozemo razaznati visi ton od prethodno proizvedenog. Ova pojava
pokazuje da su duljina zice i frekvencija medusobno obrnuto-proporcionalne
[6]. Novo proizvedeni ton je, prema glazbenoj terminologiji, za oktavu visi od
prethodnog tona. Ako bismo nastavili s podjelom zice (na Cetvrtine, osmine,
itd.) primijetili bismo da njihove frekvencije ¢ine geometrijski niz — niz u kojem
¢lanove niza dobivamo mnozenjem prethodnog ¢lana s konstantom. Iz svega na-
vedenog mozemo zakljuciti da frekvencije tonova razmaknutih za oktavu grade

geometrijski niz [6].
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Slika 3.4: Razliciti razmak precica na gitari!

Ovaj zakljucak se primjenjuje u izradi glazbenih instrumenata. Naime, instru-
ment koji je za oktavu nizi od viSeg mora biti fizicki ve¢ih dimenzija. Takoder,

precice na gitari su na vratu veceg razmaka nego one precice blize tijelu gitare.

'Fotografija Shape of guitar’s neck, Fender, https://www.fender.com/articles/instru

ments/c-u-v-which-neck-shape-is-for-you



Frequency Harmonic Diagram of vibrating string
f=55Hz fundamental
f=110Hz second B
f=165Hz third <=3
f=220Hz  fourth T >
1/4
f=275Hz fifth N N NN
1/5
f=330Hz  sixth EE S S e e
1/6

Slika 3.5: Harmonici titrajucée zice

Zica titra na razli¢ite nac¢ine. Osnovni naéin titranja je titranje temeljnom
frekvencijom, tzv. prvi harmonik. On daje tonu specificnu frekvenciju odnosno
odreduje visinu tona. Zica mozZe titrati u visim modovima u razli¢ito ili isto vri-
jeme. Ako promotrimo razli¢ite harmonike (valove) na zici, primje¢ujemo da je
redoslijed frekvencija koje uzrokuju te harmonike zapravo aritmeticki niz — niz
u kojem clanove niza dobivamo dodavanjem konstante prethodnom c¢lanu niza.

Ovdje mozemo zakljuciti da frekvencije harmonika grade aritmeticki niz [6].

Aritmeticki niz
55 | 110 | 165 | 220 | 275 | 330 | 385 | 440
Geometrijski niz
55 | 110 220 440
Tonovi
AlA | E|A|Ct| E | F |A”
Razlika
0
1
3

Tablica 3.1: Usporedba aritmetickog i geometrijskog niza frekvencija

Ako usporedimo aritmeticki i geometrijski niz sastavljen od frekvencija titranja
zice, u tablici 3.1 mozemo primijetiti da je razlika odnosno broj ¢lanova aritme-
tickog niza izmedu ¢lanova geometrijskog niza jednak slijedu 0, 1, 3, ... S druge

strane, ako razmotrimo ton A ¢ija je frekvencija jednaka 55 H z, u tablici 3.1 mo-
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zemo vidjeti da se njegovi visi harmonici odnose jednako kao frekvencije titranja
zice. Drugim rije¢ima, broj visih harmonika izmedu intervala oktave tona A jed-
nak je broju frekvencija aritmetickog niza izmedu frekvencija geometrijskog niza
titrajuce zice. Iz navedenog zakljucujemo da su svi odnosi izmedu harmonika

titrajuce zice primjenjivi i na harmonike tonova u glazbi.

Glazbala titranjem zraka stvaraju zvuk. Titranja osim spomenute temeljne frek-
vencije sadrze i vise frekvencije, ali u sve slabijem intenzitetu. Vise frekvencije
nazivamo visim harmonicima ili alikvotnim tonovima [7]. Raspodjela in-
tenziteta visih harmonika odreduje boju tona. Zvuk pojedinog glazbala upravo
razlikujemo prema njihovoj boji. Alikvotni tonovi (popratni tihi tonovi) jednog
bogatog tona predstavljaju ¢itavu skalu tonova. Neka elektronicki sintetizirana
glazba oponasa glazbala tako da kombinira uvijek iste harmonike. No ona zvuci
lazno jer kod prave glazbe ti harmonici nisu konstantni ve¢ se mijenjaju tijekom

sviranja ovisno o glazbeniku.

7 T 7 T N &) LI AY | 7 T TEW ) |
6o/ [ ‘ ‘ fink f1=80Hz |
! [ [ f2 = 90Hz
40 H | | 1 (s | .
] | I |
( | | |
{ | |
20| | | ,
g8 | ‘z :
E |
< o ‘ | 1
° [
= I |
| |
20 - | .
| |
[ |
40 f H
{ }
-60 - \/ [ 1 \ W) | \ i | f T
u (\/ R | \ A RVARY) T VAV
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08 0.07 0.08 0.08 0.1

vrijeme (s)

Slika 3.6: Sinusni valovi bliskih frekvencija - f; = 80 Hz i fo = 90 Hz

Prisjetimo se definicije zvuka. Zvuk je posljedica titranja izvora zvuka te ga naj-
jednostavnije prikazujemo sinusnim valom. Istovremena reprodukcija sinusnih
valova pokazuje zanimljivo svojstvo. Ako dva sinusna vala reproduciramo me-
dusobno jako bliskim frekvencijama, dolazi do pojave tzv. udara [6]. Uzrok je
superpozicija dva vala odnosno valovi koji su poravnati se medusobno zbrajaju,
a oni suprotno poravnati se medusobno ponistavaju. Pojavu superpozicije dva
vala te udare koje pritom ¢ujemo mozemo pogledati na grafovima 3.6, 3.7 i 3.8.

Covjeku spomenuti udari nisu ugodni te zaklju¢ujemo da frekvencije tonova koje

11



su po vrijednosti bliske jedna drugoj nece biti konsonantne (skladne).
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Slika 3.7: Superpozicija dva vala frekvencija fi = 80 Hz i fo =90 Hz
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Slika 3.8: Uzorak super-valova koje cujemo kao udare

Pitagora je za sobom ostavio vrlo znacajan ,,zakon malih brojeva“ . Ovaj zakon
matematicki definira konsonantnost tonova — tonova koji zajedno zvuce ugodno
nasem uhu. Zakon kaze: ,,Dva tona zvuce konsonantno, ako im se frekvencije na-
laze u omjeru malih prirodnih brojeva.“[7]. Omjer malih brojeva mozemo najlakse
razumjeti na primjeru. Ako promotrimo omjer % (oktava), on je omjer manjih
brojeva nego omjer % (kvinta), koji je opet omjer manjih brojeva nego % (kvarta)
itd. Zapravo omjer manjih brojeva je razlomak koji u brojniku i nazivniku ima
manje prirodne brojeve od drugog razlomka. Zakon mozemo jednostavnije in-
terpretirati - tonovi ¢iji je omjer frekvencija sastavljen od manjih brojeva zvuce

ugodnije i ljepse zajedno.
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3.3. Prirodni intervali

U poglavlju 2 smo se upoznali s pojmom dijatonske skale. Naime, dijatonska
skala je niz od osam ,bijelih“ tonova. Naziv ,bijeli tonovi proizlazi iz bijelih
tipki na klaviru. Ovu ¢emo skalu iskoristiti kako bismo objasnili intervale u te-

oriji glazbe.

CID|E|F|G|A[H|c

Slika 3.9: Klavirske tipke sa istaknutim segmentom i tonovima

Na slici 3.9 mozemo vidjeti tipi¢ni segment klavirskih tipki koji se sastoji od osam
bijelih tipki i pet crnih tipki. Prikazani segment predstavlja karakteristi¢ni niz
od osam tonova prepoznatljive dur ljestvice, to¢nije C-dur. Prema teoriji glazbe

te tonove oznacavamo slovima: C, D, E, F, G, A, H, c [7].

Na prvi pogled uo¢avamo da se prvi i osmi ton oznacavaju istim slovom C. Razlog
tome smo ve¢ spomenuli u prethodnom podnaslovu 3.2. Kada bismo poslusali
jedan i drugi ton, mogli bismo lako cuti da se radi o istom tonu. No, drugi ton

je za oktavu visi odnosno njegova zica u klaviru titra dvostruko brze.

U teoriji glazbe interval definiramo kao razliku izmedu dva tona. Interval od
tona C do ¢ nazivamo oktava jer se sastoji od osam bijelih tonova. Na isti nacin
mozemo definirati i nazive preostalih intervala. Primjerice interval od tona C do
G nazivamo kvinta jer se sastoji od pet bijelih tonova, a interval od tona C do

F nazivamo kvartom jer se sastoji od cetiri bijela tona.

U prethodnom podnaslovu 3.2 smo definirali frekvenciju kao brzinu titranja Zice.
Klavir je zicano glazbalo s tipkama koje stvara zvuk udarcima bati¢a o zice.
Takva grada klavira nam omogucuje da za pojedini ton mozemo odrediti frekven-
ciju titranja njegove zice. Prema dogovoru za pocetni ton nase C-dur ljestvice
C uzimamo da je frekvencija njegova titranja jednaka jedan (C = 1) te ga na-

zivamo osnovni ton ili tonika [7]. Frekvencija tona c je dvostruko veéa (¢ =
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2). Za ton c kazemo da je oktava tona C. Ton F ima frekvenciju % te je kvarta

3
2

(dominanta) na ton C (G = 2). Odredivanjem frekvencije tonova ustanovili

(subdominanta) na ton C (F = %), a ton G ima frekvenciju 5 te je kvinta

smo da veli¢ina intervala odgovara omjeru frekvencija dvaju tonova ciji

interval trazimo [7].

Slika 3.10: Grada klavira?

Ako promotrimo omjer tona G i F (G/F = 3 /3 = §) onda za vrijednost intervala
izmedu ta dva tona dobivamo g. [zrac¢unati interval nazivamo cijeli ton. Na slici
3.11 mozemo vidjeti prikaz razdiobe oktave s obzirom na sve do sada navedene

intervale.

M| W
M| W

Wk
Wl

=N 0w

Slika 3.11: Razdioba oktave na kvarte, kvinte i cijeli ton

Na pocetku ovog podnaslova 3.3 definirali smo segment klavijature s bijelim i cr-

nim tipkama. Bijele smo naveli, no postavlja se pitanje sto je s crnim tipkama? U

2Fotografija Yamaha Pianos, Yamaha, https://usa.yamaha.com/products/musical_in

struments/pianos/index.html
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prijelaznom razdoblju iz 10. u 11. st. uvodenjem polifonije dolazi potreba za uvo-
denjem dodatnih tonova kako bismo izbjegli disonantne prizvuke dok se izvode
odredene kombinacije tonova. Prvo je uveden poluton B koji nastaje snizavanjem
tona H za jedan poluton. Uskoro se javila potreba i za ostalim polutonovima te
su uvedena jos cetiri (Ct, Eb, Gb, Gf). Time smo podijelili oktavu na dvanaest

polutonova i dobili kromatsku skalu [7].

Slika 3.12: Dvanaesttonska skala

Naziv Ton | Vrijednost
Osnovni ton | C %
Terca E Z
Kvarta F %
Kvinta G %
Oktava ¢ %

Tablica 3.2: Pitagorini osnovni intervali

Nakon sto smo upoznali cijelu dvanaesttonsku skalu, konacno mozemo odre-
diti sve toc¢ne intervale u toj skali. Za moguénost odredivanja toc¢nih intervala
zasluzan je Pitagora i njegova teorija ,,zakon malih brojeva® [7]. Pitagora je de-
finirao pet osnovnih intervala koje mozemo pogledati u tablici 3.2. Na temelju

osnovnih intervala mozemo izracunati vrijednosti preostalih bijelih tonova.

Izracun preostalih bijelih tonova:

G (3 ... D 9 9 9_9
Ako F:é):f onda slijedi =3 D:C-§=1-§=§ (3.3)
Ako E—@—E onda slijedi c_16 H—CE—2 b _1 (3.4)
E_ (3 15 R A T TR T B



l—g—l? l—g—l?rg—il
CH#DLEFLGH#ABH HC

Slika 3.13: Prikaz cijelih tonova i polutonova

Na ovako dobivenoj skali 3.13 uocavamo razli¢ite omjere cijelih tonova (g i %) te

duljine intervala % koje nazivamo polutonovima. Kako bismo pronasli tocne

intervale ,,crnih® tonova, moramo podijeliti intervale cijelih tonova na polutonove.

Ovom razdiobom oktave dolazimo do cetiri razli¢ite vrijednosti intervala poluto-

nova (ig: 33> 128" 25) 1)

C#DbLEFLG#ABHC

\ 7/ \ /
16 135 16 25 16 135 16 16 25 27 25 16

15 128 15 24 15 128 15 15 24 25 24 15

Slika 3.14: Prikaz polutonova

Izrac¢un crnih tonova:

16 16 16
—C.—=1.—= == .
ci=0C 15 15 15 (3 6)
9 16 9 6
b Gﬁ 8 15 8 5 (3 7)
16 3 16 8
Gt=CG 1:=5" 53 (3:8)
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G 3 4
Gh=1=2=— (3.9)
ToE 5
9 8 9 9
B=Gt-c=c-2=< 3.10
f 8 5 8 5 (3.10)
Naziv Ton | Vrijednost Naziv Ton | Vrijednost
Mala sekunda Ct % Kvinta G %
Velika sekunda | D % Mala seksta Gt g
Mala terca Eb g Velika seksta A g
Velika terca E 3 Mala septima B g
Kvarta F % Velika septima | H %
Tritonus Gb ;—g Oktava c %

Tablica 3.3: Pitagorini to¢ni intervali

C#DbLEFLG#ABHC
116 9 6 5 4 45 3 8 5 9 15 2
115 8 5233225 3 5 81

Slika 3.15: Prikaz Pitagorinih to¢nih intervala

Pitagorini toc¢ni intervali, u tablici 3.3, pripadaju tzv. prirodnoj intonaciji
[7]. Unato¢ savrsenstvu intervala, razli¢ite vrijednosti intervala polutonova one-
mogucuju transpozicije. Drugim rije¢ima glazbala koja su ugodena u prirodnoj

intonaciji jedne ljestvice nece biti ugodena u nekoj drugoj te ne¢e dobro zvucati.

3.4. Glazbene ljestvice

U prethodnom podnaslovu 3.3 upoznali smo intervale i njihove vrijednosti na pri-

mjeru dur ljestvice. Dur ljestvica, iako najzastupljenija, nije jedina ljestvica koja
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postoji. Kroz povijest su se razvijale brojne ljestvice te skladala brojna djela u

njima.

Glazbena ljestvica ili skala je sustav tonova poredanih u uzlaznom ili silaz-
nom redoslijedu razli¢ite visine. Glavna znacajka ljestvica su modusi (tonaliteti,
modalne skale). Oni se medusobno razlikuju u nac¢inu podjele oktave na intervale

te rasporedu tonova.

U Europi su se ve¢ od antickog doba ustalile septatonske skale, skale koje
dijele oktavu na sedam intervala sa sedam tonova. Tijekom povijesti septatonske
skale postojalo je niz modusa koji su obiljezili pojedina povijesna razdoblja, no
samo neki od njih su ostali do danas zastupljeni. Prikazati ¢emo tri tzv. ,bijele”

modalne skale koje se razlikuju u osnovnom tonu.
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Slika 3.16: Jonski modus - danasnji dur
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Slika 3.17: Eolski modus - danasnji mol
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Slika 3.18: Dorski modus

Osim ,,bijelih“ modalnih skala postoje i skale koje uvode i crne tonove u po-

djelu oktave. Navodimo uzlazni i silazni melodijski mol tocnije C-mol.

I V N I |\ | [

C DE» F G Hc

Slika 3.19: Mol - melodijski (uzlazni)

Slika 3.20: Mol - melodijski (silazni)
Unatoc¢ prevlasti septatonskih skala, glazba se sklada i u pentatonskim te sek-

statonskim skalama. Pentatonske skale dijele oktavu na pet intervala s pet

tonova. Ovu vrstu skala dobivamo postavljanjem dodatnog tona u donju i gornju
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kvartu cijele oktave [7]. Slika 3.21 nam ilustrativno prikazuje ovu podjelu. Do-
datni ton mozemo postaviti na pocetak ili kraj kvarte. U pocetnoj oktavi imamo
dvije kvarte (gornja i donja), u svaku od njih dodajemo po jedan cijeli ton na

pocetak ili kraj kvarte (dvije moguée pozicije).

jedan cijeli ton jedan cijeliton T e
1
T & S D g T S = subdominanta
:: ) i : : ” i . D — dominanta
3 3

Slika 3.21: Izgradnja pentatonske skale

S obzirom na to, postoje ¢etiri nac¢ina za dobivanje pentatonskih skala [7]:
1. dodavanje cijelog tona na pocetak svake kvarte
2. dodavanje cijelog tona na kraj svake kvarte
3. dodavanje cijelog tona na pocetak donje te cijelog tona na kraj gornje

4. dodavanje cijelog tona na kraj donje te cijelog tona na pocetak gornje

%ﬂ__ e

Y 6 A D E g

C
Ll V/\l 1| I I//\\
C D E g

G

Slika 3.22: Primjer izgradnje pentatonske skale prema nacinu 1.

Sekstatonske skale dijele oktavu na Sest intervala sa Sest tonova. Slika 3.23
nam prikazuje cjelotonsku skalu. Ona je prepoznatljiva i jednostavna sekstaton-

ska skala koja dijeli oktavu na Sest cijelih tonova [7].
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Slika 3.23: Cjelotonska skala

Zanimljivost vezanu uz skale donosi A. Schénberg koji 1911. godine definira skalu
kao analizu jednog tona, a akord kao sintezu tonova odnosno njegovih alikvotnih
tonova u jedinstven zvuk [7]. Kao $to smo ve¢ i u prethodnom podnaslovu 3.2
spomenuli, ova tvrdnja uistinu vrijedi jer alikvotni tonovi jednog tona predstav-

ljaju ¢itavu skalu tonova.

Slika 3.24: Arnold Schénberg - otac dvanaesttonske tehnike u 20. st.?

3Fotografija Arnold Schénberg, https://musicaenmexico.com.mx/musicomania/schoen

berg-y-el-numero-13/
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4. Ugadanje tonova glazbene

ljestvice

4.1. Temperiranje glazbenih ljestvica

U prethodnom poglavlju 3 smo spomenuli prirodnu intonaciju s to¢nim interva-
lima. Unato¢ savrsenstvu intervala, ova vrsta ugadanja nije prakti¢na. Razlog
je ve¢ spomenuta nemogucnost transpozicije tonova. Postupak transpozicije to-
nova predstavlja pomake odredenog skupa tonova s obzirom na visinu tona u
vise ili nize tonalitete za konstantan interval. Pri pomaku u prirodnoj intonaciji
dolazi do odredenog broja pogresnih pomaka u tonalitetu. Navedeno predstavlja
ogranic¢enje za glazbene instrumente. Naime, glazbala koja su savrseno ugodena
u prirodnoj intonaciji u odredenom tonalitetu, ne¢e biti savrSena u nekom dru-

gom tonalitetu te ¢e biti potrebno ponovno ugadanje glazbala u novom tonalitetu.

Kroz povijest se razvijaju razne vrste ugadanja. Ugadanja koriste neki oblik
temperiranja u svrhu povecanja podatnosti glazbenih ljestvica. Temperiranje
je postupak odstupanja od to¢nih vrijednosti odredenih intervala kako bismo osi-
gurali $to ve¢u podatnost izgradenih ljestvica [7]. Navedenim postupkom gubimo
tocnost sto narusava konsonantnost, ali s druge strane ono nam osigurava vecu

slobodu u postupcima transponiranja, modulacije i harmonizacije.
U nastavku poglavlja proc¢i ¢emo kroz cetiri znacajne vrste ugadanja glazbenih

ljestvica: Pitagorino ugadanje, srednjetonsko temperiranje, dobro temperiranje i

jednoliko temperiranje.
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4.2. Pitagorino ugadanje

Pitagorino ugadanje je u 13. st. proglaseno savrSenim ugadanjem kojim dolazimo
do toc¢ne glazbene ljestvice. Pitagora je uspjesno konstruirao potpunu glazbenu

ljestvicu uzastopnim pomacima savrsene kvinte iznad — ispod odredenog tona [2].

Pitagorino ugadanje
Pomak Vrijednost
C C=1
C—G G=3
€= G-D d= (3P =D=(5) (-1
C—->G—=D—A A:(%).(%):%:%
C—-G—->D—-A—-E e=3)Er=8=E=(32 (=8
C-G—>D—-A—-E—-H H=(1)?2 (2)PF =28
F«~C—-G—-D—-A—-E—-H f:é:%ing.(%)zg

Tablica 4.1: Pitagorino ugadanje - bijeli tonovi

Postupak ugadanja provesti ¢emo na ve¢ dobro poznatoj C-dur ljestvici iz pret-
hodnog poglavlja 3. Zapocinjemo od tona C za kojeg prema dogovoru postav-
ljamo vrijednost frekvencije na 1. Ako se pomaknemo za vrijednost kvinte (2)
od pocetnog C dobivamo ton G. Pomaknemo se opet za vrijednost kvinte od G i
dobivamo ton d ¢ija je vrijednost (%)2 Dobiveni ton d se nalazi izvan osnovnog
intervala oktave koji obuhvaca interval od C = 1 do ¢ = 2, stoga moramo tran-
sponirati ton d za oktavu nize. Dijelimo vrijednost tona d s 2 koja je vrijednost
oktave i dobivamo trazeni ton D ¢ija je vrijednost % Pomaknemo se ponovno
za kvintu iznad tona D i dobivamo ton A ¢ija je vrijednost %g. Nastavljamo na
isti nacin, pomaknemo se za kvintu iznad A i dobivamo ton e ¢ija je vrijednost
%. Dobivena vrijednost je kao i za prethodni ton d izvan intervala oktave, stoga
snizavamo vrijednost za oktavu i dobivamo ton E ¢ija je vrijednost 2—}1. Konac¢no

ako se pomaknemo jos za jednu kvintu iznad tona E dobivamo ton H cdija je

243
t 18-

dodatnim pomakom kvinte prema gore ve¢ se moramo spustiti za kvintu ispod

2
3

ovom sluc¢aju moramo povecati frekvenciju tona za oktavu. Navedeno postizemo

vrijednos Jos nam preostaje jedan bijeli ton F. Ton F ne mozemo dobiti

tona C. Time dobivamo ton f ¢ija je vrijednost %, za oktavu niza vrijednost. U
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mnozenjem vrijednosti tona s 2 te kona¢no dobivamo ton F ¢ija je vrijednost %.
Jednostavniji prikaz postupka Pitagorina ugadanja bijelih tonova mozemo pogle-
dati u tablici 4.1.

Nakon sto smo izgradili bijele tonove, preostali su nam jos crni tonovi. Crne
tonove dobivamo na jednak nacin kao i bijele. Pomaknemo se za kvintu ispod
tona F i dobivamo ton b koji je za dvije oktave nizi te ga podizemo za dvije
oktave i dobivamo B ¢ija je vrijednost %. Na jednak nac¢in dobivamo i Eb ¢ija je
vrijednost g—? Preostale crne tonove dobivamo pomakom odredenog broja kvinti
iznad tona H i odgovarajuceg broja pomaka za oktavu nize. Navedenim poma-
cima dobivamo Ff, Ct i Gf.

Pitagorino ugadanje
Pomak Vrijednost
B+F«+C— .. BZQQ'@)Q:%
Eb B FeCo . Bb =22 (3)° =22
+~C—-G—-D—-A—-E—H-—Fy Ft=(3)° (3)° =15
. +~C—>GC—=>D—-A—-E—-H-—Ff— Cf Ci=(3)" ) = s
4+~ C—>G—-D—-A—-E—->H-Fi—Ci—Gi|Gi= (5" (3) =%

Tablica 4.2: Pitagorino ugadanje - crni tonovi

Zbog preciznijeg i lakSeg odredivanja vrijednosti intervala uvodimo mjernu je-

dinicu cent. Ona predstavlja stoti dio polutona i njena vrijednost jednaka je

s = '%/2. Vrijednosti izrazene u centima dobivamo sljede¢om formulom (4.1):
log(™ log(™

logs(™) = 19900) _ 1509 129Cn) (4.1)
n log(s) log(2)

0 114 204 294 408 498 612 702 816 906 996 1110 1200

C#DbvbEFH#HG# ABHC

1 2187 9 32 81 4 729 3 6561 27 16 243 2
1 2048 8 27 64 3 512 2 409 16 9 128 1

Slika 4.1: Ugodena glazbena ljestvica s omjerima izrazenim u centima
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204 204 204 204 204
C#DLEF#G#ABHC

114 90 90 11490114 90114 90 90 114 90

Slika 4.2: Prikaz cijelih tonova i polutonova ugodene glazbene ljestvice

Na slici 4.2 mozemo vidjeti da dvanaesttonska skala dobivena ovom vrstom uga-
danja ima dvije vrijednosti polutonova: 114 cent i 90 cent. Poluton cija je vri-
jednost 90 cent (2¢) nazivamo Pitagorin dijatonski poluton, a poluton &ja

243
ST 2187
je vrijednost 114 cent (555

) nazivamo Pitagorin apotom [7].

Pitagorino ugadanje ima odredene nedostatke. Naime, kvintu Gf-eb i kvartu
Eb-G# koje smo dobili u posljednjem postupku dobivanja crnih tonova ne zvuce
dobro. Podsje¢aju nas na zavijanje vuka te ih stoga i nazivamo vucji intervali.
Razlog je vidljiv i u samoj veli¢ini intervala. Kvinte koje smo ugodili su savrSene
odnosno sastoje se od cetiri dijatonska polutona i tri apotoma te iznose 702 cent.
Interval vucje kvinte se sastoji od pet dijatonskih polutonova i dva apotoma te
iznosi 678 cent. Kvarte dobivene ovim ugadanjem su takoder savrsene i sastoje
se od tri dijatonska polutona i dva apotoma te iznose 498 cent. Vucja kvarta se
sastoji od dva dijatonska polutona i tri apotoma te iznosi 522 cent. Vucéji intervali

odstupaju od savrsenih za 24 cent. Tu razliku nazivamo Pitagorin zarez [7].

Jos jedan nedostatak su nesavrsene terce. Vrijednost intervala velike terce dobi-
vene ovim ugadanjem iznosi 408 cent dok vrijednost intervala tocne velike terce
iznosi 386 cent. Ovo odstupanje iznosi 22 cent. Ista razlika vrijedi i za malu

tercu. Ovu razliku nazivamo sintonicki zarez [7].

[ako jedna vucja kvinta i jedna vucéja kvarta nisu savrsene, ostale jesu. Iz tog
razloga je Pitagorino ugadanje pogodno za glazbu u kojoj dominiraju kvinte i
kvarte kao sto je glazba skladana u antici i srednjem vijeku. Pitagorino ugadanje
koristi temperiranje pri ugadanju jer odstupa od savrsenih terci i seksti kako bi

osiguralo savrsene kvarte i kvinte.
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4.3. Srednjetonsko temperiranje

Promjena povijesnih razdoblja utjece na nacin razmisljanja ljudi te se tako pro-
mijenio i pogled na ljepotu u glazbi. Pitagorino ugadanje, kao sto smo ve¢ spome-
nuli, velica savrsene kvinte. U 15. st. glazbenici mijenjanju pogled na glazbenu
ljepotu te se pocinju sve vise zanimati za savrsenstvo terci. Pitagorino ugadanje

ne moze osigurati trazeno savrsenstvo, stoga se stvaraju nove vrste ugadanja.

U baroku i renesansi uvedena je nova vrsta ugadanja pod nazivom srednje-
tonsko temperiranje. Osnovno nacelo ove vrste ugadanja glasi: ,,Sacuvati sto
vise savrsenih terci, cak i pod cijenu narusavanja kvinti.* [7]. Razlog tome je
priroda tona. Tonovi u nesavrsenoj terci s bliskim frekvencijama stvaraju vrlo

neugodne udare za razliku od onih u nesavrsenoj kvinti.

Srednjetonsko temperiranje
Pomak Vrijednost
C C =0 cent
C—G G =0+696.5 = 696.5 cent
C—-G-=D D =2-696.5 — 1200(oktava) = 193 cent
C—-=G—-D—=A A =193 + 696.5 = 889.5 cent
C—-G—-D—=A—>E E = 889.5 4+ 696.5 — 1200 = 386 cent
C-G—-D—-A—-E—-H H = 386 + 696.5 = 1082.5 cent
F«C—-G—->D—-A—>E—H F =0-696.5+ 1200 = 503.5 cent
B+ F« .. B = 503.5 — 696.5 + 1200 = 1007 cent
Eb < B+ F«+ ... Eb = 1007 — 696.5 = 310.5 cent
. —> H—> Ftf Ff = 1082.5 + 696.5 — 1200 = 579 cent
.—>H-—>Ft— Ct Ct = 579 4+ 696.5 — 1200 = 75.5 cent
. —>H—= Fi - Ctt - G{ G = 75.5 4+ 696.5 = 772 cent

Tablica 4.3: Srednjetonsko temperiranje

Ako se prisjetimo izgradnje glazbene ljestvice u Pitagorinom ugadanju, nakon
cetiri kvinte dobivamo nesavrsenu tercu E. Razlika nesavrSene od savrsene terce
iznosi 22 cent Sto predstavlja ve¢ spomenuti sintonicki zarez. Postupak sred-

njetonskog temperiranja uzima u obzir sintonicki zarez te skracuje vrijednost
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22 cent

T hoime = 0.0 cent) Sto mu omogucuje ostvarenje

intervala kvinte za 5.5 cent (
savrsene terce. Postupak ugadanja potpuno je jednak Pitagorinom uz promjenu
vrijednosti kvinte sa 702 cent na vrijednost 696.5 cent. Jednostavniji prikaz pos-

tupka srednjetonskog temperiranja mozemo pogledati u tablici 4.3.

193 193 193 193 193
C # Db EF #G # A BHc

75.5 117.5117.5 75.5117.5 75.5 117.5 75.5 117.5 117.5 75.5117.5

Slika 4.3: Prikaz cijelih tonova i polutonova ugodene glazbene ljestvice

Naziv srednjetonsko temperiranje izvedeno je iz polozaja tona D koji se nalazi
tocno na sredini izmedu tona C i velike terce E. Na slici 4.3 mozemo uociti dvije
razli¢ite vrijednosti polutona: 75.5 1 117.5 cent. Poluton ¢ija je vrijednost 117.5
cent nazivamo veliki dijatonski poluton, dok poluton ¢ija je vrijednost 75.5
cent nazivamo mali apotom [7]. U ovom ugadanju takoder postoji vucja kvinta
Gf-eb koja iznosi 738.5 cent i razlikuje se za 42 cent od ugodene kvinte (696.5

cent, prihvatljiva). Razliku od 42 cent nazivamo Pitagorin zarez.

Durski i molski trozvuk bili su prisutni u svim glazbenim djelima renesanse i ba-
roka. Durski trozvuk c¢ine osnovni ton, velika terca i kvinta, a molski trozvuk
¢ini osnovni ton, mala terca i kvinta [7]. lako srednjetonsko temperiranje nastoji
ostvariti Sto vise savrSenih i velikih i malih terci ipak pojedine terce koje iznose
428 cent odnosno 310.5 cent nisu savrSene i ne zvucée ugodno. Ovim ugadanjem
dobivamo osam (od dvanaest) ugodnih durskih trozvuka i osam (od dvanaest)
ugodnih molskih trozvuka. Vucje kvinte i kvarte te ¢etiri neugodna durska i ce-
tiri neugodna molska trozvuka su osnovni nedostaci srednjetonskog temperiranja

Sto ogranicava transpozicije.

4.4. Dobro temperiranje

Od 17. do 19.st. zapocinje razvoj dobrih temperiranja. Nedostatak Pitagorina
ugadanja i srednjetonskog temperiranja bili su vucji intervali. Dobro temperi-
ranje nastoji otkloniti ovaj nedostatak te omogucéiti ve¢u slobodu u postupcima

transpozicije i modulacije.
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Andreas Werckmeister, njemacki orguljas i glazbeni teoretic¢ar, pronalazi dobro
rjeSenje za izgradnju ljestvica bez vucjih intervala. Kao i u srednjetonskom tem-
periranju zelja je smanjiti vrijednosti intervala kvinte te tako postié¢i vece savr-
Senstvo intervala terce, ali ipak ostaviti pojedine intervale kvinte to¢nima kako

bismo izbjegli stvaranje vucjih intervala.

Dobro temperiranje

Pomak Vrijednost
C C =0 cent
C—-G G = 04698 = 698 cent
C—-G-=D D = 2-698 — 1200(oktava) = 196 cent

C—+-=G—-D—A A =196 + 698 = 894 cent

C—=G—=D—A—-E

E = 894 + 698 — 1200 = 392 cent

C-G—-D—A—-E—-H

H = 392 + 698 = 1090 cent

F«C—-G—-=D—+A—-E—-H

F =0—-698 4+ 1200 = 502 cent

B« F« .. B = 502 — 702 + 1200 = 1000 cent
Eb+ B« F« ... Eb = 1000 — 702 = 298 cent
. > H - Fy F# = 1090 + 702 — 1200 = 592 cent

.—H—>Ft — Ct
.—H—=Ft = Ct — Gf

Ct = 592 4+ 702 — 1200 = 94 cent
Gf =94 + 702 = 796 cent

Tablica 4.4: Dobro temperiranje

Jedan od postupaka ove vrste ugadanja odreduje da vrijednosti intervala kvinte
kojima izgradujemo bijele tonove umanjimo za 4 cent [7]. Ovo umanjenje pro-

izlazi iz vrijednosti Pitagorina zareza (24 cent) koji kompenziramo odstupanjima

24 cent
6 kvinti

strane, za dobivanje crnih tonova ostavljamo to¢ne vrijednosti intervala kvinte.

u vrijednosti kvinte za dobivanje Sest bijelih tonova ( =4 cent). S druge
Jednostavniji prikaz postupka mozemo pogledati u tablici 4.4.
Na slici 4.4 mozemo vidjeti glazbenu ljestvicu izgradenu dobrim temperiranjem

sa Sest razli¢itih vrijednosti polutonova. Ovako dobivena ljestvica sadrzi prihvat-

ljive vrijednosti terce i kvinte te nema vucje intervale.
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196 196 , 196 196 196
CHEDLEF#G# ABHC
VVVVVV

94 102 1029411090106 98 98 106 90110

Slika 4.4: Prikaz cijelih tonova i polutonova ugodene glazbene ljestvice

Vec¢ spomenuti trozvuci iz prethodnog podnaslova 4.3 dobiveni ovom vrstom uga-
danja su prihvatljivi i medusobno razli¢iti. Ova razli¢itost unosi boju u tonalitete

¢iju specificnost i ljepotu iskoristavaju brojni glazbenici u 19. st.

Slika 4.5: Johann Sebastian Bach odusevljen dobrim temperiranjem skladao zbirku

preludija i fuga ,, Wohltemperiertes Klavier“!

4.5. Jednoliko temperiranje

Jednoliko temperiranje otkriveno je u vrijeme primjene srednjetonskog temperi-
ranja. Ova vrsta temperiranja postigla je zavidnu i sveprisutnu primjenu tek u

20. st. zbog razli¢itih teznji i ukusa glazbenika ovog povijesnog razdoblja.

Jednoliko temperiranje je postupak izgradnje glazbene ljestvice u kojoj su

vrijednosti intervala polutonova jednake [2]. Ako primijenimo ovaj postupak na

'Portret J.S. Bach, E. Gottlob Haussmann, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
Johann_Sebastian_Bach. jpg
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nasu dvanaesttonsku ljestvicu, onda slijedi da je oktava podijeljena na 12 jedna-
kih polutonova. Znamo da oktava ima vrijednost 2 prema tome polutonovi koji
¢ine jednoliku dvanaesttonsku ljestvicu, imaju vrijednost p = %2 = 1.06.
Kao sto smo veé¢ ranije spomenuli, cent je stoti dio polutona odnosno vrijedi
s00 = p = 1200 — pl2 = 5 = 2 = 1.00058. Na slici 4.6 mozemo vi-
djeti ovako dobivenu ljestvicu s istim vrijednostima intervala polutonova od 100

cent.

0 100 200 300400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

C#DVbLEFbLG#H#AB HC
100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Slika 4.6: Jednoliko ugodena glazbena ljestvica s intervalima izrazenim u cent

0 112 204 316 386 498 550 702 814 884 1018 1088 1200

C#DLbLEF b G#AB H c

\/ \ 7/
16 135 16 25 16 135 16 16 25 2 25 16

15 128 15 24 15 128 15 15 24 25 24 15
Slika 4.7: Glazbena ljestvica u prirodnoj intonaciji s intervalima izrazenim u centima

Ako usporedimo jednoliko temperiranje s prirodnom intonacijom na slici 4.7, vi-
dimo da su vrijednosti intervala sekunde, kvarte i kvinte gotovo jednake jer je
odstupanje manje od prihvatljivih 10 cent. Najveca odstupanja od toc¢nih inter-

vala su prisutna u tercama, sekstama i septimama.

[ako se jednolikim ugadanjem narusava tocnost pojedinih intervala, ono poka-
zuje vrlo bitno svojstvo — moguénost slobodnih transpozicija bez pogreske
[7]. U tablici 4.5 mozemo vidjeti da pri pomaku u jednolikoj ljestvici dobivamo
iste intervale polutonova, dok u tablici 4.6 mozemo vidjeti da u prirodnoj into-

naciji postoje pogreske pri pomaku.
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Jednoliko temperiranje —
C | Ct| D Eb E F Gb G
0 | 100 | 200 | 300 400 500 | 600 | 700
0 | 400 —300 =100 | 200 | 300 | 400
— Jednoliko temperiranje
Gi | A B H c ctt d eb
800 | 900 | 1000 | 1100 1200 1300 | 1400 | 1500
500 | 600 | 700 | 800 900 1000 | 1100 | 1200

Tablica 4.5: Jednolika glazbena ljestvica - pomak iz C u Eb

Prirodna intonacija —
C | Ct D Eb E F Gb G
0 | 112 | 204 | 316 386 498 | 590 | 702
0 |38 —316=70| 182 | 274 | 386
— Prirodna intonacija
Gt | A B H c c d eb
814 | 884 | 1018 | 1088 1200 1312 | 1404 | 1516
498 | 568 | 702 | 772 884 996 | 1088 | 1200

Tablica 4.6: Glazbena ljestvica u prirodnoj intonaciji - pomak iz C u Eb

Harmonici zvuka glazbala koja su jednoliko ugodena ne poklapaju se savrseno

veé postoje spomenuta odstupanja [6].

Navedena odstupanja moze raspoznati

odredeni glazbeni stru¢njak, no obic¢an slusatelj ih ne moze raspoznati. Velika

podatnost ovako ugodenih ljestvica omogucuje jos veée bogatstvo zvuka i ljepotu

glazbenih djela. Jednolike ljestvice su danas sveprisutne i imaju veliku primjene.

31



5. Znacaj dvanaesttonske ljestvice

5.1. Savrsenstvo dvanaesttonske raspodjele

U prethodnim poglavljima 3 i 4 govorili smo o intervalima i ugadanju glazbene
ljestvice koja oktavu dijeli na dvanaest polutonova. Dvanaesttonska ljestvica
je do danas najzastupljenija glazbena ljestvica u kojoj glazbenici skladaju svoja
glazbene djela. Dvanaesttonska raspodjela oktave nije slu¢ajno proglasena ide-
alnom raspodjelom oktave, ve¢ postoje matematicki temelji koji nam potvrduju

njen ideal.

Za pocetak prisjetimo se trzanja zice iz podnaslova 3.2. Spomenuli smo da napeta
zica trzanjem proizvodi ton ¢iju frekvenciju odredujemo kao jedinicnu. Kad smo
duljinu Zice prepolovili i ponovno trznuli, ona je proizvela isti ton, ali za oktavu
visi. Vrijednost frekvencije tako proizvedenog tona iznosi 2. Interval [1,2] nazi-
vamo osnovnim intervalom oktave. Ako podijelimo duljinu Zice na trecine,
njenim trzanjem dobivamo kvintu ¢ija vrijednost frekvencije iznosi 3. Nastavimo
li s uzastopnom podjelom zice na tre¢ine, tonovi koje proizvode trzaji takve zice
stvaraju frekvencije oblika 3% (b nenegativan cijeli broj) [3]. Kako bismo izgradili
tonove unutar osnovnog intervala oktave, moramo podijeliti dobivene frekvencije
s odredenim potencijama broja 2. Potenciju broja 2 odreduje broj oktava za koje

su dobiveni tonovi visi od istih tonova u osnovnom intervalu.

Navedeni postupak podjele duljine Zice na tre¢ine odnosno stvaranje novih to-
nova moze i¢i u beskonacnost. U stvarnosti ljestvica koja bi imala beskonac¢no
mnogo tonova je nemoguca. Iz tog razloga moramo pronadi granicu koja odre-
duje posljednji ton koji mozemo generirati navedenim postupkom. Kao idealna
granica namece se generirani ton koji je jednak osnovnom tonu (3—3) od kojeg za-

pocinjemo postupak uz odredene pomake za oktavu [3].
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Navedeni problem odredivanja granice mozemo matematicki postaviti na slje-

deéi nacin:

2=, a,b#0 (5.1)

2t = 3 (5.2)

Granica koju trazimo mora biti jednaka omjeru § koji mozemo izraziti na sljedeci

nacin:

log(2%) = log(3") = a-log(2) = b-log(3) (5.3)
a log(3)
b og(2) log, 3 (5.4)

Nazalost, vrijednost ovako postavljenog omjera ne mozemo to¢no odrediti jer broj
log, 3 ~ 1.584963 je iracionalan broj. Iracionalnost broja log, 3 mozemo pro-

vjeriti dokazom koji slijedi.

Dokaz iracionalnosti broja. Za pocetak pretpostavimo da je broj log, 3 raciona-
lan broj, log, 3 € Q. Prema definiciji racionalnih brojeva, svaki racionalni broj

mozemo zapisati u obliku razlomka # pri cemu su a,b € Z, b # 0.

Dakle,
log, 3 = %, a,beN (5.5)

Ovu jednakost (5.5) mozemo zapisati s pomocu sljedeée ekvivalentne jednakosti:

2¢ = 3 (5.6)

Nova jednakost (5.6) ne moze vrijediti jer je lijeva strana jednakosti uvijek paran
broj, dok je desna strana jednakosti uvijek neparan broj. 1z navedenoga slijedi da
je nasa pretpostavka pogresna te zakljucujemo da je broj log, 3 iracionalan broj,
log,3€, I=R\Q. [ |
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5.2. Verizni razlomeci

Kako bismo objasnili matematicki pojam veriznih razlomaka, uvodimo postupak

pod nazivom Eudoksovo mjerenje. Zajednicka mjera dviju veli¢ina ag i a; jednaka

je a, ako vrijedi ag = ng - a i a1 = ny - a, gdje su ng i ny neki cijeli brojevi. Ako

zajednicka mjera postoji onda omjer %2 = 20 je cjelobrojni omjer te za veli¢ine
ai ni

ag i a; kazemo da su sumjerljive. Ako pak s druge strane ne postoji zajednicka

mjera odnosno omjer veli¢ina ag i a, je iracionalan broj, onda kazemo da su ve-

licine nesumjerljive.

Eudoksovo mjerenje je postupak koji nam omoguéuje pronalazak zajednicke
mjere te omjera dviju sumjerljivih veli¢ina u kona¢nom broju koraka [7]. Dru-
gim rijecima, ako je Eudoksovo mjerenje konacno, onda za veli¢ine kazemo da
su sumjerljive te je njihov omjer racionalan broj. Ako bismo primijenili navedeni
postupak na dvije nesumjerljive veli¢ine odnosno veli¢ine ¢iji je omjer iracionalan
broj, postupak nikada ne bi zavrsio [7]. Navedeni postupak zapocinje oduzi-
manjem ¢y puta veli¢ine a; od veli¢ine ay [7]. qo je cijeli broj odreden brojem
umanjenja veli¢ine a; od ay dok ne ostvarimo ostatak as koji je manji od a;.

Korak navedenog postupka mozemo matematicki prikazati na sljedeci nacin:

ag — Qo - a1 = as odnosno
(5.7)
ag =qo-a;+az, a>a

Navedeni korak ponavljamo s ostvarenim ostacima dok ne ostvarimo ay i ax11 = a

za koje vrijedi:

ap — qx - agy1 = 0,  odnosno 58)

ap = (g - a, Ap+1 = Q

Cijeli postupak Eudoksova mjerenja koji zavrsava u kona¢nom broju koraka, mo-
zemo pogledati u tablici 5.1. Ako malo bolje razmislimo i promotrimo Eudoksov
postupak, onda mozemo primijetiti da nas navedeni postupak podsjeca na jedan
vrlo znacajan algoritam u matematici. Naime, radi se o Euklidovom algoritmu
koji nam omoguéuje pronalazak najveéeg zajednickog djelitelja (NZD ili M) dvaju
cijelih brojeva (npr. M(96,56) =7 96 = 1-56 +40 — 56 = 1-40 + 16 — 40 =
2:16+8 — 16 = 2-8+0 = M (96,56) = M (56,40) = M (40,16) = M(16,8) = 8).
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Eudoksovo mjerenje

ap = Qo - a1 + as ap > ag

a; = q1-az +ag az>as | ¢ =>1

ay = @2 - a3 + ay as>ay | q>1

Ap—1 = Q-1 ap+a | ap>a | g1 > 1

ap = qx - a qr > 2

Tablica 5.1: Fudoksov postupak s kona¢nim brojem koraka

Provedbom Eudoksova postupka do kraja mozemo lako utvrditi da je a uistinu
zajednicka mjera pocetnih veli¢ina ag i a;. Rezultate mjerenja prikazat ¢emo u

obliku omjera, sto je vidljivo u tablici 5.2.

Eudoksovo mjerenje

an az
o — Qo1 o ay > ap

=t az>az | q =1

az

az
as

2612—1‘%‘3l ag >as | @ =>1

o W1t g e >a | g1 21

=g qk = 2

Tablica 5.2: Eudoksov postupak s konacnim brojem koraka izrazenim u omjerima

Konac¢no, mozemo iskoristiti prikaz u omjerima iz tablice 5.2 te postaviti nas

pocetni problem, odredivanja zajednicke mjere veli¢ina aq i a1, na sljede¢i nacin:

(107 1 . 1 . o
o St ar =t ==
as %‘F@
as
1 (5.9)
:q0+ 1
q1+ 1
q2+ 1
' 1
qr-1 + —
d
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Razlomak (5.9) prikazuje tzv. verizni razlomak koji je rezultat Eudoksova mje-
renja [7]. Ako je omjer o racionalan broj onda kazemo da je verizni razlomak
konacan. Ako je omjer o iracionalan broj onda kazemo da je verizni razlomak

beskonacan. Razlomak 5.10 prikazuje beskonacni verizni razlomak.

(10_ 1_ 1 . .
a—Q0+§—qO+71—...—
as Q1+§
as
(5.10)
1
:q0+ 1
Q1+71

C_I2+'7

¢; iz formule (5.10) nazivamo koli¢nicima te verizne razlomke jednostavnije zapi-
sujemo:
Qo

= — = [qo; 91,92 -] (5.11)
(23]

Ako po dijelovima promatramo verizni razlomak, kako slijedi:

To = [QO], T = [QO;Q1]: Ty = [QO;QMQZ]) (5-12)

onda navedene brojeve x; nazivamo racionalnim aproksimacijama broja z.

Vrijednosti ovih aproksimacija su jednake:

Mmoo ~my @ qo+1 ~my @ (@ q+1)+q
Tp=—=—, 1=—="—""", Tg=—= )
ng 1 n ¢ N @2 -q+1
(5.13)
Ako uvedemo z_; = 7;_‘11 = % ix_y = Z‘_‘j = % onda za iznose aproksimacija
vrijedi sljedece:
Mo _Go-Ma+mMmo M1 _q@-Mo+ma My G-+ Mo
no Qo n_1+n_o’ m qi-no+n_y  no G- +ng
(5.14)

U opéem slucaju vrijednosti aproksimacija mozemo iskazati na sljede¢i nacin:

M Qg Mp—1 + M2

ny qi * Mg—1 + N2
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5.3. Iracionalnost broja log, 3

U prethodnom podnaslovu 5.1 zakljucili smo da je broj log, 3 ~ 1.584963 ira-
cionalan broj te da ne mozemo odrediti njegovu to¢nu vrijednost, Sto nam one-
mogucuje pronalazak tocne granice u postupku izgradnje glazbene ljestvice. Kao
rjesenje ovog problema mozemo iskoristiti aproksimaciju vrijednosti broja log, 3.
Verizni razlomci, koje smo prethodno definirali, omoguéuju nam najbolju raci-

onalnu aproksimaciju vrijednosti iracionalnog broja.

Iracionalni broj log, 3 mozemo prikazati veriznim razlomkom na sljedeci nacin:

log, 3 — 08(3) _log(2-53) _log(2) +log(y) _ | loa(;) 1 _
2 log(2) log(2) log(2) log(2) log(2)
log(3)
— 1+ ! SR, R S
log(% . % - 2) 4 log(g) 1+ 1 .
log () log() o)
10g 3
B 1 . 1 - 1 B
- 1+ ! - L ' y— -
log (- 5 3) | 4 loa(§) R
log(3) log() o)
log(35
1 1
1+ - 1+ I
1+ 1+
log((5)*-(5)*-3) 5 log(333)
log(3) log(3)
1
1+ i
1+ i
2+ 1
2+ 1
3+
14+ —
(5.16)

Verizni razlomak (5.16) je beskonacan jer je broj log, 3 iracionalan broj.
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Ovaj verizni razlomak mozemo krace zapisati u sljede¢em obliku:

x=[1;1,1,2,2,3,1,...] 5,17

T = [3:0; L1,X2,T3,T4,Ts5, Lg, ]

Ovako dobiveni verizni razlomak rastavljamo na manje racionalne aproksima-
cije. Izracun vrijednosti pojedinih aproksimacija provodimo pomocu veriznog
razlomka uz ogranic¢enje dubine ili pomoé¢u formule (5.15) iz prethodnog podnas-

lova. Primjerice za vrijednost x = [1;1, 1,2, 2] vrijedi sljedece:

me 3 m3z 8 my 2-843 19
N9 2 n3 5 Ty 2-542 12
Ili pomocu veriznog razlomka s ogranic¢enjem dubine:
1 1 1 1 19
xg =14 T :1—1—71:1—#71:1—1—@:5%1.583333
1+ —T I+ — 14 - -
1+ —T 1+ 5 -
2t 2 ’
(5.19)

U tablici 5.3 mozemo pogledati prvih sedam aproksimacija broja log, 3.

Aproksimacije broja log, 3
Zo 1] 1
T [1,1] 2
Ty [1,1,1] 3
T3 [1,1,1,2] 8
T4 [1,1,1,2,2] 2
s | [1,1,1,2,2,3] &
v | [1,1,1,2,2,3,1] &

Tablica 5.3: Prvih sedam aproksimacija broja log, 3

Sljedeci korak je izabrati najbolju aproksimaciju medu dobivenim racionalnim

aproksimacijama. Pritom moramo uzeti u obzir i njenu moguénost primjene u
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glazbenoj teoriji. Ako pogledamo poredane aproksimacije broja x prema njiho-
voj vrijednosti na brojevnom pravcu 5.1, mozemo primijetiti dva vazna svojstva.
Kako rastu parne aproksimacije tako rastu i njihove vrijednosti, dok rastom ne-
parnih aproksimacija pada njihova vrijednost. Drugo vazno svojstvo jest opéenito
povecanje tocnosti s povecanjem aproksimacije [7]. Vece aproksimacije se pribli-

zavaju broju x na brojevnom pravcu.

X

Xg X X3 Xg X5 X3 Xy

Slika 5.1: Brojevni pravac sa rasporedenim aproksimacijama oko x = log, 3

Vodedi se uvjetom izbora najbolje, a ujedno i primjenjive aproksimacije izabi-
remo aproksimaciju % kao optimalnu aproksimaciju broja log,3 ~ 1.584963
[3]. Aproksimacija % ~ 1.585366 je bolja aproksimacija broja x nego izabranih
% ~ 1.583333, no ona sa svojih 41 tonova u oktavi nije prikladna za upotrebu u
glazbi.

Izabrana aproksimacija % izgraduje ljestvicu s frekvencijama koje su potencije
broja 3 te se aproksimacijski gledano nakon 12 koraka vra¢a na osnovni ton.
Ovako izabrana ljestvica predstavlja ve¢ dobro poznatu dvanaesttonsku ljestvicu
s tocnim kvintama i kvartama osim jedne kvinte i kvarte koje odstupaju od to¢nih
vrijednosti intervala. Iz svega navedenoga mozemo zakljuciti da je dvanaestton-
ska ljestvica uistinu idealna ljestvica u glazbi. Prikaz izabrane ljestvice s uzlaznim

omjerima frekvencija mozemo pogledati na slici 5.2.

C#DVbLbEF#GH#HABHGC

30 37 32 39 34 3I1 36 31 33 33 31[] 35 30
22T B IE P T P 21 2% P 78 ¥ 21

Slika 5.2: Dvanaesttonska ljestvica s omjerima frekvencija

Na slici 5.3 mozemo vidjeti tzv. kvintni krug. Kvintni krug predstavlja vizu-
alizaciju dvanaesttonske ljestvice pri ¢emu su tonovi ljestvice organizirani u niz

savrsenih kvinti. U vizualizaciji koristimo krug jer nizom kvintnih pomaka od
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osnovnog tona C ponovno dolazimo do tona C te pritom ostvarujemo sve to-
nove dvanaesttonske ljestvice. Pomaci u smjeru kazaljke na satu predstavljaju
povisenje tona za kvintu, a pomaci u smjeru obrnutom od kazaljke na satu pred-
stavljaju snizenje tona za kvintu. Takoder ukoliko promotrimo pomak u smjeru
i u obrnutom smjeru od kazaljke na satu, primje¢ujemo da se pomak moze raz-
matrati kao snizenje odnosno povisenje tona za kvartu. Uloga kvintnog kruga je
jednostavno razumijevanje harmonije, moguénosti transpozicije tonova, odnosa
izmedu tonova i akorda te prikaz zapisa glazbenih kljuceva u durskom (tonovi

izvan kruga) i molskom (tonovi unutar kruga) tonalitetu.

ol/ALL

Slika 5.3: Kvintni krug

Osim dvanaesttonske ljestvice, medu aproksimacijama iz tablice 5.3 mozemo

......

8

= = 1.6 izgraduje ljestvicu sastavljenu od pet tonova koju nazivamo pentatonska

ljestvica [3]. Prikaz pentatonske ljestvice s uzlaznim omjerima frekvencija mo-

zemo pogledati na slici 5.4.

Slika 5.4: Pentatonska ljestvica s omjerima frekvencija
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5.4. Svojstvo dva koraka

Vazno svojstvo glazbenih ljestvica koje proizlaze iz aproksimacija broja log, 3 ve-
riznim razlomcima nazivamo ,svojstvo dva koraka“. Navedeno svojstvo kaze
da postoje tocno dva razlicita omjera frekvencija izmedu uzastopnih tonova glaz-

bene ljestvice [3].

Svojstvo dva koraka smatramo prednoséu kod ljestvica koje ga posjeduju. Na-
ime, ono im omogucuje slobodne transpozicije tonova gore ili dolje u visini tona
bez znacajnijeg narusavanja izvorne melodije [3]. Ipak, jednoliko temperirana
ljestvica posjeduje savrsenije svojstvo, tzv. svojstvo jednog koraka koje joj omo-
gucuje potpunu slobodu transpozicije tonova bez narusavanja izvorne melodije.
Ljestvice koje ne posjeduju niti jedno od navedenih svojstava odnosno sadrze
razlicite korake izmedu uzastopnih tonova, prilikom transpozicije tonova mogu

uvelike promijeniti melodiju i narusiti ljepotu djela.

-----------------------------------

0 204 408 702, 206 1200
C D E G A C

AR L I Ed
20 23 e 21 2% z T

C#DbHEF bG#ABHC
INNNANNINN N
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20 2T 23 2T 26 2T 2% o1 21 2% 7T

Slika 5.5: Postupak izgradnje dvanaesttonske ljestvice iz pentatonske ljestvice svoj-

stvom dva koraka

Slika 5.5 ilustrativno prikazuje svojstvo dva koraka na primjeru izgradnje pret-
hodno definirane dvanaesttonske ljestvice sa slike 5.2 iz pentatonske ljestvice sa
slike 5.4. Umnoskom omjera frekvencija prethodnog tona dvanaesttonske ljes-
tvice s jednom od vrijednosti 23771 (114 cent) ili 3%: (90 cent) dolazimo do omjera
frekvencija sljedeceg tona [3]. Upravo definirane vrijednosti predstavljaju dva

moguca koraka izmedu uzastopnih tonova dvanaesttonske ljestvice.
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Ovim primjerom pretvorbe ljestvice s pet tonova u ljestvicu s dvanaest tonova
koriste¢i samo dva razlicita koraka, tj. omjera frekvencija pokazujemo prisutnost

svojstva dva koraka kod ovih ljestvica.

42



6. Krivulja disonancije

6.1. Konsonantnost i disonanatnost tonova

U glazbenoj teoriji za interval kazemo da je konsonantan (skladan, suglasan)
ako ga covjek percipira ugodnim i opustaju¢im. Takoder konsonantni intervali
gotovo da ne posjeduju glazbenu napetost te nisu skloni promjenama. Suprot-
nost konsonantnih intervala su disonantni intervali. Ove intervale percipiramo
kao neugodne i grube intervale. Za razliku od konsonantnih intervala, disonantni

intervali su napeti i zvuce kao da su nerazrijeseni [1].

U podnaslovu 3.2 spomenuli smo Pitagorin zakon malih brojeva (,,Dva tona zvuce
konsonantno, ako im se frekvencije nalaze u omjeru malih prirodnih brojeva.“),

no nismo objasnili zasto ovaj zakon uistinu vrijedi.

Galileo Galilei je pokusao u 16. st. objasniti zakon malih brojeva. Slika 6.1
nam prikazuje usporedbu osnovnog tona s oktavom, kvintom i kvartom. Okomite
linije predstavljaju vise harmonike tonova koji proizlaze iz temeljne frekvencije.
Ako usporedimo harmonike osnovnog tona i oktave te njihove frekvencije onda
uocavamo da se svi harmonici koje posjeduje oktava medusobno poklapaju s har-
monicima koje posjeduje osnovni ton. Oktava ne posjeduje dodatne frekvencije.
Navedeno poklapanje percipiramo kao da su oktava i osnovni ton u potpunom
suglasju. Kvinta, s druge strane, posjeduje polovicu vlastitih frekvencija, a preos-
tale se poklapaju s osnovnim tonom. Ovakvo poklapanje percipiramo kao da su
kvinta i osnovni ton u polu potpunom suglasju. I na kraju, kvarta posjeduje ¢ak
dvije trec¢ine vlastitih frekvencija, a ostalih jednu trecinu se poklapa s osnovnim
tonom. U ovom slucaju, kvartu i osnovni ton percipiramo kao da se radi o trec¢ini
potpunog suglasja. Navedeni slijed mogli bismo nastaviti i s preostalim inter-
valima. Galileo Galilei je smatrao da upravo navedeno poklapanje harmonika

objasnjava Pitagorin zakon malih brojeva [7]. Navedeno objasnjenje ipak nije u
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potpunosti primjenjivo jer postoje tzv. jednostavni tonovi koji ne sadrze vise
harmonike. Jednostavni tonovi bi prema objasnjenu bili medusobno disonantni

jer im se frekvencije ne poklapaju, $to u stvarnosti nije istina [7].

oshovni

ton | l
oktava L4 2f , 4f ‘ | 6f |
kvinta 3| i 9
> f 3f '3 f 6f
kvarta
2 2 af|  2f

Slika 6.1: Usporedba alikvotnih tonova (harmonika) oktave, kvinte i kvarte s alikvo-

tama osnovnog tona

H. Helmholtz nudi novo fiziolosko objasnjenje konsonancije. Svoje objasnjenje
temelji na ve¢ spomenutoj pojavi udara koji se javljaju pri bliskim frekvencijama
dvaju tonova. Udari se usporavaju kako se frekvencije dvaju tonova priblizavaju.
Kada se frekvencije tonova izjednace onda udari nestaju [1]. To je ujedno i razlog
zasto spore ritmove percipiramo kao ugodni vibrato dok brze ritmove percipiramo
grubima i neugodnima. Iz svega navedenog proizlazi zakljucak da je nesugla-
sje dvaju tonova uzrokovano brzim udarima razli¢itih komponenti sinusnog vala.
Drugim rijecima, konsonancija je odsutnost disonantnih udara. Ovo objasnjenje
takoder nije bilo u potpunosti primjenjivo jer bi onda moralo vrijediti da su do-
voljno udaljeni jednostavni tonovi sigurno konsonantni, Sto ponovno u stvarnosti
ne mora vrijediti. Primjerice, interval tritonus, poznatiji kao ,vrazji interval®, je
interval koji se nalazi tocno na polovici savrsene oktave te ga percipiramo kao vrlo
disonantni interval. Smatra se da je razlog tako visoke disonantnosti njegova po-
zicija u glazbenoj ljestvici. Naime, smjesten je izmedu savrsene kvarte i kvinte. S
druge strane, interval velike terce koji je blizi osnovnom tonu u glazbenoj ljestvici

nego tritonus, percipiramo puno manje disonantnim intervalom.
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6.2. Plomp i Levelt

R. Plomp i W. Levelt proveli su eksperimentalno ispitivanje konsonancije. U
eksperimentu su sudjelovali ispitanici ¢iji je zadatak bio ocijeniti konsonantnost
generiranih parova sinusnih valova [1]. lako su rezultati eksperimenta bili vari-
jabilni, ipak se istaknula jasna sklonost. Unisoni tonovi, tj. tonovi s jednakom
frekvencijom ocijenjeni su maksimalnom konsonancijom. Povecanjem intervala
raste disonantnost odnosno pada konsonantnost intervala dok ne dostigne mi-
nimum konsonantnosti. Nakon toga slijedi ponovno povec¢anje konsonancije, ali

nikada ne dostize vrijednost konsonancije pocetnih unisonih tonova.

disonanca
w -
T T
1 |

[~}
I
1

~— e =

I —e —y — — ST — — —

0 L T t g
1 mala 12 kvarta 14 kyinta 1.6 18 2 22
selkunda omijer frekvencija intervala oktava

Slika 6.2: Relativna krivulja disonancije s istaknutim intervalima

Na slici 6.2 mozemo vidjeti relativnu krivulju disonancije. Uocavamo pocetni
nagli rast disonantnosti do maksimuma te zatim nagli pad prema nuli. Takoder
vidljivo je da krivulja vise nikada ne dostize vrijednost nula. Ovakva relativna
krivulja disonancije nam prikazuje opc¢eniti odnos konsonantnih i disonantnih in-
tervala, no na krivulji nisu vidljivi nikakvi posebni padovi disonantnosti u odre-

denim intervalima.

Plomp i Levelt nastavljaju s daljnjim istrazivanjem. Razmisljaju kako glazbeni
tonovi zapravo posjeduju cijeli spektar visih harmonika ili alikvotnih tonova koji
se pojavljuju na cjelobrojnim visekratnicima temeljne frekvencije. Taj spektar

odreduje ve¢ spomenutu boju tona.
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Slika 6.3: Obojeni ton sa Sest visih harmonika

Na slici 6.3 je prikazan ton sa svojih Sest visih harmonika. Vidimo da intenziteti
visih harmonika padaju s visekratnikom temeljne frekvencije. Ako bismo takav
obojeni ton propustili u razli¢itim intervalima, onda izracun disonance intervala
mozemo provesti zbrajanjem svih disonanci izmedu svih parova visih harmonika.
Ovim izracunom dobivamo krivulju disonancije. Navedenu krivulju mozemo

pogledati na slici 6.4.
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Slika 6.4: Krivulja disonancije s istaknutim intervalima

Krivulja disonancije konac¢no prikazuje velike padove krivulje u to¢nim interva-
lima. Vidimo da je najkonsonantniji interval i dalje unison, a slijede ga oktava,
kvinta, kvarta, velika terca, velika seksta i mala terca. Iz konstruirane krivulje
disonancije slijedi da ljudsko uho percipira intervale u tockama lokalnih mi-

nimuma konsonantnim. Iz navedenog zakljucka slijedi osnovno nacelo lokalne
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konsonancije koje kaze: ,,Za boju tona i ljestvicu kaZemo da su povezani ako boja
tona stvara krivulju disonancije ciji se lokalni minimumi pojavijuju na tocnim
intervalima glazbene ljestvice* [1]. Ovime je konacno objasnjen Pitagorin zakon

malih brojeva.

6.3. Izracun krivulje disonancije

U prethodnom podnaslovu 6.2 prikazali smo relativnu krivulju disonancije tzv.
Plomp-Levelt krivulju. Iz grafa krivulje zakljucili smo kako je krivulja previse
opcéenita i ne istice konsonantnost odredenih intervala. 1z tog je razloga glazbeni
strucénjaci nazivaju krivuljom osjetilne disonancije. Ipak, Plomp-Levelt krivu-
lja nam je omogucila prepoznavanje tocke maksimalne osjetilne disonancije te
njenu povezanost s propusnosé¢u naseg uha koja nam je bitna za izracun krivulje
disonancije obojenog tona. Na slici 6.5 mozemo vidjeti cetiri relativne krivulje
disonancije s ¢etiri razlicite temeljne frekvencije. 1z grafa sa slike 6.5 uo¢avamo da
se polozaj vrha krivulje disonancije mijenja ovisno o temeljnoj frekvenciji tona.
Vrhovi krivulje su Siri na nizim temeljnim frekvencijama nego na visim frekvenci-
jama. Navedeno uistinu vrijedi jer intervali koji su donekle konsonantni u visokim
frekvencijama, postaju vrlo disonantni na niskim frekvencijama. Ako primjerice
odsviramo veliku tercu u visokoj frekvenciji ona ¢e zvucati vrlo jasno i glatko,

dok ako istu tercu odsviramo u niskoj frekvenciji ona ¢e zvucati dosta grubo.
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Slika 6.5: Relativne krivulje disonancije razli¢itih temeljnih frekvencija
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Postoji nekoliko matematickih modela za izracun krivulje disonancije. U nas-
tavku ¢emo pratiti i definirati model krivulje disonancije prema knjizi W. A. Set-
hares: Tuning, Timbre, Spectrum, Scale [2]. Model krivulje disonancije definiran
ovom knjigom je najcesce citirani model krivulje disonancije i vrlo je jednostavan

za razumijevanje te ga stoga smatramo prikladnim za ovaj zavrsni rad.

Za pocetak je potrebno modelirati relativnu krivulju disonancije (Plomp-Levelt

krivulju). Krivulju moZemo matematicki modelirati sljede¢om formulom [2]:

d(x) = e — e (6.1)

U formuli (6.1), argument « predstavlja apsolutnu razliku izmedu frekvencija
dvaju sinusnih valova. Konstante @ = 3.5 i b = 5.75 definiraju stope pri ko-
jima funkcija disonancije raste i pada [2]. Vrijednosti konstanti su odredene uz
pomo¢ gradijenta minimizacije kvadratne razlike prosjec¢nih podataka i krivulje
d(z), kako je navedeno u knjizi W. A. Sethares [2].

Ako razmatramo dva sinusna vala razli¢itih temeljnih frekvencija, jedan frek-
vencije f1 1 amplitude A; te drugi frekvencije fo (fi < f2) i amplitude A, onda

funkciju disonancije mozemo definirati na sljedeéi nac¢in [2]:

d(f]_, f2,A1,A2) — A12 . [e—as(f2_f1) —_ e—bS(f2_f1)] (62)

Parametar s iz formule (6.2) omogucuje funkciji interpolaciju izmedu krivulja na
slici 6.5 tako da se maksimum disonancije poklopi na odgovarajucoj frekvenciji.
Parametar s definiramo kao [2]:

mmam

§ = ———— (6.3)
s1f1 + s2

Tmaz = 0.24 iz formule (6.3) predstavlja tocku maksimalne vrijednosti disonan-

cije koju izravno izvodimo iz pocetne formule (6.1) (Ld(z) = 0 = e =

12(7%[))) [2]. Parametri s; i s odredeni su metodom najmanjih kvadrata, kako
navode u knjizi te su njihove vrijednosti jednake s; = 0.021 i s3 = 19 [2]. Am-
plitudu A2 iz formule (6.2) racunamo kao minimum izmedu dviju amplituda

(A12 = min(A,, Az)) kako bismo osigurali da manje amplitude manje utjecu
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na ukupnu disonancu nego one vece.

Promotrimo obojeni (slozeni) ton T koji osim temeljne frekvencije f; posjeduje
i niz visih frekvencija koje zajedno ¢ine skup od n sinusnih valova frekvencija
fi < fo< fs<...<f,teamplituda A; za 7 = 1,2,3,...,n. Opcenito, di-
sonancu obojenog tona 7' mozemo izra¢unati zbrajanjem vrijednosti disonance
svih parova harmonika. Opéenitu formulu mozemo zapisati na sljedeéi nacin (u
formuli mnoZimo s % zbog ponovljenih parova frekvencija) [2]:

1 n n

Dy = *'sz(.fiafjaAiaAj) (64)

2 i=1j=1

Ovu disonancu jos nazivamo i inherentna ili intrinzicna disonanca tona 7'.

Kako bismo odredili krivulju disonancije obojenog tona 7' koji se proteze kroz
sve osnovne intervale, moramo razmotriti jedno svojstvo. Naime, zamislimo dva
tona s jednakom bojom kao obojeni ton 7" odnosno s istim spektrom harmonika,
koje sviramo istovremeno u intervalu ae. Rezultantni zvuk ¢e imati vrijednost di-
sonance jednaku vrijednosti disonance jednostavnog tona s frekvencijama f; i af;.
Iz navedenoga slijedi da vrijednost disonance izmedu intervala mozemo izracunati
slicno kao u formuli (6.4) vrijednost disonance izoliranih tonova. Konacno, ako
definiramo ton o' ¢iji spektar sadrzi skup od n frekvencija oblika afi, ..., af,,
vrijednost disonance obojenog tona 7' na intervalu o mozemo izrac¢unati sljede-

¢om formulom [2]:

Dr(a) = Dr + Doz + 3. 3. d(fi, aufy, As, A,) (6.5)

1=1j5=1

Krivulju disonancije obojenog tona T' definiramo prethodnom formulom (6.5) duz
svih intervala « koje definiramo [2]. Oblik krivulje disonancije ovisi o frekvenci-
jama i amplitudama komponenti obojenog tona. Njihovom promjenom mijenja se
pozicija i dubina lokalnih minimuma. Ove promjene utjecu na odabir optimalne

ljestvice u kojoj odredena boja zvuci ugodno (konsonantno).
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6.4. Svojstva krivulje disonancije

Kako bismo istaknuli pet opcéenitih svojstava krivulje disonancije, moramo
uvesti neka pojednostavljenja. Za sve harmonike definiramo jedini¢énu amplitudu.
Time je formula za inherentnu disonancu jednaka:

1 n n

Dr = 3 > o> d(fi f5) (6.6)

i=1j=1

Takoder pojednostavljena formula krivulje disonancije jednaka je:

DT(OJ> = DT -+ DaT + En: zn: d(fl, Oéfj) (67)

i=1j=1

U nastavku ¢emo navesti i ukratko opisati pet vaznih svojstava krivulje disonan-
cije. Detaljni postupak dokaza svih pet svojstava krivulje disonancije, moguce je
pronaci u knjizi W. A. Sethares: Tuning, Timbre, Spectrum, Scale u Appendices
F. na stranici 349. [2].

Prvo svojstvo: Za svaki obojeni ton T c¢iji se spektar sastoji od harmonika s
frekvencijama f1, ..., fn vrijedi [1]:
— a =1 je globalni minimum krivulje disonancije Dy(a) — Ovim svojstvom

je potvrdeno da je unison uistinu najkonsonantniji interval.

— limg 00 Dr(a) = D+ Do — Ovim svojstvom pokazano je da se vrijednost
disonance smanjuje kako alfa raste, te se priblizava vrijednosti koja nije

veca od samih vrijednosti disonance Dy i Dyr.

Drugo svojstvo: Zamislimo obojeni ton T koji ima harmonike frekvencija fi 1
fa za koje vrijedi fo— f1 > Timae- Tada ée postojati lokalni minimum krivulje diso-
nancije u o = % [1]. Iz svojstva slijedi Dp(a —€) > Dyp(a) i Dr(a+€) > Dr(«)
za neki mali e. Jednostavnije re¢eno manji pomaci gore ili dolje u frekvencijama
povecavaju disonantnost u odnosu na pocetne frekvencije (ako af; # fo onda je

disonanca izmedu harmonika veéa).

Trecée svojstvo: Zamislimo obojeni ton T koji ima harmonike frekvencija f,

_ I
fi

minimuma funkcije Dr(a) [1]. Jednostavnije receno, ako su harmonici vrlo bli-

i fo. Tada ée postojati € > 0 takav da za |fo — f1] <€, « nije tocka lokalnog

50



skih frekvencija f; i fs, onda tocka lokalne konsonance % nestaje. Svojstvom dva
izrekli smo da se poklapanjem harmonika (frekvencija) pojavljuje lokalni mini-
mum. Takoder lokalni minimum se pojavljuje ako su frekvencije harmonika jako
udaljene. Na slici 6.6 mozemo vidjeti tri moguce krivulje disonancije za obojene
tonove od dva harmonika. Na slici 6.6 graf c¢) prikazuje krivulju disonancije na

kojoj se lokalni minimum javlja u tocki o = 2. Takoder vidimo i izduZeni mini-

fi
: _ itz ; _ fo—x
mum izmedu oy, = ff% 1oy = %
) 8
: ) . b)
4 4
@
g g
23l @
=] 53
@ @
T | o
2 2
|
1 - — 1
0 0 . . \ . . .
1 12 1.4 16 1.8 2 22 1 1.2 14 16 18 2 22
omjer frekvencija intervala omijer frekvencija intervala
[
5 c)
4
[u]
9
g
c3
Q
2
2
2
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L - —— —
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omjer frekvencija intervala

Slika 6.6: Tri moguce krivulje disonancije: a) krivulja disonancije za jako bliske
frekvencije (f,1.01f), b) krivulja disonancije za frekvencije (f,1.15f), ¢) krivulja diso-
nancije za frekvencije (f, 1.86f)

Cetvrto svojstvo: Zamislimo obojeni ton T koji ima harmonike frekvencija fi,
fa i f3. Tada ce postojati ¢y > 0 i co > 0 takvi da se za fo — fi > Tpae + €1 @
f3— fo > Tpmae + C2, lokalni minimumsi krivulje disonancije pojavijuju u tockama
o) = %, g = % 1oy = % [1]. Jednostavnije receno, lokalni minimumi se pojav-
ljuju kada se dva harmonika poklapaju.
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Peto svojstvo i mozda najznacajnije svojstvo: Zamislimo obojeni ton T koji
ima harmonike frekvencija fi, fo, f3,..., fn. Krivulja disonancije tona T imat
ée najvise 2n(n — 1) lokalnih minimuma [1]. Lokalni minimumi su simetri¢no
rasporedeni tako da se polovica minimuma pojavljuje za 0 < a < 1 te druga
polovica za 1 < o < 00. Sto se ti¢e njihova oblika, polovica su izduZenog oblika,
a druga polovica su strmiji. U glazbenoj teoriji ve¢inom razmatramo vrijednosti
minimuma za « izmedu 1 i 2, takoder izduzeni minimumi teze ka nestajanju te
se mnogi minimumi ponistavaju kada su harmonici gusto rasporedeni. Iz svega
navedenog proizlazi da krivulja disonancije koju mi promatramo ima puno manje
lokalnih minimuma od broja navedenih svojstvom pet. U nasoj krivulji disonance
na slici 6.4 mozemo vidjeti da postoji ukupno Sest lokalnih minimuma u oktavi,

za razliku od 6 - 5 = 30 minimuma prema svojstvu pet.

6.5. 0Od obojenog tona do optimalne ljestvice

Na pocetku ovog poglavlja 6 spomenuli smo osnovno nacelo lokalne konsonancije.
Nacelo lokalne konsonancije definira povezanost izmedu boje tona i glazbene ljes-
tvice. Boju zvuka odreduje spektar sastavljen od visih harmonika ili alikvotnih

tonova. Ona je zasluzna za prepoznatljivost zvuka pojedinog glazbala.

Cilj u glazbi je pronaé¢i optimalnu ljestvicu koja odgovara odredenoj boji tona
odnosno onu u kojoj taj ton zvuc¢i najkonsonantnije. Prethodno definirana kri-
vulja disonancije upravo nam omogucuje pronalazenje takve ljestvice. Naime,
harmonijski ton s visim harmonicima c¢ije se frekvencije odnose kao cjelobrojni
visekratnici temeljne frekvencije odreduju krivulju disonancije. Moguce tocke
lokalne konsonancije, tj. minimumi disonancije se nalaze u intervalima oblika
fi = af;. Intervale a odreduje omjer cijelih brojeva jer su frekvencije cjelobrojni
visekratnici temeljne frekvencije. Prema ve¢ spomenutom nacelu lokalne kon-
sonancije, upravo su lokalni minimumi mjesta gdje se nalaze najkonsonantniji

tonovi odredene boje.

Zmacajan doprinos odabiru ljestvice osigurali su Slymaker, Mathews i Pierce
istrazivanjem boje tonova s frekvencijama vigih harmonika oblika f; = fAl°92(0)
[1]. Ako je A < 2 onda su frekvencije visih harmonika komprimirane u odnosu na
obojeni ton ¢ije su frekvencije visih harmonika cjelobrojni visekratnici temeljne

frekvencije (kada je A = 2). Ako je A > 2 onda su frekvencije visih harmonika
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rastegnute u odnosu na spomenuti obojeni ton (kada je A = 2). Izra¢unom kri-
vulja disonancije za navedene oblike frekvencija uocili su zanimljiv detalj. Naime,
lokalni minimumi za oktavu ne nalaze se na vrijednosti 2 koja predstavlja tocan
interval oktave. Takve neprave oktave prozvali su pseudo oktavama i one zvuce
konsonantno (kada je A # 2) za razliku od pravih oktava koje zvuce disonantno.
Lokalni minimumi drugih intervala takoder se ne nalaze na tocnim vrijednostima
intervalima ve¢ u blizini te su njih takoder prozvali pseudo-intervalima. Na slici
6.7 mozemo vidjeti tri razlic¢ita tipa krivulja disonancije s obzirom na vrijednost
parametra A. Ovim istrazivanjem je zapravo otkriveno da se sva nacela glazbene
teorije mogu primijeniti i na komprimirane te rastegnute tonove ako se sviraju u

odgovarajucoj komprimiranoj odnosno rastegnutoj ljestvici.

Sr a) . 5 b)

=
&

disonanca
©
disonanca
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)
~

1.2 1.4 16 1.8 2 22 1 12 14 16 1.8 z 22
omjer frekvencija intervala omijer frekvencija intervala
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=

o

disonanca
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Slika 6.7: Tri moguée krivulje disonancije s obzirom na A: a) krivulja disonancije
za komprimirani spektar (A = 1.87), b) krivulja disonancije za standardni spektar

(A = 2), ¢) krivulja disonancije za rastegnuti spektar (A = 2.2)

Postoji zanimljivost vezana uz ksilofon i sva glazbala koja se sastoje od plocica
sa slobodnim krajem. Takva glazbala nemaju harmonijsku razdiobu alikvotnih
tonova, stoga nisu uskladeni s kromatskom ljestvicom [1]. Za takva glazbala po-

trebno je odrediti odgovarajucéu ljestvicu u kojoj ¢e oni zvucati najkonsonantnije.
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Navedeno vrijedi i za ostale udaraljke te zvona.

Slika 6.8: Ksilofon s drvenim plo¢icamal

6.6. Od ljestvice do optimalne boje tona

Skladanje glazbenog djela u n-tonskoj, povijesnoj, narodnoj ili proizvoljno odre-
denoj ljestvici zahtjeva poznavanje odgovarajuce boje tona. Uskladena boja tona
s ljestvicom omogucuje vecu slobodu u kontroli konsonancije i disonancije djela
koje skladamo ili izvodimo. Prethodni postupak pronalazenja optimalne ljestvice
za odredenu boju tona jednostavan je u usporedbi s problemom pronalazenja od-
govarajuce boje tona za odabranu ljestvicu. Naime, ne postoji jedna savrsena
boja za izabranu ljestvicu, no moguce je pronaci lokalno najbolje boje tona kao
rjeSenje odredenog problema ograni¢ene optimizacije. Za ucinkovito rjesavanje
ovog problema iskoristit ¢emo svojstva krivulje disonancije koja smo naveli u

prethodnom podnaslovu 6.4.

Iz definicije intervala (razlika izmedu dva tona) proizlazi da ljestvica sastavljena
od m tonova sadrzi skup od m — 1 intervala «q,...,q,,_1. Problem trazenja
odgovarajuc¢e boje je odabir skupa od n harmonika frekvencija fi,..., f, i am-
plituda Ay,..., A, kako bismo minimizirali zbroj svih vrijednosti disonance po
svim m — 1 intervalima. Ovu minimizaciju mozemo zapisati na sljedeci nacin [1]:

m—1
Ja = i Dr(o 6.8
N A z:ZI r(a) (6.8)

'Fotografija ksilofona s drvenim plo¢icama YX-135, Yamaha, https://usa.yamaha.com/p

roducts/musical_instruments/percussion/xylophones/
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Dr(«;) predstavlja vrijednost disonance za neku kandidatsku boju tona 7' na

intervalu «;. Dp i posljedi¢no J; su nenegativni za bilo koji ton 7' i interval a.

Boju koju izaberemo kao kandidata minimizacije moze na dva nacina postic¢i
da vrijednost njene disonance bude jednaka nuli. Ako smo izabrali boju cije su
vrijednosti amplituda svih harmonika jednake 0, tada ¢e i Dr(a;) = 0 za sve
a;. Drugi nacin se temelji na svojstvu jedan iz podnaslova 6.4. Ako unaprijed
zadamo amplitude A; # 0, vrijednosti disonance ¢e biti male odabirom dovoljno
velikih intervala «;. Navedeno dovodi do trivijalnih rjesenja minimizacije (6.8),

stoga moramo uvesti odredena ogranicenja [1]:

1. Onemoguciti promjene amplituda A; odnosno fiksirati njihove vrijednosti

na pocetku

2. Ograniciti sve intervale «; te pripadajuce frekvencije visih harmonika na

unaprijed definirani konacan skup

Primjenom navedenih ogranicenja izbjegavamo trivijalna rjeSenja, no ono i dalje
nije dovoljno za pronalazenje kvalitetnih rjesenja. Iako ljestvice pokusavaju osi-
gurati male vrijednosti disonance svojih tonova, njihovi tonovi se obi¢no ne nalaze
tocno na lokalnim minimumima krivulje disonancije. Mozemo definirati broj in-

tervala a; koji nisu minimumi na krivulji disonancije pomoéu sljedece formule [1]:

T = mz_l My (a) (6.9)

0, ako Dp(a; +€) > Dr(a;)
MT(OJZ'> = 1 DT(OQ — 6) > DT<OQ'), € > O, (610)

1, inace

Mr(a;) jednak je 0 ako su intervali «; tocke lokalnih minimuma, inace je jed-
nak 1. Formula (6.9) nije dovoljna za minimizaciju jer ona govori samo o broju
minimuma, ali ne i o njihovoj stvarnoj vrijednosti. Iz svega navedenog mozemo
izraziti tezinsku sumu J,, i Jy, koja pokusava smjestiti tonove na lokalne mini-

mume i minimizirati vrijednost krivulje disonancije pomo¢u sljedece formule [1]:
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m—1 m—1
J = min Al . Z DT(a,) —|— )\2 . Z MT(OLZ) (6].1)
=1 =1

1seeesdn

Eksperimentalno je otkriveno metodom pokusaja i pogreske da tezine i—i ~ @

daju korektne rezultate [1].

Minimizacija J iz formule (6.11) je vrlo slozen n-dimenzionalan optimizacijski
problem. Za rjeSsavanje ovog problema mozemo se posluziti prirodom inspirira-
nim genetskim algoritmom (GA) [1]. Kako bismo iskoristili ovaj algoritam,
moramo frekvencije harmonika pretvoriti u binarnu reprezentaciju koju nazivamo
gen. Takoder moramo izrac¢unati funkciju dobrote (engl. fitness) iz formule (6.11).
One boje tonova koje imaju manju vrijednost J smatramo boljima odnosno prik-

ladnijima.

Genetski algoritam pretrazuje n-dimenzionalni prostor pritom ra¢unajuéi funk-
ciju dobrote razli¢itih boja tonova. One boje koje su najprikladnije kombiniraju
se i tvore tzv. boje djeca za sljedecu generaciju. Kako se generacije izmjenjuju
tako algoritam sve vise konvergira i najprikladnija boja je kandidat za minimiza-
ciju J. Genetski algoritam na kraju zaista vrac¢a boje koje su uskladene s pocetno
odabranom ljestvicom te se tonovi ljestvice za tu boju uistinu poklapaju u lokal-

nim minimumima.

Jednoliko temperirane ljestvice sastavljene od m tonova imaju prednost nad dru-
gim ljestvicama. Ova vrsta ljestvice omogucuje nam da iskoristimo svojstva krivu-
lje disonancije koja smo definirali u podnaslovu 6.4 i odredimo odgovarajuce boje

te time izbjegnemo potrebu za iterativnim rjesavanjem optimizacijskog problema.

Ako se prisjetimo definicije jednoliko temperiranih ljestvica onda znamo da su vri-
jednosti omjera izmedu dva tona uvijek jednake i iznose § = ¥/2. Zamislimo obo-
jene tonove ¢iji su visi harmonici rasporedeni u omjerima 3%, za i = 1,2,3,...,n
(npr. (f,B'f,B%f)). Ovako obojeni tonovi nakon transponiranja u osnovnu ok-
tavu, pozicioniraju se na to¢nim tonovima ljestvice. Za njih kazemo da su indu-

cirani od m-tonske jednoliko temperirane ljestvice [1].

Prisjetimo se svojstva ¢etiri iz podnaslova 6.4. Uocili smo da se lokalni minimumi

26



krivulje disonancije pojavljuju u intervalima o = % gdje su f; i f; frekvencije vi-
sih harmonika obojenog tona 7" odnosno pojavljuju se kada se dva harmonika
medusobno poklapaju. Inducirani obojeni tonovi sadrze vise harmonike gdje
omjeri izmedu njihovih frekvencija iznose 3* za neki k € Z te ¢e krivulja disonan-
cije upravo u tim omjerima imati minimume koji se poklapaju s to¢nim tonovima
ljestvice [2]. Takvi obojeni tonovi minimiziraju J iz formule (6.11) jer vrijedi

M7(%) = 0 kada se poklapa tocka lokalnog minimuma i ton ljestvice.
Prednost jednolikih ljestvica mozemo iskoristiti tako da smanjimo prostor pretra-

zivanja na samo inducirane obojene tonove. Drugim rije¢ima, ovaj optimizacijski

problem moze biti rijesen pazljivim odabirom induciranih obojenih tonova.
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7. Ogranicenja glazbenih

instrumenata i materijala

7.1. Neharmonicnost glazbenih instrumenata

U prethodnim podnaslovima spominjali smo spektar visih harmonika tona koji
odreduje boju zvuka. Ako se vratimo na titranje zice i njezine frekvencije, onda
mozemo definirati spektar frekvencija visih harmonika za idealnu zicu. Naime,
kod idealne Zice su frekvencije visih harmonika cjelobrojni visekratnici temeljne
frekvencije (f; = ifo, za i = 1,2,3,...). Ovakav linearni spektar visih harmonika

nazivamo harmonijski spektar.

U stvarnosti, glazbeni instrumenti zbog vlastitih fizickih svojstava odstupaju iz
harmonijskog spektra. Takva odstupanja dovode do tzv. neharmonic¢nosti.
Razina neharmoni¢nosti glazbenih instrumenata karakteristicna je za pojedini

instrument te utjece na boju njegova zvuka.

Primjerice, razmotrimo zi¢ana glazbala te njihovu neharmoniénost zvuka. Uz-
rok neharmonicnosti zvuka kod zi¢anih glazbala krije se u samim svojstvima
zice. Zica u zi¢anim glazbalima nije idealna Zica ve¢ je prijelazni oblik izmedu
idealne Zice i krute zice. Kako bismo objasnili razliku izmedu titranja idealne
zice i krute zice, moramo se posluziti fizikalnim jednadzbama koje opisuju tran-
sverzalne valove uzrokovane titranjem zice. U nastavku ¢emo navesti i ukratko
objasniti diferencijalne jednadzbe transverzalnih valova s obzirom na vrstu zice
prema definicijama iz knjige N. H. Fletcher i T. D. Rossing: The Physics of Mu-
sical Instruments [4]. Takoder, u knjizi je moguée pronaéi i detaljan izvod svih

jednadzbi koje ¢emo navesti.
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vyt A

1] S ——

Slika 7.1: Titranje idealne zice s linijskom gusto¢om p i istaknuti segment zice pod

napetosti T

Na slici 7.1 moZemo vidjeti prikaz idealne Zice koja titra. Zicu moZzemo zamisliti
kao niz malih segmenata koji izvode valno gibanje kako zZica titra. Valno gibanje
u kojem se segment nekog sredstva giba okomito na smjer u kojem putuje na-
zivamo transverzalni val. Otklon svakog segmenta Zice iz ravnoteznog polozaja,
kao istaknuti segment na slici 7.1, mozemo opisati pomocu funkcije y(z,t). =
predstavlja koordinatu polozaja na zici, a ¢ vremenski trenutak. Razlaganjem
sila koje djeluju na segment Zice dobivamo ukupnu silu dF), koja vrac¢a segment
zice u njegov ravnotezni polozaj. Ukupnu silu mozemo zapisati kao razliku y

komponenti sila 7" na sljedeci nacin:

dF,

Y

= (Tsin0) 14, — (T'sinb), (7.1)

Ako y komponentu (T'sin ) ;14x zapisemo pomocéu Taylorova reda oblika f(z +
der) =32, f<n Dz = fz) + de + ... onda dobivamo sljedeci oblik:

(T sin 0)
ox

(T sinh)

dF, = [(Tsin®), + o

dx] — (T'sin#), = dx (7.2)

Takoder ako uzmemo u obzir da su kutovi 8 koje sile T' zatvaraju s x-osi maleni,
onda mozemo zamijeniti sinuse tih kutova s tangensima tih kutova. Tangens kuta
f mozemo zapisati kao % te nam ukupna sila dF), izgleda ovako:

0
o(T32) 0%y

dr = T2 dx (7.3)

Ja—
dry ox 02
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Primjenom Drugog Newtonova zakona (F = m - %), gdje je masa segmenta ds

jednaka m = uds dobivamo sljede¢u jednadzbu:
0%y 0%y

T—dx = (uds)w

- (7.4)

Konac¢no na kraju ako znamo da je pomak dy mali, onda je i ds ~ dx te dolazimo

do dobro poznate valne jednadzbe gibanja [4]:

82y(.’1:,t) . Z azy(wat) -0
ot? u  0x?

(7.5)

Diferencijalnu jednadzbu valnog gibanja (7.5) mozemo zapisati i na sljede¢i nacin:

T Am
— (7.6)

I dx

T iz formule (7.5) predstavlja napetost zice koja djeluje na promatrani segment

s jedne i druge strane ostatka zice. p nazivamo linijskom gusto¢om mase zice i

definiramo je prema izrazu iz (7.6). ¢ razmatramo kao brzinu kojom valni pore-

mecaj putuje zicom.

Opée rjesenje valne jednadzbe (7.6) je bilo koja funkcija koordinate polozaja x i

vremena ¢ koju mozemo zapisati u obliku:
y(x,t) = f(x +ct) (7.7)

f je funkcija jedne varijable. Ako uzmemo pozitivan predznak u argumentu
funkcije f onda se valni poremecaj krece ulijevo brzinom c, a ako odaberemo
negativan predznak onda se kre¢e udesno. Valjanost ovog rjesenja dokazujemo

uvrstavanjem (7.7) u (7.6).

S druge strane, krutu zicu odreduje svojstvo krutosti. 1z tog razloga potrebno je
izmijeniti valnu jednadzbu gibanja koju smo definirali jednadzbom (7.5) i pritom
uvrstiti izraze koji odreduju krutost zice. Valnu jednadzbu gibanja za krutu zicu

mozemo izraziti na sljedeéi nacin [4]:
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0%y (z, t) 0*y(x, t) 0*y(z, t)
CRBY _p T pegg? T 7.8
Y 92 dt (7.8)
wij— Ty +ESK%" =0, E= % (7.9)

E iz jednadzbe (7.8) nazivamo Youngov modul koji predstavlja svojstvo materi-
jala koliko se lako materijal moze istezati i deformirati. Izrazavamo ga kao omjer
vla¢nog naprezanja i vla¢ne deformacije (izduzenja). S je povrSina poprecnog

presjeka zice, a K je polovica radijusa zice.

Rjesavanjem jednadzbe (7.8) pokazat ¢e se da je spektar visih frekvencija za

krutu zicu definiran na sljedeé¢i nacin [5]:

fi=ifY - V1+ B2, i=1,23,.. (7.10)

1P je temeljna frekvencija idealne Zice duljine L i nju mozemo izraziti na sljedeci
nacin:

., 1T

=57 m (7.11)

Parametar B iz formule (7.10) nazivamo koeficijent neharmonicnosti. Vrijednost
ovog koeficijenta mozemo izracunati pomocu sljedece formule:
B T2 ESK?

B=""r (7.12)

Iz formule (7.12) mozemo uociti da se neharmoni¢nost moze smanjiti pove¢anjem
napetosti ili duljine Zice odnosno moze se povecati ako pove¢amo krutost ili pro-
mjer zice. Primjerice, kod klavira se vrijednost koeficijenta B krec¢e u rasponu od
0.0002 za dublje tonove (deblje zice) do 0.4 za visoke tonove (tanje zZice) [5]. Jaku
neharmonic¢nost percipiramo vrlo neugodnom, tj. disonantnom. Unatoc¢ tomu,

kod klavira nastojimo donekle zadrzati neharmonic¢nost, ali u vrlo maloj mjeri.
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7.2. Ugadaci glazbenih instrumenata

Ljudi slusanjem mogu prepoznati konsonantni zvuk. Kada se sviraju dva razlicita
tona istovremeno, ¢ovjek ne moze prepoznati omjere njihovih frekvencija. Ono

Sto covjek prepoznaje su ve¢ spomenuta poklapanja visih harmonika tih tonova.

U prethodnom podnaslovu 7.1 definirali smo neharmoni¢nost spektra. Ako su
spektri neharmonijski, onda vise ne postoje potpuna poklapanja visih harmonika,
veé ljudske usi traze najbolji kompromis pritom smanjujuéi razliku frekvencija bli-
skih harmonika. Smanjenje razlike frekvencija bliskih harmonika postizemo tzv.
metodom rastezanja koja lagano povisuje frekvencije odredenih tonova i tako
omogucéuje poklapanje tonova [5]. Jednostavnije receno, tonove ¢emo dozivjeti
konsonantnima ako su blago neugodeni. Tehniku ugadanja glazbenih instrume-

nata koja se oslanja na sluh nazivamo ugadanje po sluhu.

U danasnje doba ulogu ugadanja glazbenih instrumenata preuzimaju precizniji
elektronicki ugadaci (engl. tuner). Ovi elektronicki uredaji automatski prepoz-
naju ton, mjere njegovu frekvenciju i prikazuju stvarna odstupanja od teorijskih

vrijednosti.

KORG TM:2°...

Slika 7.2: Elektronicki ugadac!

Postoje jako skupi elektronicki ugadaci koji uzimaju u obzir neharmoni¢nost ins-
trumenata te racunaju odgovarajuca rastezanja odnosno odstupanja u frekven-
cijama. Njihov rad zapocinje snimanjem tonova i procjenom koeficijenta nehar-
monicnosti za zicu koja stvara ton. Procjenu koeficijenta vrse identificiranjem
odgovarajuceg spektara visih harmonika. Sljede¢i korak je izrac¢un potrebnog

rastezanja. Za izracun rastezanja postoji nekoliko mogué¢ih nacina. Jedan od

'Fotografija elektronickog ugadaca, Korg TM60BK, https://www.korg.com/us/products
/tuners/tm_60/
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poznatijih je 4:2-ugadanje. Odaberemo fragment nase oktave i rastezemo ga tako
da se cetvrti harmonik nizeg tona poklapa s drugim harmonikom viseg tona.
Ovo mozemo matematicki zapisati tako da s k = 1,..., K oznac¢imo zice i s fi(k)
frekvenciju i-tog harmonika k-te zice. Metoda 4:2 stvara K — 12 jednadzbi za

rastezanje oktave sljedeceg oblika [5]:

fékz—l-lz) - Tik) -
fék) r§k+12) :

U formuli (7.13), rl(k) = ; E:; predstavlja omjer frekvencije i-tog harmonika s te-
meljnom frekvencijom. Al?o uvedemo logaritamsku reprezentaciju onda dobivamo
sustav od K — 12 linearnih jednadzbi za K nepoznatih temeljnih frekvencija fék).
Preostalih 12 nepoznanica odredeno je referentnom visinom tona A (440 Hz) te
izborom nacina temperiranja. Rjesavanjem ovih jednadzbi mozemo odrediti kri-
vulju ugadanja. Ovakvim izracunom koji se temelji na izravnoj usporedbi visih

harmonika dobivamo krivulju ugadanja po dijelovima.

Klavir i ¢embalo pokazuju zanimljivo svojstvo prilikom ugadanja. Ugadanjem
pomocu elektronickih ugadaca, njihove ¢e zice biti ispravno ugodene na odgova-

rajuce frekvencije, no ovi instrumenti u cjelini ne ¢e zvucati ugodeno.

O.L. Railsback je 1938. godine otkrio kako je ovo svojstvo posljedica neharmo-
nijskih korekcija u spektrima visih harmonika [5]. Ako graficki pratimo ugadanje
klavira po sluhu, onda krivulja koja pritom nastaje, sadrzi izrazene fluktuacije
duz cijelog rastezanja. Navedene fluktuacije krivulje mozemo vidjeti na slici 7.3.
Railsbackova krivulja izrazava razliku izmedu klavira ugodenog po sluhu i jed-
noliko temperirane ljestvice. Ugadanje klavira zapocinje na sredini odnosno na
tonovima sredisnjih frekvencija. Na grafu sa slike 7.3 mozemo vidjeti da u nave-
denom podrucju Railsbackova krivulja ima vrlo blagi nagib. Kako se ugadanje
klavira nastavlja na nize odnosno vise frekvencije tako se oktave sve vise rastezu
zbog kompenzacije neharmoniénosti. Railsbackova krivulja je na krajevima puno
izrazenija $to mozemo vidjeti na grafu te poprilicno odstupa od jednoliko tempe-

rirane ljestvice.
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krivulja ugadanja klavira
(stvarna)
Railsback krivulja

il

3000 4000

MIDDLEC A 440

00000 00 1

40 50 60 70 80 90100 200 400 500 700 1

devijacije u odnosu na jednoliko temperiranu ljestvicu (centil)

temeljne frekvencije

Slika 7.3: Prikaz odstupanja karakteristi¢ne krivulje ugodenog klavira od onog ugo-

denog u jednoliko temperiranoj ljestvici

Smatra se kako spomenute fluktuacije krivulje ugadanja nisu slucajne, ve¢ su
bitne za kvalitetno ugadanje glazbenih instrumenata. Iz navedenog razloga brojni
glazbenici smatraju kako se elektronicki ugadaci ne mogu mjeriti s glazbenim
tehnicarima koji ugadaju po sluhu. Razlozi ovih fluktuacija su brojni. Jedan od
razloga je to sto se svaki harmonik drugacije povezuje s rezonatorom instrumenta
sto dovodi do dodatnih pomaka frekvencija u neharmonijskom spektru. Drugi
razlog je nepravilan intenzitet harmonika. Ovi razlozi ukazuju na ¢injenicu da
kod ugadanja nije dovoljno ugoditi frekvencije harmonika, ve¢ i njihove amplitude

kako bi instrument u cjelini zvucao skladno [5].

7.3. Psihoakusticni koncepti

Psihoakustika je interdisciplinarno podrucje znanosti koje obuhvaca matematiku,
psihologiju, biologiju, fiziku i informatiku. Osnovni zadatak psihoakustike je pro-
uciti kako ¢ovjek opaza zvuka i koje su covjekove posljedicne psiholoske reakcije
na taj zvuk (buka, govor ili glazba). Brojna istrazivanja koja su provedena u
ovom podruc¢ju znanosti, omoguéila su nam brojne spoznaje te jednostavniji i

formalniji prikaz perceptivnih svojstava zvuka.

U podnaslovu 3.1 prikazali smo c¢isti sinusni ton modelom sinusnog vala u ko-
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jem definiramo vremenski ovisnu promjenu tlaka p(t) formulom:

Cisti sinusni ton prikazan formulom (7.14) predstavlja savrSene sinusoide koje
karakteriziraju jednostavne tonove. No, u dosadasnjim razmatranjima mogli smo
vidjeti kako tonovi u stvarnosti nisu jednostavni, ve¢ sloZeni.

nastaju superpozicijom pojedinac¢nih sinusnih valova razli¢itih frekvencija i am-

p(t) = Asin(27 ft)

(7.14)

plituda. Primjer pojedinacnih valova mozemo vidjeti na slici 7.4
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Slika 7.5: Superpozicija tri vala sa slike 7.4

SloZeni tonovi



Slika 7.5 prikazuje superponirani val odnosno slozeni ton koji nastaje superpozi-

cijom tri vala sa slike 7.4.

Pri analizi slozenog tona, graficki prikaz superponiranog vala kao ovisnost tlaka o
vremenu ne govori nam mnogo o pojedina¢nim komponentama koje ¢ine taj slo-
zeni ton. Kako bismo uspjesno proveli dublju analizu snimljenog slozenog tona
koristimo Fourierovu transformaciju. Ona nam omogucuje pretvorbu vremen-
ski ovisnog tlaka u frekvencijsku domenu. Fourierovu transformaciju zapisujemo

na sljeded¢i nacin [5]:

p(f) = /_o; p(t)e > /tdt (7.15)

x10°

25 -

magnituda
&
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|
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Slika 7.6: Fourierova transformacija superponiranog vala sa slike 7.5

Na slici 7.6 mozemo vidjeti prikaz krivulje nastale Fourierovom transformacijom
prethodno superponiranog vala sa slike 7.5. Iz grafa je vidljivo da se siljci do-
bivene krivulje nalaze u pocetno definiranim frekvencijama pojedinac¢nih valova
sa slike 7.4. Ako malo bolje pogledamo visine Siljka dobivene krivulje, onda
mozemo uociti da se njihove visine odnose kao amplitude pojedinacnih valova.
Dakle, analizom grafa sa slike 7.6 mozemo saznati broj pojedinac¢nih valova koji
¢ine komponente ovog slozenog tona, njihove to¢ne frekvencija te odnos njihovih

amplituda.

Nova ovisnost tlaka o frekvenciji, omogucuje nam izracun intenziteta zvuka. In-
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tenzitet zvuka mozemo izracunati prema sljedec¢oj formuli [5]:

I(f) = Ip(f)I (7.16)

U analizi zvuka dodatno koristimo mjeru jac¢ine zvuka tzv. razinu zvucnog

tlaka (engl. sound pressure level, SPL) koja uzima u obzir osjetljivost ljudskog

uha te ju izrazavamo u mjernoj jedinici decibel dB. Formulu za izra¢un mjere
ja¢ine zvuka zapisujemo na sljede¢i nacin [5]:

I(f)

L;(f) = 10log( 7

0

) (7.17)

U formuli (7.17), Iy = 1072 W/m? predstavlja prag ¢ujnosti odnosno najmanji
intenzitet zvuka koje ljudsko uho moze ¢uti. Ako se prisjetimo formule (3.2) iz
podnaslova 3.1 onda uocavam da smo i tamo definirali ja¢inu zvuka s mjernom
jedinicom dB. Naime, govorimo o istoj mjeri jac¢ine zvuka. Jedina razlika je u
nac¢inu izrazavanja. U formuli (3.2) ja¢inu zvuka izrazili smo pomocu tlaka zraka,

a u formuli (7.17) pomo¢u intenziteta zvuka.

Na pocetku ovog podnaslova govorili smo o analizi snimljenog slozenog tona,
stoga bi bilo dobro spomenuti jos jednu zanimljivost na koju moramo pripaziti
tijekom snimanja i obrade zvuka. Ljudski sluh nije jednako osjetljiv na razli¢ite
frekvencije zvuka. Prosjecan raspon frekvencija zvuka koje ¢ovjek moze cuti je
raspon od 20 Hz do 20 000 Hz. Ipak, ljudski sluh je najvise osjetljiv na frek-
vencije zvukova u rasponu od 250 Hz do 5 000 Hz. Prilikom snimanja i obrade
zvuka, uredaji poput mikrofona ,osjetljivi“ su na sve frekvencije jednako za raz-
liku od naseg uha. Iz tog razloga uvodimo A-ponderiranje (engl. A-weighting)
koje predstavlja tezinsku funkciju. Ono daje veéu vrijednost frekvencijama na
koje je nase uho vise osjetljivo odnosno manju vrijednost onim frekvencijama
na koje je nase uho manje osjetljivo. Matematicki zapis funkcije ., filtra* za A-

ponderiranje snimljenog zvuka definiramo na sljedeé¢i nac¢in [5]:

122002 f4

(£2 + 20.62)(£2 4 122002),/(£2 + 107.72)(f* + 737.92)
(7.18)

RA(f) =

Ako uzmemo u obzir prethodno definiranu smanjenu osjetljivost naseg uha i izve-
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deno A-ponderiranje, onda mozemo definirati i A-ponderiranu razinu zvuc-
nog tlaka (SPLA) koja uzima u obzir sve navedeno. Izracun SPLA zapisujemo

pomocu sljedecée formule [5]:

La(f) = [2 + 20 log(Ra(f))] - L1(f) (7.19)

Mjerna jedinica u kojoj izrazavamo A-ponderiranu razinu zvucnog tlaka nazivamo

A-ponderirani decibel dBA.
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Slika 7.7: A-ponderirani zvuk u odnosu na linearni zvuk bez filtra
Na grafu sa slike 7.7 mozemo vidjeti kako se razlikuje krivulja razine zvucnog

tlaka (Lj) kod snimljenog zvuka bez filtriranja od krivulje razine zvucnog tlaka

(L4) kod snimljenog zvuka uz primjenu A-ponderiranja.
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8. Zakljucak

Upoznali smo veliki doprinos Pitagore teoriji glazbe njegovim zakonom malih
brojeva. Zakon definira da su dva tona konsonantna ako su im omjeri frekven-
cija mali prirodni brojevi. Glazbu promatramo kao skup zvukova koji nastaju
titranjem izvora zvuka. Prikazali smo ih s pomoc¢u modela sinusnog vala. Razli-
kujemo dva svojstva zvuka, njegovu glasno¢u i visinu. Izvor zvuka osim temeljne
frekvencije titra i u visim frekvencijama, ali slabijeg intenziteta. Vise frekvencije
nazvali smo visim harmonicima te oni odreduju boju zvuka. Zanimljivu pojavu
¢ine udari koji su posljedica titranja valova bliskih frekvencija i njih percipiramo
neugodnima. Definirali smo interval kao razliku izmedu dvaju tonova. Njihove
vrijednost odredujemo kao omjer frekvencija tonova. S obzirom na broj tonova
za koje se razlikuju promatrani tonovi, odredili smo nazive intervala. Neki od
najznacajnijih intervala koje smo spomenuli su oktava, kvinta, kvarta te velika i
mala terca. Postoje razlic¢ite vrste glazbenih ljestvica medu kojima smo istaknuli
septatonske ljestvice dur i mol. Ugadanje koristi neki oblik temperiranja da bi
omogucilo slobodne transpozicije skladbi. Spomenuli smo Cetiri znacajne vrste
ugadanja. Pitagorino ugadanje temelji se na savrsenstvu kvinte, ali glavni ne-
dostatak su vucji intervali. Srednjetonsko temperiranje velica savrSene terce, no
nedostatak su i dalje vuéji intervali te neugodni durski i molski trozvuci. Dobro
temperiranje uklanja vucje intervale i unosi boju u tonalitete. Konacno, defini-
rali smo jednoliko temperiranje, danas najc¢esé¢e koristeni oblik ugadanja. Ono
izgraduje ljestvice u kojima su vrijednosti intervala polutonova jednake i time
omogucuje slobodne transpozicije bez pogreske. Dvanaesttonsku ljestvicu sma-
tramo najzastupljenijom glazbenom ljestvicom. Raspodjela oktave na dvanaest
tonova je idealna raspodjela oktave. Omna se nakon dvanaest koraka vraca na
osnovni ton (za oktavu visi) te posjeduje savrsene oktave, kvinte i kvarte. Inter-
vale smatramo konsonantnim ako ih nase uho percipira ugodnim. Suprotno od
njih dozivljavamo disonantne intervale. Prikazali smo eksperimentalno ispitiva-

nje konsonancije koje su proveli Plomp i Levelt. Na temelju rezultata ispitivanja
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odredili su relativnu krivulju disonancije. Uzevsi u obzir i spektar visih harmo-
nika izgradili su krivulju disonancije s velikim padovima u to¢nim intervalima
koje percipiramo konsonantnima. Krivulja disonancije omoguc¢uje nam prona-
lazak odgovarajuce ljestvice s obzirom na boju tonu i obrnuto. Istaknuli smo
kako glazbeni instrumenti zbog fizickih svojstava materijala od kojih su izradeni
posjeduju odredena odstupanja iz harmonijskog spektra. Takva neharmoni¢nost
specificna je za svaki instrument i utjece na njegovu boju. Objasnili smo razliku
izmedu ugadanja po sluhu i elektronickih ugadaca. Vecina se glazbenih instru-
menata danas ugada pomocu elektronickih ugadaca. Ipak, istaknuli smo kako
se klavir i cembalo ne mogu ugoditi pomocu elektronickih ugadaca ve¢ iskljucivo
ugadanjem po sluhu. Vidjeli smo da njihova krivulja ugadanja sadrzi odredene

fluktuacije.

Zavrsni rad prikazuje ¢vrstu poveznicu glazbe i matematike. Za pocetak smo
modelirali zvuk pomoc¢u sinusnog vala i definirali dva osnovna svojstva zvuka.
Takoder smo graficki prikazali i objasnili znacaj udara. Izravno smo primije-
nili Pitagorin zakon malih brojeva (cjelobrojni omjeri frekvencija) i tako izgradili
savrseno tocne intervale. Objasnili smo i dokazali savrSenstvo dvanaesttonske
ljestvice pomocu iracionalnosti broja i veriznih razlomaka. Izveli smo jednadzbu
koja nam omogucuje izracun i graficki prikaz krivulje disonancije. Sve navedeno
smo ostvarili uz pomo¢ matematike i pritom smo dokazali uvodnu tvrdnju da je

matematika uistinu temelj glazbe uz njenu umjetnicku stranu.
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Matematicke osnove dvanaesttonske glazbene ljestvice

SazZetak

Glazbom dominira uredena struktura i sklad tonova koje temelji na matema-
tickim osnovama. Matematika nam omogucéuje logicko razumijevanje elemenata
i pojava u glazbi. Zvuk, kao osnovnu sastavnicu glazbe, modeliramo s pomoc¢u
sinusnog vala. Iz jednadzbe vala is¢itavamo visinu i glasno¢u zvuka. Pitagora
za sobom ostavlja zakon malih brojeva koji definira konsonantnost tonova malih
cjelobrojnih omjera frekvencija. Intervale koji izravno slijede iz zakona nazivamo
prirodni intervali. Ugadanje glazbene ljestvice ukljucuje neki oblik temperiranja
zbog povecanja njene podatnosti. Jednoliko temperiranje se isti¢e svojom jednos-
tavnoscu i slobodom transpozicija. Dvanaesttonska ljestvica je najzastupljenija
glazbena ljestvica zapadne glazbe i njenu raspodjelu oktave na dvanaest poluto-
nova smatramo optimalnom raspodjelom. Ljudi percipiraju zvukove ugodnim ili
neugodnim. Fiziolosku podlogu takve percepcije temeljimo na krivulji disonan-

cije.

Kljucéne rijeci: Pitagora, prirodni intervali, ugadanje, iracionalnost broja,

krivulja disonancije



Mathematical foundations of the twelve-tone musical scale

Abstract

The music is dominated by an ordered structure and harmony of tones based
on mathematical foundations. Mathematics allows us to logically understand the
elements and phenomena in music. Sound, as a basic component of music, is
modeled using a sine wave. We read the height and volume of the sound from the
equation of that wave. Pythagoras left behind the law of small numbers, which
defines the consonance of tones with small integer frequency ratios. Intervals that
follow directly from the law are called natural intervals. Tuning a musical scale
involves some form of tempering to increase its flexibility. Equal tempering stands
out for its simplicity and freedom of transpositions. The twelve-tone scale is the
most represented musical scale in Western music, and we consider its division
of the octave into twelve semitones to be the optimal division. People perceive
sounds as pleasant or unpleasant. The physiological basis of such perception is

based on the dissonance curve.

Keywords: Pythagoras, natural intervals, tuning, irrationality of number,

dissonance curve



Dodatak A

Audiovizualna aplikacija

Kao dodatak zavrsnom rad izradena je desktop aplikacija naziva ,Matematicke
osnove dvanaesttonskog sustava“. Aplikacija omoguéuje graficke prikaze eleme-
nata obradenih zavrsnim radom, kao i njihove zvukovne interpretacije. Korisnik
ima mogucénost proizvoljnog odabira dimenzija kao sto su frekvencija i amplituda
sinusnih valova te broja harmonika obojenog tona. Takoder korisnik moze iza-
brati medu ponudenim opcijama zeljene graficke i zvukovne interpretacije. Cilj

aplikacije je korisniku dodatno pribliziti i upotpuniti sadrzaj zavrsnog rada.

Aplikacija je izradena u MATLAB-u, preciznije u njenom razvojnom okruzenju
MATLAB App Designer. MATLAB! je prepoznatljiva programska i numericka
racunalna platforma utemeljena na istoimenom programskom jeziku, koja omo-
gucuje analizu podataka, vizualizaciju podataka kroz graficke prikaze, izradu
programskih skripti, funkcija i klasa te izradu jednostavnih desktop aplikacija.
MATLAB je razvila americka tvrtka MathWorks koja je specijalizirana za izradu

matematickih racunalnih programa.
Sadrzaj aplikacije prati sadrzaj zavrSnog rada i podijeljen je na osam kartica
(engl. tab):

1. Uvod

2. Zvuk i njegova svojstva

3. Udari

4. Prirodni intervali i ljestvice

https://www.mathworks.com/products/matlab.html
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5. Ugadanje glazbene ljestvice
6. Usporedba ugadanja glazbenih ljestvica
7. Konsonantnost i disonantnost intervala

8. Krivulja disonancije

U nastavku ¢emo prikazati i ukratko objasniti navedene kartice ove aplikacije.

g

Matematicke osnove
dvanaesttonskog sustava

Audiovizualna aplikacija

Slika A.1: Naslovna stranica aplikacije

Slika A.1 prikazuje naslovnu stranicu aplikacije koja se pojavljuje nakon pokre-
tanja aplikacije na racunalu. Za ulazak u aplikaciju potrebno je odabrati gumb

,Pocetak® koji nas vodi na prvu karticu ,,Uvod®
Na slici A.2 mozemo vidjeti karticu ,,Uvod“ s tri zanimljiva citata vrlo znacajnih

povijesnih li¢nosti. Citati najbolje opisuju poveznicu matematike i glazbe te is-

ticu vaznost Pitagore i njegove ostavstine.
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Uvod

Uvod  Zwkinjegovasvojstva  Udari  Prirodni infervaliiestvica  Ugadanje glazbena estvica  Usporedba stvica

"Pitagorejci su se posvetili matematici.
Promicali su je i u njoj su odgajani, pa nije neabicro da su njezina nacela drZali nacelima svih stvari.
Utvrdili su da se swojstva i omjeri muzickih intervala mogu izrazti brojem, pa se Cinilo da se i sve ostale stvari mogu izraziti brojem.
Cinilo se da su brojevi pocela svih stvari, te daje cijelo nebo jedna muzizka skala, jedan omjer brojeva."

“Pozornica u 6. st. pr. Kr. prikazuje scent orkestra Koji se ugada.
‘Svaki svira¢ zadubljen je u svoj instrument, gluh za nezgrapne zvike ostalih
Slijedi dramatiéna titina. Maestro dolazi na scenu, triput lupne dirigentskim Stapice i iz kaosa izranja harmonija.
Maestro je Pitagora sa Samosa, &iji je utjecaj na ideje, pa dakle i na sudbinu ovjecanstva, vjercjatno veéi od utjecaja bilo kojeg
pojedinca prije i poslije njega.”

A Koestler, "Thie sleepwalkers’, 1964. || Jadd

“Nebeska gibanja nisu drugo do jedna vjecna polifonija. koju opazamo umom, a e uhom."
“Koji planeti u nebejskoj harmoniji pjevaju sopran i alt, a koji tenor i bas?"

“Merkur je sopran, Zemlja i Venera su altovi, Mars je tenor, a Saturn i Jupiter su basovi.”
J. Kepler, "De harmonice mund’, 1619.

 god 220721, o Dok D

Slika A.2: Kartica ,,Uvod“

Karticu ,,Zvuk i njegova svojstva“ mozemo vidjeti na slici A.3. Ova kartica omo-
gucuje korisniku proizvoljan odabir frekvencije i amplitude sinusnog vala, graficki
prikaz proizvoljnog sinusnog vala odabirom opcije Iscrtavanje te zvukovnu inter-
pretaciju ¢istog sinusnog vala odabirom opcije Zvuk. Takoder moguce je vidjeti
i poslusati usporedbu dvaju valova s obzirom na visinu odnosno glasno¢u zvuka
odabirom jedne od dviju opcija iz svojstva zvuka koje smo definirali u podnaslovu

3.1.

o Zvuk i njegova svojstva

v |ErTr— T

Jednadzba sinusnog vala

P() = Asin(Qfr)

2Zvuk

Frekvencija / = 200
Amplituda A= 60

(oa)
Svojstva zvuka
g
@) Visina 5
O Glasnota F

e odabrano

008 005
Viijeme (s)

@ G-~

& iscrtavanje D) 2wk

Slika A.3: Kartica ,,Zvuk i njegova svojstva“
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Uvod  Zwukinjegovasvojstva  Udari  Prirodnl ntervali i estvice

Jednadzba sinusnog vala

() = Asin(2aft)

Pogetne postavke zvuka

Sinusnival 1
Frekvenciia fi = 100
Ampiituda A1 = )

Sinusnival2

Frokvenciia /2= 1005

Amplituda 4= 3
==

Superpozicija valova
®da

Pu(t) = pi(0) + pa(t)

Fourierova transformacija

Caa

@ne

Tiak (dB)

Udari

Ugadanje glazbene ljestvice  Usporedba

) puto

2
Vrijeme (s)

(%} <)

Iscrtavanie

Slika A.4:

Kartica ,,Udari“

Slika A.4 nam prikazuje karticu ,,Udari“. Ova kartica omogucuje korisniku pro-

izvoljan odabir dvaju sinusnih valova bliskih frekvencija te moguénost superpozi-

cije odabranih valova kako bi korisnik mogao graficki vidjeti pojavu udara koju

smo spomenuli u podnaslovu 3.2. Uz graficki prikaz udara moguce je i poslusati

superponirani val te se uvjeriti da on doista zvuci kao udari. Takoder moguce je

odabrati opciju Fourierove transformacije superponiranog vala kako bi istaknuli

komponente od kojih je sastavljen superponirani val.

o

Prirodni intervali i ljestvice

Uwod  Zwkinjegovasvoistva  Udari  Prirodniintervallljestvico | Ugadanje lazben ljestvice | Usporedba Jostica
Pocetne postavke zvuka (]))) G [sol]
Osnovna frekvencija fo= 200
Amplituda &
a0 _ - -
RS AN X N Y
/ \/ / \ \
Oktava na klaviru I/ / \ \/ \ \
/ \ / \
e \ \
/ \ \ / \ \
af- i \ / v
§ \ / y i
J / j
Bird \ / \ |
= \ / / \
g \ \/ \
S of \ \ / / \ A \ /
clolefFrle|alH]ec £ \ \ / Vi /
S \ /
. 20/ \ \
lzraéun frekvencije tona \ \
[ A /
3 \ / {
=3 \ / \
G=3-200 40 \ / \ i
1
/ /
Ton Frekvencija (Hz) 601~ / X b 7 \
c 2000000 Y 4 o / o/ 1
N/ / 4 Y
B D ‘ 1 L N XA X A | { A A X |
3 2500000 o 0001 0002 0003 0.004 0005 0006 0007 0008 0008 001
F 2666667 W
o 00
Co-  @-@D-
() Reset &) Zuk-svitonou
aot 2222 o D

Slika A.5: Kartica ,,Prirodni intervali i ljestvice®

Na kartici ,,Prirodni intervali i ljestvice® na slici A.5, korisnik moze

pritisnuti
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tipke koje predstavljaju osnovnu oktavu na klaviru te pogledati graficki prikaz i
zvukovnu interpretaciju sinusnih valova koje proizvode pritisnute tipke odnosno
tonovi. Odabirom opcije Zvuk — svi tonovi moguce je pogledati i poslusati sve
tonove koji ¢ine oktavu. U tablici se ispisuju odabrani tonovi te njihove frekven-

cije izracunate prema izracunima iz plavog pravokutnika.

@ Ugadanje glazbene ljestvice
Uwod | Zwkinjegovasvoistva  Udari  Prrodniintervaliljestvice  Ugadanie olazbene ljestvice | Usporedba lest
Prikaz tako ugodene glazbene ljestvice
Pocetne postavke zvuka (]»)) c#
200 208 , 204 204 204
——/\——— S ——
Osnovna frekvencija fo = 200 C#DLEF#G#ABHC Pitagorino ugadanje ) Zvuk - postupak ugadanja

Amplituda A= 8 114 50 50 11450 114 50118 50 90 114 50 *odhost s razens s

~Ossouna tekvenc o unprid dearna
Odabir vrste ugadanja glazbene ljestvice

 Prirodna intonacija

) Pitagorino ugadanje

) Srednjetonsko temperiranje
Dobro temperiranje

© Jednoliko temperiranje

 nife odabrano

Tiak (dB)

Izraéun frekvencile tona

1y 32187
C#= (5\4-(2)7 = S0ag " 200

Frekvencija (H2)
2000000
3000000
2250000
3375000

ROXX A .5 W, AN VD W, %
259250 0 0,001 0.002 0,003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
3796875 Vrijeme (s)

. AN
0.009 001

266.6667

gl w[z[m[>[o 6 o g

355,555

Eh—BeF—CoGoDoAsl—1l—Gho CH (&) Reset

Slika A.6: Kartica ,,Ugadanje glazbene ljestvice®

U kartici ,,Ugadanje glazbene ljestvice“ na slici A.6 , moguce je odabrati jednu
vrstu ugadanja medu ponudenim vrstama ugadanja koja smo obradili u poglavlju
4. Za svaku vrstu ugadanja mogucée je graficki prikazati te zvukovno interpre-
tirati sve tonove glazbene ljestvice nastale odabranom vrstom ugadanja. Izra-
cunate frekvencije tonova odredene vrste ugadanja moguce je vidjeti u tablici.
Osim izracuna frekvencije, mozemo vidjeti i ilustrativni prikaz raspodjele tonova
u glazbenoj ljestvici ugodenoj prema odabranoj vrsti ugadanja. Takoder mozemo

i pratiti korake ugadanja na dnu kartice.

Sljedeca kartica ,Usporedba ugadanja glazbenih ljestvica“ prikazuje tonove u
odabranoj vrsti ugadanja na jednak nacin kao i u prethodnoj kartici, ali dodatno
omogucuje izbor tonova te vrste ugadanja koje korisnik zeli usporediti. Navedenu

karticu mozemo vidjeti na slici A.7.
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Usporedba ugadanja glazbenih ljestvica

Uvod 2vuk i njegova svojstva Udari Prirodni intervali i ljestvice Ugadane glazbene ljestvice Usporedba liesh
Pocetne postavke zvuka ) ¢
Osnovna frekvencia /o= 20
Amplituda A= 80
oo o
e e AR /\ 7/ \
// / \
Odabir vrste ugadanja glazbene ljestvice o '/ / X \

|Prirodna intonacija

IPitagorino ugadanje

ol
Srednjotonsko tamperiranje i \
|Dobro temperiranje wlf / \
] Jednoliko temperiranje ! / \
* Boj kst dgovar b e na g g | \
Odabir tona glazbene ljestvice Zo0
B

Ton | Kvita (6) v

i 20
@® Dodsj na graf. / \
Ton Frekvencia (Hn) | Boja(graf) “0 / \
Veiks trca (8) 2500000 i\
Velika terca (E] 253.1250  zeler \ / \
® ol \ ! X //
249.5000 magor \ \/ / \ \
\ /
L J \ [ N\ J
L AN ‘ AN \ \ .
o o001 0002 0003 0004 0005 0006 0007 0008 0006 001
289.2000 magenta Viileme (5)

Qx> @@~

D Reset @z

Slika A.7: Kartica ,,Usporedba ugadanja glazbenih ljestvica“

Kartica ,,Konsonantnost i disonantnost intervala“ na slici A.8 omogucuje koris-
niku harmonijsku usporedbu dvaju ili vise odabranih tonova. Moguce je graficki
prikazati tonove kao sinusne valove ili kao preklapanja u frekvencijama. Takoder
moguce je poslusati kako odabrani tonovi zvuce zajedno te po sluhu potvrditi

njihovu konsonantnost odnosno disonantnost.

Konsonantnost i disonantnost intervala

Uvod  Zwkinjegovasvojstva  Udari  Prirodni infervaliifestvica  Ugadanje glazbena festvice  Usporedba ugadanja glazbenih fsstvica  Konsonaninost  disonantnost intervala  Krivufa disonancije

Pocetne postavke zvuka )

Osnovna frekvencija fo=

Amplituda

Em—

Odabir broja tonova

sojtonoa | 2] .

Odabir tonova glazbene ljestvice

Ton1 | Osnowniton (€) v

Kuinta (G) v

Ampltuda

Ton3
Tond
e —————
Nacin prikaza na grafu

) poklapanie u frekvencijama

[ @ Dodsi na grat | ) |

700 800 900 1000

500
Frekvencia (Hz)

0=~ @@~

9] Reset )] 2wk

Slika A.8: Kartica ,,Konsonantnost i disonantnost intervala“

Posljednja kartica ,Krivulja disonancije“ omogucuje korisniku izracun i prikaz
krivulje disonancije za jednostavan ili obojeni ton. Frekvenciju, amplitudu te

broj visih harmonika obojenog tona korisnik proizvoljno odabire. Na vrhu kar-
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tice moguce je vidjeti formule za izracun krivulje disonancije. Takoder moguce
je poslusati skladnost odabranog jednostavnog odnosno obojenog tona s istim
tonom, ali u razli¢itim intervalima te pratiti njihov prikaz na krivulji disonancije.

Ovu karticu mozemo vidjeti na slici A.9.

@ Krivulja disonancije

jestvice | Ugadanie olazbene ljestvice | Usporedba ljestvica

Uod  Zwkiniegovasvostia  Ucari
Formula za izraéun disonancile tona
Pocetne postavke zvuka B S e N o _ - D Gl
2 dlfinfaAi A = Ara-[e 5 | =, a=35b=5TS ) vinta (G)
Osnovna rekvencia fo = 0 i z Z
b ™ = S Ap. n =0 = 21 55 = 19
Amplituda A= 60 A =min(A1.A) Dy =3 & A(fifjr An A Xax = 0.24 51 =0.021 5, =19

Unesi o

Izbor krivulje
© Jednostavni ton - Plomp & Levelt kivulja | °
© Obojen ton

nije odabrano |

Odabir broja visih harmonika g ° A °

Broj harmonika e

Disonanca

Obojeni ton <) Zuik - bojeni ton

&

Amplituda

1.6 8
Omier frekvencija intervala

'y
-&

;
Frekvencija
R _

@ scravanie ) 2wk - skiad intervala
Slika A.9: Kartica ,Krivulja disonancije“

Aplikaciju ,,Matematicke osnove dvanaesttonskog sustava‘ moguce je preuzeti na
vlastito racunalu preko linka https://github.com/dominikDurinic/Matema
tickeOsnoveDvanaesttonskogSustava.git . U nastavku slijede upute za

instalaciju aplikacije na vlastito racunalo.

Postupak preuzimanja i instalacije aplikacije na vlastito racunalo:

1. Preuzmite .exe datoteku MatOsnDvanSusl_2_ AppInstaller.exe s linka
na Github repozitorij https://github.com/dominikDurinic/Matemati

ckeOsnoveDvanaesttonskogSustava.git na Vase racunalo

2. Nakon preuzimanja spomenute datoteke, dvoklikom na preuzetu datoteku

pokrece se instalacija aplikacije

3. Slijedite upute koje Vam instalacijski program navodi i odaberite mjesto za

pohranu aplikacije

4. Nakon sto instalacija zavrsi, pronadite i odaberite instaliranu aplikaciju te

ju dvoklikom pokrenite

80



Za kraj ¢emo prikazati izvorne kddove pet osnovnih funkcija koje su koristene u

izradi aplikacije.

Prva funkcija playAudio predstavlja funkciju za reprodukciju zvuka. Pomocéu
objekta audioplayer postavlja se element koji je potrebno reproducirati. U
nasem slucaju radi se o zvukovnim interpretacijama sinusnih valova. Pokretanje
zvukovne interpretacije vrsi se uz pomo¢ ve¢ ugradene funkcije play (audioplayer).

Izvorni kéd ove funkcije mozemo pogledati u nastavku.

%Funkcija playAudio

hzvukovna interpretacija vala

function playAudio(app,p,pauza,labela,tekstlLabele,prekidac,lampa,slika)
prekidac.Value = ’0On’;
lampa.Color = ’red’;

slika.Visible = true;

app.player = audioplayer(p, 8192); hpostavljanje audioplayera
%s 8192 sample rate
play(app.player); hpokretanje audioplayera

labela.Text = tekstlLabele;

labela.Interpreter = "latex";

pause (pauza) ;

stop(app.player) ; hzaustavljanje audioplayera

prekidac.Value = ’0ff’;
lampa.Color = [0.65,0.65,0.65];
slika.Visible = false;
labela.Text = "";

end
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Druga funkcija izracunFrekvencije omogucuje izracun frekvencije tonova s ob-
zirom na zadani omjer frekvencija te ispis izracunate frekvencije u tablicu. Izvorni

koéd ove funkcije mozemo pogledati u nastavku.

%Funkcija izracunFrekvencije

hizracunavanje frekvencija i ispis u tablici

function izracunFrekvencije(app,ton,omjer,tablica)

app.izrFrek = omjer * app.F; hizracun frekvencije tona

nr = {ton app.izrFrek};
tablica.Data = [tablica.Data; nr]; Jsunos novog retka u tablicu

end

Tre¢a funkcija iscrtajZvukTon je funkcija koja izracunava sinusni val prema
proizvoljno odabranoj frekvenciji i amplitudi te iscrtava krivulju izracunatog vala

na grafu. Izvorni kod ove funkcije mozemo pogledati u nastavku.

%»Funkcija iscrtajZvukTon

hiscrtavanje sinusnog vala na grafu

function iscrtajZvukTon(app,ton,axes,labelaZvuka, sklopka, lampa, slika)
app.t=(0:1/(100%100) : 1) ; %hvrijeme
app.P=app.A*sin(2xpi*app.izrFrek*app.t); %tlak - jednadzba sinusnog vala

if strcmp(app.color,’’)

plot(axes, app.t,app.P); hiscrtavanje izracunatog sinusnog vala
else

plot(axes, app.t,app.P,app.color);

end

axes.XLim = [0 0.01]; hpostavljanje granica x i y osi grafa
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if app.A>0
axes.YLim = [-app.A app.Al;

end
hold(axes, ’on’)
%poziv funkcije za zvukovnu interpretaciju vala

playAudio(app,app.P,1,labelaZvuka,ton,sklopka,lampa,slika);

end

Cetvrta funkcija disonancalzracun predstavlja funkciju za izrac¢un vrijednosti
disonance prema formulama koje smo naveli u podnaslovu 6.3. Izvorni kod ove

funkcije mozemo pogledati u nastavku.

sFunkcija disonancalzracun

hizracun vrijednosti disonance

function d = disonancalzracun(app, frekvencije, amplitude)
xMax=0.24; %konstante
51=0.0207;
s2=18.96;
cl=5;
c2=-5;
a=-3.51;
b=-5.75;

n=length(frekvencije);
[frekvencije,ind]=sort (frekvencije);
amp=amplitude(ind);

D=0;

hglavni izracun disonance izmedu svih parova frekvencija

for i=2:n

83



Fmin=frekvencije(l:n-i+1);
s=xMax./(s1*Fmin+s2) ;
Fraz=frekvencije(i:n)-frekvencije(l:n-i+1);
AMP=min (amp(i:n),amp(l:n-i+1));
Dnova=AMP.* (cl*exp(a*s.*Fraz)+c2*exp(b*s.*Fraz)) ;
D=D+Dnova*ones(size(Dnova))’;

end

d=D;

end

Posljednja funkcija koju ¢emo navesti je funkcija krivuljaDisonancije. Ova
funkcija priprema odabrane vrijednosti frekvencije, amplitude i broja harmonika
za izracun vrijednosti disonance nad izabranim intervalima. Poziva prethodno
definiranu funkciju disonancalzracun nad izabranim intervalima te nakon do-
bivenih vrijednosti disonance, iscrtava krivulju disonancije na grafu. Izvorni kod

ove funkcije mozemo pogledati u nastavku.

%Funkcija krivuljaDisonancije

hpriprema i poziv funkcije za izracun disonance za svaki interval

function krivuljaDisonancije(app, brHarmoinika)
%osnovni intervali za markere - npr.3/2=1,5 => (1,5-1)/0.01 = 50
osnlntervali = [1,6+1,13,21,26,34,41,51,61,68,81,88,101];
xvrijedOsnIntervali = [1,1.06,1.12,1.2,1.25,1.33,1.4,1.5,
1.6,1.67,1.8,1.87,2];
if brHarmoinika == %Jednostavni ton
freq = [app.F];
amp = [app.Al;
disonanca=0;

dMax=0;

for i=1+0.01:0.01:2.3 hpetlja po svakom intervalu

frekvencije=[freq ixfreql;
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amplitude=[amp, amp];
hpoziv funkcije za izracun disonance
d=disonancalzracun(app,frekvencije,amplitude);
if (d>dMax)

dMax=d;
end
disonanca=[disonanca dJ;

end
app.diss = disonanca;
hiscrtavanje krivulje disonancije na grafu

plot(app.UIAxes_7,1:0.01:2.3,disonanca);
hold(app.UIAxes 7,’0on’);

app.UIAxes 7.XLim = [1 2.3]; YJpostavljanje granica x i y osi grafa

[0 dMax];

app.UIAxes_7.YLim

hoznaCavanje markera za odabrane intervale na grafu
for i=1:numel(osnlntervali)
plot(app.UIAxes_7,xvrijedOsnIntervali(l,i),
disonanca(l,osnIntervali(1,i)),’*’,’LineWidth’,2);
end
legend(app.UIAxes_7,’krivulja disonancije’,’osnovni ton’,
’mala sekunda’,’velika sekunda’,’mala terca’,
’velika terca’,’kvarta’,’tritonus’,’kvinta’,’mala seksta’,

’velika seksta’,’mala septima’,’velika septima’,’oktava’);

else %0bojeni ton
amp=[];
freq=[];

disonanca=[0];
dMax=0;
omjeri = [1,0.9,0.8,0.7,0.6,0.5,0.4,0.3,0.2,0.1];

Jpolje s amplitudama i frekvencijama visih harmonika
for j=1:brHarmoinika

amp (1,end+1)=app.A*omjeri(l,j);
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freq(1,end+1) = app.Fx*j;

end

for i=1+0.01:0.01:2.3
frekvencije=[freq i*freq];
amplitude=[amp, amp];
d=disonancalzracun(app,frekvencije,amplitude);
if (d>dMax)
dMax=d;
end
disonanca=[disonanca dJ;

end

app.diss = disonanca;

plot(app.UIAxes_7,1:0.01:2.3,disonanca);
hold(app.UIAxes_7,’on’);

[1 2.3];

[0 dMax];

app.UIAxes_7.XLim

app.UIAxes_7.YLim

hoznaCavanje markera za odabrane intervale na grafu
for i=1:numel(osnIntervali)
plot(app.UIAxes_7,xvrijedOsnIntervali(l,i),

disonanca(l,osnIntervali(1,i)),’*’,’LineWidth’,2);

end

legend(app.UIAxes_7,’krivulja disonancije’,’osnovni ton’,

’mala sekunda’,’velika sekunda’,’mala terca’,
’velika terca’,’kvarta’,’tritonus’, ’kvinta’,’mala seksta’,
’velika seksta’,’mala septima’,’velika septima’,’oktava’);
end

end
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