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Poglavlje 1
Uvod

Autonomni su mobilni roboti strojevi koji se autonomno gibaju i obavljaju razne ko-risne poslove u dinami£kim i nepoznatim prostorima bez njihova preina£avanja. Pri-mjene autonomnih mobilnih robota vrlo su ²iroke, primjeri
e prijenos tereta, £i²¢e-nje/pretraºivanje prostora, nadzor prostora i razne druge usluºne primjene u uredima,skladi²tima, supermarketima, zra£nim lukama, ku¢anstvima, bolni
ama, muzejima itd.U navedenim se primjenama postavljaju vrlo sloºeni zahtjevi na sustav planiranja giba-nja mobilnog robota, budu¢i da se u istim prostorima mogu gibati ljudi i razni objekti.Osim toga, da bi se izbjegla potreba zadavanja CAD (engl. 
omputer-aided design)modela prostora mobilnom robotu, sustav planiranja gibanja treba omogu¢iti i njegovoautonomno gibanje u nepoznatim prostorima. U ovoj se diserta
iji istraºuju upravo pro-blemi planiranja gibanja mobilnih robota u takvim dinami£kim i nepoznatim prostorimas 
iljem razvoja 
jelovitog sustava planiranja gibanja koji ¢e osigurati sigurno gibanjemobilnog robota kroz prostor bez sudara s drugim dinami£kim objektima u prostoru uzistodobno obavljanje postavljenog zadatka.Istraºivanjima su u diserta
iji obuhva¢ena £etiri glavna istraºiva£ka problema u pla-niranju gibanja mobilnog robota: (1) planiranje geometrijskih putanja robota u pozna-tim prostorima s 
iljem razvoja algoritma koji daje optimalnu putanju i koji je prikladanza rad u stvarnome vremenu i pri promjenama u prostoru; (2) planiranje geometrijskihputanja robota u nepoznatim prostorima s 
iljem razvoja algoritma za is
rpno istraºiva-nje prostora radi izgradnje njegove karte; (3) generiranje trajektorije gibanja robota radiosiguranja dobrog slije�enja geometrijske putanje robota, po²tuju¢i njegova kinemati£kai dinami£ka ograni£enja i raspored prepreka u njegovoj okolini te (4) planiranje gibanjau prostorima s gibaju¢im preprekama s 
iljem razvoja algoritma za sigurno izbjegavanjesudara s njima i algoritma za sprje£avanje zastoja u uskim prolazima.Ve¢ina algoritama planiranja geometrijskih putanja generira graf mogu¢ih putanjaod aktualne do 
iljne pozi
ije robota na osnovi poznavanja karte prostora. Optimalnase putanja tada nalazi nekom od strategija pretraºivanja grafova. �esto se koristi tzv.D* algoritam koji je vrlo pogodna strategija pretraºivanja u naviga
iji mobilnih robota,jer omogu¢uje promjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama u prostoru. To1



2 Poglavlje 1. Uvodse svojstvo naziva dinami£kim planiranjem. Kao graf mogu¢ih putanja £esto se koristemreºaste karte zauze¢a prostora koje prikazuju prostor mreºom kvadratnih polja jedna-kih povr²ina. Svako polje sadrºi informa
iju o vjerojatnosti zauze¢a toga dijela prostorai predstavlja £vor grafa mogu¢ih putanja. Algoritmi planiranja putanje zasnovani namreºastim kartama imaju dva zna£ajna nedostatka: (1) dobiveni je put sastavljen odniza povezanih linijskih segmenata s promjenama u orijenta
iji segmenata koje su vi-²ekratni
i od 45◦ i (2) ra£unski su previ²e zahtjevni za planiranje putanja u velikimprostorima. Prvi se nedostatak odraºava u potrebi za znatnim usporavanjem (£estoi zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robota zbog skokovitih promjena orijenta
ije priprelasku s pra¢enja jednog linijskog segmenta putanje na drugi. S 
iljem rje²avanja togaproblema u ovom se radu istraºuje algoritam planiranja putanje kojemu orijenta
ije seg-menata putanje nisu vi²ekratni
i 45◦ ve¢ su proizvoljne. Drugi se nedostatak rje²avapredstavljanjem prostora mreºastom kartom nejednolike razlu£ivosti kod koje veli£inepolja ovise o gusto¢i prepreka u prostoru ili uvo�enjem hijerarhijske apstrak
ije prikazaprostora. U ovom se radu razvija hijerarhijski algoritam planiranja putanje.Problem planiranja geometrijske putanje dodatno se usloºnjava ako se mobilni ro-bot mora autonomno gibati u nepoznatome prostoru, tj. u prostoru za koji mu kartanije dostupna. Taj se problem £esto naziva problemom istraºivanja prostora. Ve¢inastrategija istraºivanja prostora gura robota na grani
u istraºenog i neistraºenog pros-tora. Strategije ve¢inom nisu pouzdane kada se primjene u realnim uvjetima zbognesigurnosti mjerenja, lokaliza
ije i izgradnje karte. Druge pak strategije pate od velikera£unske sloºenosti otkrivanja grani
a izme�u istraºena i neistraºena prostora i odabiranajobe¢avaju¢ije grani
e. Stoga se u ovome radu razvija algoritam istraºivanja prostorakoji uzima u obzir pogre²ke mjerenja senzora i nesigurnost poloºaja u izgradnji karteprostora.Po dijelovima prekinuta geometrijska putanja pretvara se u neki oblik glatke krivuljekoja u vremenu predstavlja trajektoriju mobilnog robota na osnovi koje se robotu za-daju referentne brzine gibanja. Razlikuju se neposredni i posredni pristupi generiranjutrajektorije. U neposrednim se pristupima kod generiranja trajektorije moraju uzetiu obzir dinami£ka i kinemati£ka ograni£enja robota. Dobivena krivulja prostorno od-stupa od izvorne geometrijske putanje, pa se mora dodatno provjeriti prolazi li ona krozneku prepreku u prostoru. U slu£aju dinami£kih prostora, reparametriranje globalnetrajektorije takvim metodama ra£unski je dosta zahtjevno. Posredni pristupi generira-nju trajektorije zasnivaju se na primjeni algoritama izbjegavanja prepreka. Kori²tenjealgoritma izbjegavanja prepreka u koordina
iji s globalnom geometrijskom putanjomneizbjeºno je u dinami£kim prostorima u kojima prora£un upravlja£kih naredaba morabiti dovoljno brz da se mobilni robot stigne prilagoditi promjenama u prostoru bez ne-ºeljenog zaustavljanja na putu do 
ilja. U ovome se radu istraºuje posredni pristupgeneriranja trajektorija s 
iljem razvoja algoritma planiranja gibanja koji objedinjujedva klju£na problema: planiranje putanje i slije�enje putanje. Dodatno, razmatra sekonvergen
ija gibanja robota prema zadanoj 
iljnoj pozi
iji, pri £emu se koristi Ljapu-



3novljeva analiza stabilnosti.Veliki je izazov u planiranju gibanja mobilnih robota rije²iti probleme izazvane pri-sutno²¢u gibaju¢ih prepreka u prostoru. Dvije su glavne kategorije pristupa rje²avanjutoga problema: prostorno-vremenski pristupi i pristupi pro²irenjem poten
ijalnih polja.Prostorno-vremenski pristupi pretpostavljaju a priori znanje o trajektorijama pokretnihprepreka. Pristupi pro²irenjem poten
ijalnih polja generiraju umjetnu silu koja odbijarobota od prepreka. Osim izbjegavanja sudara s gibaju¢im preprekama, potrebno je ri-je²iti i problem zastoja u uskim prolazima. Zastoj se javlja u situa
ijama kada se roboti gibaju¢a prepreka (drugi robot, £ovjek) sretnu u uskom prolazu i jedno drugom one-mogu¢e nastavak gibanja prema 
ilju. Postoji nekoliko metoda koje problem rje²avajupostavljanjem prioriteta robotima, ali njihova uspje²nost nije zajam£ena u svim situ-a
ijama. U ovome se radu razvija algoritam planiranja gibanja koji osigurava sigurno iglatko gibanje bez zastoja me�u stati£kim i gibaju¢im preprekama.Ostatak je ovog rada organiziran kako slijedi.U drugom su poglavlju opisani algoritmi planiranja geometrijskih putanja robotau poznatim prostorima, ali s mogu¢no²¢u pojave nepoznatih stati£kih i dinami£kih pre-preka u njima. Budu¢i da je naglasak na rad u stvarnom vremenu, detaljnije su opisanialgoritam A* i njegovi nasljedni
i, algoritmi D* i FD*, koji imaju svojstvo dinami£kogplaniranja. Nadalje, opisan je razvijeni dvosmjerni algoritam D* planiranja geometrij-ske putanje zasnovan na mreºastoj karti zauze¢a, koji izra£unava najkra¢u putanju ugeometrijskom prostoru i naslje�uje svojstvo dinami£kog planiranja od algoritma D*.Na kraju poglavlja dani su eksperimentalni rezultati provjere razvijenog algoritma pla-niranja putanje.U tre¢em se poglavlju razmatra problem planiranja putanje u velikim unutarnjimprostorima, kao ²to su prostori sastavljeni od vi²e katova ili £ak vi²e zgrada. Opisan jeCagigasov algoritam kojim je inspiriran razvijeni hijerarhijski algoritam planiranja pu-tanje nazvan FHD*. Nadalje, opisana je nova hijerarhijska organiza
ija karte prostorakojom je osigurano optimalno horizontalno (u jednom katu) i vertikalno planiranje puta-nje (izme�u katova zgrade). Prikazana je razvijena metoda automatske izgradnje takvekarte iz mreºaste karte zauze¢a. Na kraju poglavlja dani su eksperimentalni rezultatiprovjere razvijenog hijerarhijskog algoritma planiranja putanje.U £etvrtom se poglavlju razmatra istraºivanje nepoznatog prostora s 
iljem iz-gradnje karte prostora. Dan je opis Ekmanova algoritma istraºivanja koji pretpostavljaidealnu lokaliza
iju robota i idealni senzor udaljenosti. Opisan je algoritam izdvajanjalinijskih segmenata iz za²umljenih o£itanja senzora, uzimaju¢i pritom u obzir utje
ajnesigurnosti poloºaja mobilnog robota. Nadalje, opisan je razvijeni algoritam istraºiva-nja prostora koji uklanja stroga ograni£enja Ekmanova algoritma na senzor udaljenostii lokaliza
iju robota. Na kraju poglavlja dani su simula
ijski i eksperimentalni rezultatiprovjere razvijenog algoritma istraºivanja prostora.U petom su poglavlju opisani algoritmi slije�enja putanje zasnovani na algoritmudinami£kog prozora koji prora£unavaju mogu¢e trajektorije s obzirom na kinemati£ka



4 Poglavlje 1. Uvodi dinami£ka ograni£enja robota. Opisan je razvijeni algoritam planiranja gibanja kojiobjedinjuje algoritam planiranja putanje i algoritam dinami£kog prozora. Razvijenimobjedinjenim algoritmom planiranja gibanja jam£i se sigurno gibanje robota do global-nog 
ilja u prisustvu stati£kih prepreka. Zatim je opisano pro²irenje razvijenog algoritmaplaniranja gibanja koje osigurava sigurno i glatko gibanje bez zastoja i me�u gibaju¢impreprekama. Na kraju poglavlja dani su simula
ijski i eksperimentalni rezultati provjererazvijenog algoritma planiranja gibanja.U ²estom je poglavlju opisan integrirani algoritam planiranja gibanja mobilnogrobota koji osigurava konvergen
iju gibanja robota prema zadanoj 
iljnoj pozi
iji. Ra-zvijeni se algoritam planiranja gibanja zasniva na kon
eptu pomi£nog horizonta. Zarazvijeni je algoritam planiranja gibanja dokazana asimptotska stabilnost 
iljne to£kekori²tenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti. Zatim su dani simula
ijski rezultati pro-vjere razvijenog algoritma planiranja gibanja.U sedmom su poglavlju dana zaklju£na razmatranja problema planiranja gibanjamobilnog robota u dinami£kim i nepoznatim unutarnjim prostorima.



Poglavlje 2
Planiranje putanje u poznatimdinami£kim prostorima

Putanja mobilnog robota de�nirana je kao ure�eni skup svih kon�gura
ija koje mobilnirobot poprima na putu od po£etne kon�gura
ije u kojoj se nalazi do 
iljne kon�gura
ijeu koju treba do¢i. Pojam kon�gura
ijski prostor uveden je u robotiku krajem 70-ihgodina pro²log stolje¢a [75℄, a ozna£ava sve mogu¢e kon�gura
ije robota u geometrijskomprostoru. Kon�gura
ija ili stanje robota u geometrijskom prostoru odre�eno je njegovimpoloºajem koji ozna£ava pozi
iju i orijenta
iju robota u koordinatnom sustavu prostora.U skladu s navedenim de�ni
ijama putanje i kon�gura
ijskog prostora de�niran jei problem planiranja putanje kao problem odabira optimalnog skupa kon�gura
ija mo-bilnog robota od po£etne do 
iljne kon�gura
ije iz skupa svih mogu¢ih kon�gura
ijasadrºanih u kon�gura
ijskom prostoru. Prema [68℄ pristupi planiranja putanje mogu sepodijeliti u tri glavne skupine: poten
ijalna polja (engl. potential �eld), karta putanja(engl. roadmap) i dekompozi
ija prostora (engl. 
ell de
omposition).Poten
ijalna polja proizvode silu koja odbija robota od prepreka i privla£i ga k 
ilju[59℄. Taj pristup izravno odre�uje gibanje robota do 
ilja, ali ima problem lokalnogminimuma. Postoje modi�ka
ije poten
ijalnih polja koje uklanjaju lokalni minimum,ali takvi su pristupi ra£unski prezahtjevni [105℄.Karta putanja predstavlja povezanost kon�gura
ijskog prostora u obliku grafa pu-tanja u poligonalnom prikazu prostora [132℄, [135℄, [12℄. Putanja od starta do 
iljapronalazi se pretraºivanjem toga grafa. Nedostatak je toga pristupa ²to se £esto te²koosigurava svojstvo kompletnosti, to jest ne jam£i se pronalazak putanje do 
ilja iako onapostoji [132℄. Drugi je nedostatak u primjeni ovoga pristupa na robotu s ograni£enimdometom senzora udaljenosti, jer u tom slu£aju mogu nedostajati potrebne informa
ijeo prostoru da se izgradi karta putanja [136℄.Dekompozi
ija prostora dijeli kon�gura
ijski prostor na segmente prostora i tadanalazi slijed tih segmenata koji £ine putanju [68℄. Svaki segment prostora predstavlja£vor u grafu koji se pretraºuje. Dekompozi
ija prostora moºe biti egzaktna ili aproksi-mativna. Dok egzaktna dekompozi
ija egzaktno opisuje £itavi kon�gura
ijski prostor,5



6 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaaproksimativna je dekompozi
ija ra£unski manje zahtjevna pa se £e²¢e primjenjuje.Aproksimativna se dekompozi
ija naj£e²¢e zasniva na segmentima kvadratnih oblika.Primjer je takve dekompozi
ije mreºasta karta zauze¢a [130℄ koja se koristi u radu.Brojni su algoritmi pretraºivanja grafa primijenjeni na takvoj dekompozi
iji prostora[126℄, [127℄, [64℄, [31℄, koji omogu¢uju brzo prera£unavanje putanje u slu£aju promjenau prostoru. Nedostatak je ovoga pristupa da tako�er ne osigurava kompletnost, ali samou slu£aju kada je veli£ina kvadratnih segmenata prevelika tako da se moºe dogoditi darobot mora pro¢i kroz prolaz koji je uºi od strani
e kvadratnog segmetna. Prema tome,kompletnost se moºe zajam£iti smanjenjem veli£ine kvadratnih segmenata, ²to naravnopove¢ava ra£unsku sloºenost algoritama planiranja putanje, jer se pove¢ava broj £vorovagrafa koje treba pretraºiti. Smanjenje ra£unske sloºenosti moºe se posti¢i primjenomhijerarhijske reorganiza
ije prostora, ²to je opisano u 3. poglavlju.U ovom se poglavlju razmatra problem planiranja najkra¢e putanje slobodne odprepreka od po£etne do 
iljne pozi
ije robota uz pretpostavku da je veli£ina preprekaupisana u kartu prostora. Pretpostavlja se da je mobilni robot opremljen senzoromudaljenosti ograni£enog dometa kojim otkriva prepreke u prostoru i nadogra�uje kartu.Koristi se pristup planiranja putanje zasnovan na mreºastim kartama zauze¢a i razma-traju se algoritmi pretraºivanja prikladni za rad u stvarnom vremenu i pri promjenamau prostoru. Poglavlje je sadrºajno organizirano kako slijedi. U potpoglavlju 2.1 danesu osnovne de�ni
ije pro
esa pretraºivanja prostora stanja, a u potpoglavlju 2.2 de�ni-
ije grafa stvorenog iz mreºaste karte zauze¢a. U potpoglavlju 2.3 detaljnije su opisani iuspore�eni algoritmi pretraºivanja takvog grafa koji su glavno polazi²te razvijenog algo-ritma koji je opisan u potpoglavlju 2.4. Zaklju£na razmatranja dana su u potpoglavlju2.5.2.1 De�ni
ija pro
esa pretraºivanja prostora stanjaU terminologiji podru£ja umjetne inteligen
ije izraz planiranje odnosi se na pretraºi-vanje diskretnog prostora stanja [107℄. Nadalje, de�nira se kona£an broj ak
ija kojese mogu primijeniti nad diskretnim skupom stanja i konstruira se rje²enje zadavajemodgovaraju¢eg slijeda ak
ija. Pro
es pretraºivanja de�niraju sljede¢e komponente:
• po£etno stanje u kojem se robot nalazi;
• operator koji opisuje izvr²enu ak
iju u obliku o(x) = x′, odnosno daje stanje x′koje ¢e se dohvatiti izvr²avanjem neke ak
ije u stanju x. Alternativno se koristii funk
ija sljednika S, koja za dano stanje x, daje skup svih stanja koja se mogudohvatiti jednostrukim ak
ijama (ne niz ak
ija nego jedna) iz stanja x.
• prostor stanja je skup svih stanja dohvatljivih iz po£etnog stanja slijedom izvr-²enih ak
ija.



2.1. De�ni
ija pro
esa pretraºivanja prostora stanja 7
• putanja u prostoru stanja de�nirana je kao bilo koji niz ak
ija provedenih odjednog stanja do drugog.
• 
iljni test je funk
ija prepoznavanja 
ilja i ona se primjenjuje u svakom stanjuda bi se detektiralo ostvarenje 
ilja.
• 
ijena putanje je funk
ija koja pridruºuje broj£anu vrijednost putanji. U naj-£e²¢im slu£ajevima je 
ijena putanje zbroj svih pojedina£nih vrijednosti pla¢enihza izvr²avanje ak
ija duº putanje. Cijena putanje predstavlja kriterij po kojem birje²enje problema bilo optimalno. Kriterij primjeri
e moºe biti proteklo vrijeme,prevaljena udaljenost ili utro²ena energija. Ozna£ava se funk
ijom g.Rje²enje pro
esa pretraºivanja je putanja od po£etnog do 
iljnog stanja. Do rje-²enja se dolazi pretraºivanjem prostora stanja. Primjenjivanjem funk
ije sljednika natrenutno stanje dolazimo do novog skupa stanja. Taj se pro
es naziva pro²irivanjemstanja, odnosno, odre�ivanjem svih sljednika trenutnog stanja. U pro
esu pretraºivanjaizdvaja se jedna mogu¢nost iznad ostalih, koje se ostavljaju za kasnije razmatranje, uslu£aju da izdvojena nije dovela do rje²enja. Taj je odabir odre�en strategijom pretraºi-vanja. Pro
es pretraºivanja najbolje je prikazati grafom u kojem £vorovi predstavljajustanja, a bridovi prijelaze stanja. Algoritam koji se primjenjuje naziva se algoritmompretraºivanja grafa. Odre�ena se strategija pretraºivanja o
jenjuje kroz £etiri kriterija:
• kompletnost - osigurava li strategija pronalazak rje²enja ako ono postoji;
• vremenska sloºenost - koliko traje pronalaºenje rje²enja;
• memorijska sloºenost - koliko je memorije potrebno za izvr²avanje pretraºiva-nja;
• optimalnost - pronalazi li strategija najbolje rje²enje iz skupa mogu¢ih rje²enjapo kriteriju 
ijene putanje.Strategije pretraºivanja mogu se podijeliti na neinformiranu i informiranu skupinustrategija. Neinformirane strategije nemaju nikakvu informa
iju o broju koraka ili 
ijeniputanje od trenutnog stanja do 
ilja. Primjeri neinformiranih strategija su pretraºiva-nje u ²irinu (BFS) (engl. Breadth-�rst-sear
h) [107℄, Witkowskijev algoritam [134℄,uniformno pretraºivanje ili Dijkstrin algoritam [25℄ i algoritam D* [126℄. Informiranestrategije sadrºe te dodatne informa
ije i dolaze do rje²enja mnogo u£inkovitije. Infor-ma
ije koje koristi informirana strategija pretraºivanja koriste se u funk
iji o
jenjivanjakoja pridruºuje o
jenu svakom £voru koji se moºe pro²iriti £vorovima sljedni
ima. �vorkoji ima najbolju o
jenu bit ¢e pro²iren prvi. Te se strategije nazivaju jo² i strategi-jama pretraºi-prvo-najboljeg (engl. best-�rst-sear
h). Primjeri informiranih strategijasu pohlepno pretraºivanje (engl. Greedy-sear
h) [107℄, algoritam A* [48℄ i fokusiranialgoritam D* (engl. fo
ussed D* algorithm) [127℄. U nastavku ¢e biti detaljnije opisaneneke od ovih strategija pretraºivanja.



8 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorima2.2 Prostor mobilnog robota kao graf2.2.1 Skupovi i listeU ovom su dijelu de�nirani pojmovi koji se koriste kroz 
ijeli rad [67℄.Skup je neporedani niz razli£itih elemenata. Primjeri
e, zapisuje se kao S = {1, 5, 8}i vrijedi {5, 1, 8} = {1, 5, 8}. Pi²emo s ∈ S kada ºelimo re¢i da je s element iz skupa
S. Kardinalnost (kona£nog) skupa S, ozna£ena s |S|, je broj elemenata u skupu S.Primjeri
e, |{1, 5, 8}| = 3. Za nenegativni 
ijeli broj k, k-skup je skup kardinalnosti k.Prazan skup je skup koji nema elemenata. On je 0-skup i ozna£ava se s ∅. Za skupove
S i T kaºemo da je S podskup od T ako je svaki element iz S element iz T . To jeekvivalentno uvjetu s ∈ S ⇒ s ∈ T i pi²emo S ⊆ T . Kaºemo da je S pravi podskup od
T ako vrijedi S ⊆ T i S 6= T i pi²emo S ⊂ T . Presjek, unija i razlika skupova S i Tde�nirani su redom

S ∩ T = {s | s ∈ S i s ∈ T },
S ∪ T = {s | s ∈ S ili s ∈ T },
S \ T = {s | s ∈ S i s /∈ T }.Lista je poredani niz elemenata. Primjeri
e, L = [8, 1, 1] i vrijedi [8, 1, 1] 6= [1, 8, 1].Elementi liste L ozna£eni su s L[1], . . . ,L[|L|], redom, gdje je |L| duljina (broj eleme-nata) liste L. U radu koristimo opera
iju unije dviju lista tako ²to se liste nadoveºujedna na drugu. Neka su dane dvije liste L iM. Unija dviju lista L∪M £ini listu kojojje lista M nadovezana na listu L. Pritom je bitan poredak lista u opera
iji, odnosnone vrijedi komutativnost opera
ije. U slu£aju da je zadnji element prve liste jednakprvom elementu druge liste, na mjestu nadovezivanja izostavlja se isti element. Premanavedenom unija lista de�nirana je kao
L ∪M = [a1, a2, . . . , an],gdje je

ak =





L[k] za k = 1, . . . , |L|
M[k − |L|] zaM[1] 6= L[|L|] i k = |L|+ 1, . . . , |L|+ |M|
M[k − |L|+ 1] zaM[1] = L[|L|] i k = |L|+ 1, . . . , |L|+ |M| − 1.U radu tako�er koristimo i oduzimanje elementa iz liste tako da se svi elementi listenakon oduzetog elementa pomi£u za jedno mjesto u lijevo. Neka je dana lista L =

[a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an]. Oduzimanje elementa liste ak de�nirano je kao:
L \ ak = [a1, . . . , ak−1, ak−2, . . . , an].



2.2. Prostor mobilnog robota kao graf 92.2.2 Mreºaste karte zauze¢aVe¢ina algoritama planiranja putanje koristi mreºastu kartu zauze¢a [130℄ kao graf pre-traºivanja. Karta je dobivena dijeljenjem prostora mreºom na K kvadratnih polja jed-nakih duljina strani
a epolje, koji su apstraktno prikazani skupom polja K = {1, . . . ,K}s odgovaraju¢im Kartezijevim koordinatama sredi²ta polja ci ∈ R2, i ∈ K. Svako poljesadrºi informa
iju o vjerojatnosti zauze¢a toga dijela prostora. Binarne mreºaste kartezauze¢a su one karte koje se sastoje samo od slobodnih i zauzetih polja. U takvim sekartama koristi binarna funk
ija zauze¢a z(i) ∈ {1,∞}, i ∈ K, kojom se opisuje skupsvih prepreka u prostoru ozna£enih skupom Z = {i ∈ K | z(i) =∞}, a slobodna poljasu sva ostala ozna£ena skupom N = K \ Z.Robot se u takvoj karti predstavlja kvadratnom maskom, pri tom kvadrat morabiti takvih dimenzija da se opseg robota moºe upisati u njega. Za polovi
u strani
ekvadrata pro²iruju se prepreke te se robot u mreºastoj karti zauze¢a smatra to£kom.Kvadratna maska se uzima zato da se robot u svakoj to£ki slobodnog polja mreºaste kartezauze¢a moºe okretati u mjestu, £ime je olak²ano planiranje putanje, odnosno potrebnoje planirati samo pozi
ije to£ke u karti. Problem ovakvog pristupa je da se uski prolaziu karti mogu zatvoriti iz dva razloga (1) zbog preniske razlu£ivosti mreºe, ²to se moºerije²iti smanjenjem veli£ine polja mreºe tj. pove¢anjem razlu£ivosti mreºe i (2) prolazje preuzak da bi robot mogao rotirati u njemu, ali zapravo moºe pro¢i kroz njega uzodre�enu orijenta
iju robota u £ijem slu£aju kvadratni opis robota nije zadovoljavaju¢.Za rje²avanje ovog problema, koji se naziva problemom pomi
anja klavira (engl. pianomover's problem) [69℄ nuºno je koristiti odgovaraju¢i opis robota (naj£e²¢e pravokutnikili elipsu) te u problem planiranja putanje uklju£i osim planiranja pozi
ija i planiranjeorijenta
ija na putanji.U ovom radu koristimo mobilnog robota koji se u karti prostora dobro moºe opisatikrugom polumjera rr. Prepreke su pro²irene za 
jelobrojni broj polja ⌈rr/epolje⌉, od-nosno robota opisujemo kvadratnom maskom strani
e 2 · ⌈rr/epolje⌉ · epolje. Pro²irenjaprepreka izvode se pridruºivanjem sredi²ta kvadratne maske robota svakoj to£ki unutarpolja sa stvarnom preprekom te postavljanjem zauzetima svih polja pod maskom ro-bota. Ova pro
edura pro²irenja prepreka implementa
ijski je jednostavna i omogu¢ujejednostavnu detek
iju sudara trajektorije robota s preprekom. Na sli
i 2.1 prikazanje opseg kori²tenog robota i njegovo pro²irenje kvadratnim oblikom u mreºastoj kartizauze¢a. Moºe se primijetiti da su uglovi prepreka pro²ireni √2 puta vi²e nego ²to jenuºno, ²to dodatno potvr�uje sigurnost trajektorija koje ne prolaze kroz zauzeta polja.U radu koristimo dva tipa mreºastih karata zauze¢a: binarnu mreºastu kartu za-uze¢a i mreºastu kartu zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena [115℄. Sigurnosna maska
ijena sli£na je polju umjetnih poten
ijala [59℄ ²iroko kori²tenih u roboti
i. Uklju£ujese u mreºastu kartu zauze¢a de�niranjem novih vrijednosti funk
ije zauze¢a. Svako po-lje blizu prepreke unutar ²irine sigurnosne maske 
ijena Mc, koja je izraºena u brojupolja, dobiva odre�enu vrijednost zauze¢a koja ovisi o udaljenosti polja od najbliºe pre-
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Slika 2.1. Dio prostora predstavljen binarnom mreºastom kartom zauze¢a: slobodna polja oz-na£ena su bijelom bojom (z(·) = 1), a zauzeta polja 
rnom bojom (z(·) = ∞), gdje su sa xozna£ene stvarne pozi
ije prepreka. Primjer odre�ene putanje u takvoj karti ozna£ena je sa *.Polumjer robota iznosi rr = 0.26 m, a odabrana veli£ina polja iznosi epolje = 0.1 m.
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Slika 2.2. Dio prostora predstavljen mreºastom kartom zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena²irine Mc = 4: slobodna polja ozna£ena su bijelom bojom (z(·) = 1) i nijansama sive boje(z(·) ∈ {2, 3, 4, 5}), a zauzeta polja 
rnom bojom (z(·) = ∞), gdje su sa x ozna£ene stvarnepozi
ije prepreka. Primjer odre�ene putanje u takvoj karti ozna£ena je sa *.



2.2. Prostor mobilnog robota kao graf 11preke. Najdalje polje unutar sigurnosne maske 
ijena dobiva vrijednost za jedan ve¢uod vrijednosti slobodnog polja izvan sigurnosne maske 
ijena, a vrijednost polja unutarmaske inkrementalno raste od najdaljeg polja prema zauzetom polju. Funk
ija zauze¢apoprima sljede¢e vrijednosti:
z(i) =

{
max{1, (Mc + 2−min

j
‖ci − cj‖∞)} ako i ∈ K \ Z, j ∈ Z

∞ ako i ∈ Z , (2.1)gdje ‖·‖∞ ozna£ava normu beskona£no1. Na taj se na£in dobivaju gradijenti sigurnosnihvrijednosti od prepreka prema slobodnom prostoru. Prednost ovih gradijenata sigur-nosnih vrijednosti jest da odmi£u putanju dalje od prepreka radi sigurnosti gibanja, apri tom i dalje omogu¢uju prolaz kroz uske hodnike ²to je bolje nego dodatno pro²iritiprepreke u £ijem slu£aju bi se uski prolazi zatvorili. �irina sigurnosne maske 
ijena,odnosno parametar Mc, utje£e na odmaknutost putanje od prepreka i moºe se odreditikao ²to je opisano u poglavlju 5.3.3. Slika 2.2 predstavlja mreºastu kartu zauze¢a sasigurnosnom maskom 
ijena dijela prostora, za parametar Mc = 4.2.2.3 De�ni
ije grafaGraf G sastoji se od skupa elemenata N zvanih £vorovima i skupa elemenata E zvanihbridovima, takav da je svaki element od E dvo£lani podskup skupa £vorova. Graf ukojem je dodatno de�nirana funk
ija teºine w : E → R naziva se teºinskim grafom.Traºenje optimalne putanje izvodi se na teºinskom grafu G(N , E ,W) stvorenomiz mreºaste karte zauze¢a. Slobodna polja predstavljaju skup £vorova N = K \ Z sodgovaraju¢im Kartezijevim koordinatama sredi²ta polja ci ∈ R2, i ∈ N . Kaºemo dasu dva polja ci i cj susjedi ako vrijedi ‖ci− cj‖∞ = epolje. Skup bridova de�niran je kao
E = {ei,j := {i, j} | i, j ∈ N , i i j su susjedi}. Skup teºina bridova W = {wi,j | i, j ∈
N , i i j su susjedi} de�niran je kao 
ijena prijelaza izme�u dvaju susjednih polja

wi,j := ‖ci − cj‖ ·max{z(i), z(j)}. (2.2)U binarnim mreºastim kartama zauze¢a razlikujemo dvije vrijednosti 
ijena prijelaza:ravni i dijagonalni prijelazi. U mreºastim kartama zauze¢a sa sigurnosnom maskom
ijena prijelazi su dodatno oteºani s obzirom na blizinu prepre
i. Graf u kojem postoji
δ > 0 takav da su sve teºine u grafu ve¢e od δ naziva se δ graf. Prema tome, razmatranigraf je δ graf, u kome je δ = epolje.Kaºemo da je lista P = P(S,G) putanja od startnog £vora S do 
iljnog £vora G u1Za x ∈ Rn norma beskona£no de�nirana je kao ‖x‖∞ := maxi∈{1,...,n} |xi|.



12 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimagrafu G(N , E ,W) ako:
P[1] = S, P[|P|] = G,

P[i] ∈ N , i = 1, . . . , |P|,
{P[j],P[j + 1]} ∈ E , j = 1, . . . , |P| − 1.

(2.3)Cijena putanje P de�nirana je kao zbroj teºina bridova na putanji, odnosno,
c(P) :=

|P|−1∑

i=1

wP[i],P[i+1]. (2.4)Neka je π(S,G) skup svih putanja od S do G u grafu G(N , E ,W). Optimalna 
ijenaputanje od S do G de�nirana je kao
g∗(S,G) = min

P
c(P)u.u. P ∈ π(S,G) (2.5)uz pretpostavku da je g∗(S,G) =∞ ako je π(S,G) = ∅.

2.3 Pregled algoritama planiranja putanje u grafuNeka je spe
i�
iran jedan startni £vor S i jedan 
iljni £vor G u grafu G(N , E ,W).Algoritam pretraºivanja grafa nazivamo dopustivim ako jam£i pronalazak optimalneputanje od S do G (kompletan i optimalan). Dopustivi algoritam pretraºivanja grafau danom grafu G(N , E ,W), pronalazi: (1) optimalnu 
ijenu g∗(S,G), i (2) jednu (moºeih biti vi²e) optimalnu putanju P∗(S,G) koja ima 
ijenu g∗(S,G)
P∗(S,G) ∈ {P ∈ π(S,G) | g(P) = g∗(S,G)} , (2.6)ako postoji putanja za dani par £vorova S,G ∈ N .Radi jednostavnosti, simbolom g∗(n) ozna£it ¢emo jedinstvenu 
ijenu optimalne pu-tanje od £vora n do £vora G, odnosno g∗(n) ≡ g∗(n,G). Simbolom h∗(n) ozna£it ¢emojedinstvenu 
ijenu optimalne putanje od £vora S do £vora n, odnosno h∗(n) ≡ g∗(S, n).Algoritam moºe pamtiti sve optimalne putanje od po£etnog £vora pretraºivanja p(za neke algoritme je p = S, a za neke p = G) do £vora n. Pro²irivanjem £vorovapostavljaju se pokaziva£i na prethodne £vorove koji imaju najmanju 
ijenu. Pokaziva£se zapisuje preko funk
ije b(·), gdje b(n) = m ozna£ava da je £voru n ostvarena najniºa
ijena preko £vora m. Po zavr²etku algoritma, moºe se izdvojiti bilo koja putanja od£vora n, koji je bio pro²iren u pro
esu pretraºivanja, do £vora p, od kojeg je po£elo
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iji b(·) kako slijedi
P∗[1] = n,

P∗[i] = b(P∗[i− 1]), i = 2, . . . , |P∗|. (2.7)Pro
es izdvajanja putanje P(n, p) zavr²ava kada se dosegne po£etni £vor p, odnosno
P∗[|P∗|] = p.Razni dopustivi algoritmi razlikuju se u redoslijedu i broju pretraºenih £vorova.Da bi algoritam pro²irio ²to je mogu¢e manje £vorova u traºenju optimalne putanje,mora stalno donositi ²to informiraniju odluku o tome koji £vor treba pro²iriti sljede¢i.Primjeri
e, algoritam moºe pro²irivati nepotrebno one £vorove koji sigurno ne vode do
ilja optimalnom putanjom ili, nasuprot tomu, moºe ignorirati one £vorove koji mogubiti na optimalnoj putanji i tako ne prona¢i optimalnu putanju.2.3.1 Algoritam A*Algoritam A* koristi evalua
ijsku funk
iju f koju ra£una za svaki £vor n koji se slje-de¢i moºe pro²iriti i pro²iruje onaj £vor s najmanjom vrijednosti f . Vrijednost f(n)predstavlja pro
jenu 
ijene optimalne putanje koja prolazi £vorom n. Sastavljena je kao

f(n) = h(n) + g(n), (2.8)gdje je h(n) pro
jena 
ijene h∗(n) (optimalne 
ijene od S do n), a g(n) pro
jena 
i-jene g∗(n) (optimalne 
ijene od n do G). Pro
jenu h(n) ra£una kao najmanju 
i-jenu putanje od S do n prora£unatu do trenutka pro²irivanja £vora n, odnosno vrijedi
h(n) ≥ h∗(n). Kao pro
jenu g koristi bilo koju pro
jenu 
ijene optimalne putanje od ndo G, dobivenu iz stvarnog problema koji je modeliran grafom, tzv. heuristi£nu funk
iju(g(n) = heuristika(n,G)).Heuristi£na funk
ija mora biti dopustiva, odnosno ne smije pre
ijeniti optimalnu pu-tanju od £vora n do G (g(n) ≤ g∗(n)). Ako je heuristika dopustiva tada je algoritamA* dopustiv (jam£i nalaºenje optimalne putanje) [48℄. Dodatno, mora imati svojstvokonzistentnosti. To zna£i da bilo koja pro
jena g(n) ra£unata za £vor n prema �zikalniminforma
ijama stvarnog problema, ne smije biti pobolj²ana koriste¢i odgovaraju¢e po-datke iz stvarnog problema za druge £vorove. Drugim rije£ima, heuristika ima svojstvokonzistentnosti ako vrijedi nejednakost trokuta:

heuristika(n, g) ≤ g∗(n,m) + heuristika(m, g), (2.9)za n,m, g ∈ N . Kao primjer, u problemu pretraºivanja karte prostora mobilnog robota,pravo
rtna udaljenost kao heuristika zadovoljava svojstvo konzistentnosti. Ako je he-uristi£na funk
ija dopustiva i ima svojstvo konzistentnosti tada algoritam A* pretraºujenajmanji broj £vorova grafa G nuºnih za zajam£eni pronalazak optimalne putanje [48℄.Pseudokod algoritma A* dan je algoritmom 2.1. Algoritam A* pretraºuje £vorove



14 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaod starta. Koristi skup O2 kojem dodaje one £vorove koje trenutno razmatra. Iz skupa
O oduzima £vor o koji ima minimalnu vrijednost funk
ije f (tzv. najbolji £vor). �vor opro²iruje njegovim susjedima tako ²to u skup O dodaje one £vorove kojima je 
ijena fve¢a od f(o) (ini
ijalno su 
ijene svih £vorova beskona£ne). Svakom dodanom £voru nu skup O odredi vrijednosti 
ijena h(n) i f(n), prema 
ijeni njegovog prethodnika h(o)i heuristi
i g(n). Tako�er postavi pokaziva£ b prema o jer je o trenutno najbolji £vorprethodnik. Algoritam zavr²ava izvo�enje kada odabere 
iljni £vor G.Algoritam 2.1: A*(S,G)1: ∀n ∈ N , f(n)←∞ //Ini
ijaliza
ija2: O ← S3: h(S)← 04: g(S)← heuristika(S,G)5: f(S)← h(S) + g(S)6: fmin ← 07: dok O 6= ∅ i fmin ≤ h(G)8: fmin ← min{f(n) | n ∈ O}9: o← n∗ //za n∗ vrijedi f(n∗) = fmin10: O ← O \ o11: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E12: ako f(n) > f(o)13: O ← O ∪ n14: h(n)← h(o) + wn,o15: g(n)← heuristika(n,G)16: f(n)← h(n) + g(n)17: b(n)← o18: kraj19: kraj20: krajSvojstva algoritma A*Lema 2.1. Za bilo koji £vor n ∈ O i za bilo koju optimalnu putanju P∗(S, n), postoji£vor nk ∈ O koji je na putanji P∗(S, n) i za koju vrijedi h(nk) = h∗(nk).Dokaz. Ako je S ∈ O (algoritam A* nije izvr²io niti jedan prolaz kroz petlju dok), tadaje o = S i lema je istinita zbog po£etnog uvjeta h(S) = h∗(S) = 0. Pretpostavimo da
S /∈ O. Neka je H skup svih £vorova na putanji P∗(S, n) koji nisu u skupu O i za kojevrijedi h(ni) = h∗(ni), gdje je ni = P∗[i] ∈ H, i ≤ |P∗|. Vrijedi H 6= ∅, jer S ∈ H. Nekaje nj = P∗[j] element iz H s najve¢im mogu¢im indeksom putanje j. Vrijedi nj 6= nbudu¢i da je n ∈ O. Neka je nk = P∗[k] sljednik od nj na putanji P∗, odnosno k = j+1.Mogu¢e je da je nk = n. Prema de�ni
iji od h vrijedi h(nk) ≤ h(nj) + wnj ,nk

. Budu¢ida je nj ∈ H vrijedi h(nj) = h∗(nj), a budu¢i da je P∗ optimalna putanja vrijedi2U literaturi se koristi pojam engl. open list, kao spremi²te trenutno razmatranih £vorova.
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h∗(nk) = h∗(nj) + wnj ,nk

. Stoga slijedi da je h(nk) ≤ h∗(nk). Budu¢i da najmanja
ijena od S do nk odre�ena u bilo kojem trenutku nije manja od optimalne 
ijene
h∗(nk), vrijedi h(nk) = h∗(nk). Dodatno, mora vrijediti nk ∈ O prema de�ni
iji skupa
H.Korolar 2.1. Neka je g(n) ≤ g∗(n) (dopustiva heuristika) za svaki n ∈ N i nekaalgoritam A* nije zavr²io izvo�enje. Tada za bilo koju optimalnu putanju P∗ od S dobilo kojeg 
iljnog £vora n postoji £vor o ∈ O na putanji P∗ s 
ijenom f(o) ≤ f∗(S)(f∗ = h∗ + g∗).Dokaz. Prema lemi 2.1, postoji £vor o ∈ O na putanji P∗ s 
ijenom h(o) = h∗(o).Prema de�ni
iji f vrijedi:

f(o) = h(o) + g(o)

= h∗(o) + g(o)

≤ h∗(o) + g∗(o).

(2.10)Budu¢i da je P∗ optimalna putanja, za svaki o ∈ P∗ vrijedi f∗(o) = f∗(S), ²to upotpu-njava dokaz.Teorem 2.2. Ako je g(n) ≤ g∗(n) za svaki n ∈ N tada je algoritam A* dopustiv.Dokaz. Ovaj teorem dokazuje se metodom kontradik
ije. Neka A* ne nalazi optimalnuputanju od S do G. Postoje dva slu£aja nenalaºenja optimalne putanje: 1) algoritamnikada ne zavr²ava izvo�enje i 2) algoritam zavr²i izvo�enje kad dosegne £vor G, kojinema optimalnu 
ijenu f .1) Neka je G dohvatljiv od S u kona£nom broju koraka i s 
ijenom f∗(S). Budu¢i daje teºina bilo kojeg brida u grafu ve¢a od δ, tada za bilo koji £vor n dalje od K korakaod S, gdje je K =
f∗(S)

δ
, vrijedi f(n) ≥ h(n) ≥ h∗(n) > Kδ = f∗(S). Prema korolaru2.1 postoji £vor o na optimalnoj putanji tako da vrijedi f(o) ≤ f∗(S) < f(n) i premaalgoritmu A* (linije 8-9) £vorovi dalje od K koraka od S ne¢e se pro²irivati, jer ¢e bitiodabran £vor o umjesto n. Prema tome, algoritam A* nije mogao �presko£iti� 
ilj, negoje mogao zauvijek iznova otvarati iste £vorove unutar K koraka od S. Neka je D skupsvih £vorova dohvatljivih unutar K koraka od S (kojih ima |D|). Algoritam A* dodaje£vorove u O samo ako im je nova 
ijena f manja nego kad su prethodno napustili skup

O (linija 12), dakle 
ijena f ¢e se smanjiti do optimalne 
ijene putanje koja prolazi kroz£vor. Svaki £vor iz D moºe se ponovo uba
ivati u skup O kona£an broj puta budu¢i daima kona£an broj putanja od S do n koje prolaze kroz £vorove iz D. Nakon kona£nogbroja pro²irivanja £vorova, niti jedan £vor iz D ne¢e se vi²e dodati u skup O. Prematome, algoritam zavr²ava izvo�enje ²to je u kontradik
iji s prvotnom pretpostavkom.2) Pretpostavimo da algoritam A* zavr²ava izvo�enje kad dosegne £vor G s 
ijenom
f(G) = h(G) > f∗(S). Prema koloraru 2.1, prije zavr²etka algoritma postojao je £vor
o ∈ O na optimalnoj putanji s f(o) ≤ f∗(S) < f(G). Stoga bi se u tom koraku £vor oodabrao za pro²irivanje radije nego G, ²to je u kontradik
iji da je A* zavr²io.



16 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaLema 2.2. Pretpostavimo da kori²tena heuristi£na funk
ija ima svojstvo konzistent-nosti (2.9). Ako A* u nekom koraku izvo�enja oduzme £vor n iz skupa O tada je
h(n) = h∗(n). Kao posljedi
a, algoritam A* vi²e nikada ne dodaje skupu O £vor koji jejednom oduzeo iz skupa O.Dokaz. Neka se algoritam A* nalazi u jednom koraku izvo�enja prije oduzimanja £vora
n iz skupa O (n ∈ O) i pretpostavimo suprotno, h(n) > h∗(n). Postoji neka optimalnaputanja P∗(S, n). Budu¢i da je h(n) > h∗(n), A* nije prona²ao P∗. Prema lemi 2.1postoji £vor o ∈ O na putanji P∗ s h(o) = h∗(o). Ako je o = n lema je dokazana. Ina£evrijedi

h∗(n) = h∗(o) + g∗(o, n)

= h(o) + g∗(o, n).
(2.11)Dalje prema pretpostav
i h(n) > h∗(n) i (2.11) vrijedi

h(n) > h(o) + g∗(o, n). (2.12)Dodavanjem g(n) jednadºbi (2.12) slijedi
h(n) + g(n) > h(o) + g∗(o, n) + g(n), (2.13)i primijenjuju¢i (2.9) na desnu stranu jednadºbe (2.13) slijedi

h(n) + g(n) > h(o) + g(o)

f(n) > f(o),
(2.14)²to je u kontradik
iji da je A* odabrao £vor n za pro²irivanje kada je £vor o bio bolji.Lema 2.3. Neka je lista L = [n1, n2, . . . , n|L|] slijed £vorova redom koje je oduzimaoalgoritam A* iz skupa O i neka vrijedi svojstvo konzistentnosti heuristike (2.9). Ako je

p ≤ q, vrijedi f(np) ≤ f(nq), p, q ∈ {1, 2, . . . , |L|}.Dokaz. Neka je n £vor koji je algoritam A* oduzeo iz skupa O nakon £vora m. Postojedva slu£aja: optimalna putanja od S do n 1) ne prolazi kroz £vor m i 2) prolazi kroz£vor m. Slu£aj 1) zna£i da su £vorovi n i m bili u isto vrijeme u skupu O u trenutkukad je odabran m kao najbolji £vor (pro²irivanjem m, skupu O nije dodan n, nego jeu njemu morao biti od prije). Time je lema za slu£aj 1) dokazana. Slu£aj 2) zna£i daje algoritam pro²irivanjem m dodao £vor n skupu O i odredio h(n) = h(m) + g∗(m,n)(g∗(m,n) = wm,n). Prema lemi 2.2 vrijedi h(n) = h∗(n) i h(m) = h∗(m) i dalje,
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f(n) = h(n) + g(n)

= h∗(n) + g(n)

= h∗(m) + g∗(m,n) + g(n)

≥ h∗(m) + g(m)

≥ h(m) + g(m)

f(n) ≥ f(m).

(2.15)
Dokaz je kompletan budu¢i da izraz (2.15) vrijedi za sve parove £vorova nk i nk+1.Korolar 2.3. Uz pretpostavke prethodne leme, ako je algoritam A* oduzeo £vor n izskupa O tada je f(n) ≤ f(S).Dokaz. Neka je algoritam A* prona²ao G. Tada prema lemi 2.3 vrijedi f(n) ≤ f(G) =
f∗(G) = f∗(S).Neka je a* skup svih algoritama sli£nih algoritmu A* koji imaju neko pravilo odabira£vora s najmanjom 
ijenom (moºe biti vi²e £vorova koji imaju minimalnu 
ijenu, linije8-9 algoritma 2.1).Teorem 2.4. Neka je A bilo koji dopustivi algoritam koji ne koristi vi²e informa
ijao prostoru od algoritma u skupu a* i pretpostavimo da vrijedi konzistentnost heuristikekori²tene u algoritmima iz a*. Tada za bilo koji δ graf G postoji A* ∈ a* takav da jesvaki £vor pro²iren algoritmom A* tako�er pro²iren algoritmom A i da A* pretraºujemanje £vorova od A.Dokaz. Dokaz je dan u [48℄.Sloºenost A* algoritma kao nedostatak Broj pro²irenih £vorova algoritmom A*raste eksponen
ijalno s duljinom optimalne putanje. Pokazano je da se eksponen
ijalniporast javlja u slu£aju da pogre²ka heuristi£ne funk
ije raste brºe od logaritma stvarne
ijene putanje. Subeksponen
ijalni porast je ispunjen ako vrijedi

|g(n) − g∗(n)| < O(log g∗(n)), (2.16)Za gotovo sve heuristike u prakti£noj upotrebi, pogre²ka je barem propor
ionalna 
i-jeni putanje. Me�utim, primjena dobre heuristike jo² uvijek uveliko ²tedi memoriju uusporedbi s uniformnim pretraºivanjem.Primjena algoritma A* na mreºastim kartama zauze¢aAlgoritam A* primjenjuje se na mreºastim kartama zauze¢a tako ²to se koristi prethodnoopisani graf G(N , E ,W). Postoje brojne heuristike koje moºemo koristiti na mreºastoj



18 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimakarti zauze¢a. Naj£e²¢e kori²tena heuristi£na funk
ija je Euklidska norma
heuristika(n, g) = ‖n− g‖, (2.17)gdje su n, g ∈ N . Me�utim, ra£unska sloºenost ra£unanja korijena i kvadrata u Euklid-skoj normi zna£ajna je u usporedbi s pro²irivanjem nekoli
ine dodatnih £vorova. Op-timalna pro
edura koja pretraºuje minimalan broj £vorova ne mora biti optimalna poutro²enim resursima. Heuristiku moºemo odrediti kombiniraju¢i vi²e dopu²tenih heuris-tika odre�uju¢i je po maksimalnoj vrijednosti iz skupa dopu²tenih heuristika kako bise sa£uvalo svojstvo konzistentnosti. Prihvatljivija je heuristika koja koristi 
jelobrojnuaritmetiku. U mreºastoj karti zauze¢a 
ijene prijelaza mogu¢e je opisati 
jelobrojnimvrijednostima. Primjeri
e, duljina strani
e polja epolje = 10, a duljina dijagonale polja

dpolje = 14. U radu koristimo sljede¢u heuristiku:
a = max( |xg − xn |, |yg − yn | ),
b = min( |xg − xn |, |yg − yn | ),
heuristika(n, g) = b · dpolje + (a− b) · epolje, (2.18)gdje su (xn, yn) koordinate £vora n, a (xg, yg) koordinate £vora g. Ova heuristika imasvojstvo konzistentnosti budu¢i da vrijedi nejednakost trokuta.A* algoritam je najbolje primjenjiv u pretraºivanju stati£kog prostora mobilnogrobota. Stati£ki prostor mobilnog robota je takav prostor u kojemu se ni²ta ne mijenjau vremenu dok robot prolazi kroz njega. Dinami£ki prostor mobilnog robota je svakirealni prostor u kojem se gibaju prepreke (ljudi, roboti) i mijenja raspored prepreka(pomi£u klupe, zatvaraju vrata). Takve promjene prostora upisuju se u mreºastu kartuzauze¢a tako ²to odgovaraju¢a polja postaju zauzeta, a druga slobodna, a u slu£ajukori²tenja sigurnosne maske 
ijena mijenjaju se i vrijednosti zauze¢a. Promjene se ugrafu G(N , E ,W) o£ituju tako ²to se £vorovi koji predstavljaju zauzeta polja oduzimajuiz skupa N (jer su £vorovi samo slobodna polja u karti), a polja koja su postala slobodnastvaraju nove £vorove koji se dodaju u skup N . U skladu s izmijenjenim skupom Nprede�niraju se skupovi E i W. Drugim rije£ima, nastaje novi graf u kojem je potrebnoponovo izvr²iti algoritam A*. Putanja se mora izra£unati ponovo kod svake promjeneu prostoru, ²to moºe biti ra£unski prezahtjevno.Pseudokod algoritma A* primjenjenog u dinami£kim prostorima mobilnog robotadan je algoritmom 2.2. Robot senzorom otkriva promjene u prostoru i izgra�uje novigraf GR (linija 3). Ponovnim pozivanjem 
ijelog algoritma A* od trenutnog £vora R, ukojem se robot nalazi u trenutku kada je detektirao odstupanje stvarnog prostora odkarte, izra£unava se nova optimalna putanja do 
ilja G.Ovakvo je planiranje putanje optimalno po 
ijeni putanje, ali je neu£inkovito sastajali²ta utro²ka memorije i vremena, naro£ito za velike karte prostora.Mnoge strategije pretraºivanja primjenjive su samo u stati£kom prostoru i uz uvjetda robot ima to£nu mreºastu kartu zauze¢a koja opisuje prostor. Me�utim, pretraºiva-



2.3. Pregled algoritama planiranja putanje u grafu 19Algoritam 2.2: gibanje-robota-A*(S,G)1: R← S2: dok R 6= G3: GR ← senzori(R)4: ako GR 6= G ili R = S5: G ← GR6: A*(R,G)7: kraj8: R← n | b(n) = R //Odre�ivanje sljede¢eg £vora na putanji9: krajnje prostora koji se u vremenu mijenjaju zahtijeva brzo prera£unavanje novih putanja.Razni pristupi u literaturi poku²avaju ispuniti ovaj zahtjev. Postoje verzije algoritmaA* koje poku²avaju u²tediti na vremenu planiranja tako ²to pove¢avaju 
ijenu putanje.Putanja do 
ilja izra£unava se brºe od algoritma A* tako ²to pove¢avaju teºinu pro-
jene 
ijene putanje do 
ilja g(n) [101℄. Takva putanja moºe biti neoptimalna ako nijeispunjeno svojstvo dopustivosti heuristike. Ovi algoritmi spadaju u kategoriju oteºanihalgoritama A*, kao ²to su A*ǫ [91℄ (koji dopu²ta pove¢anje 
ijene putanje za faktor
(1 + ǫ)), svevremenski A* (engl. Anytime A* ) [47, 46℄ i ARA* [72℄.Neki pristupi temelje se na modi�
iranju prije izra£unate putanje, ako putanja sadr-ºava prepreku. Postoje razli£iti na£ini modi�
iranja putanje tijekom gibanja. Jedan odna£ina je zaobilaºenje prepreke koja se nalazi na putanji, sve dok se ne prona�e to£kana prepre
i koja je najbliºa 
ilju (engl. Bug algorithm) [77℄.Algoritmi koji u£inkovito odre�uju optimalne putanje u dinami£kim prostorima, anastavljaju se na algoritam A*, jesu algoritam D* [126℄ i Fokusirani algoritam D* [127℄ili Lagani D* [64℄ (implementa
ijski lak²i od Fokusiranog algoritma D*). Ime D imdolazi od rije£i dinami£ki. Ovi algoritmi uspore�eni su u [117℄ i detaljno su opisani unastavku.2.3.2 Algoritam D*Algoritam D* dobro je poznati dopustivi algoritam pretraºivanja grafova sa svojstvombrzog izra£unavanja optimalne putanje u dinami£kim prostorima [126℄. To se svojstvonaziva dinami£kim planiranjem (engl. dynami
 planning, replanning). U [69℄ ga opisujukao dinami£ku verziju Dijkstrinog algoritma ili dinami£ku verziju algoritma A* bezheuristi£ne funk
ije (heuristika(n, g) = 0). Algoritam D* nalazi optimalnu putanju i ugrafovima u kojima se teºine bridova mijenjaju.Algoritam D* svakom pro²irenom £voru n odre�uje vrijednost g(n) (
ijena putanjeiz £vora n do 
ilja G) i vrijednost klju£ne funk
ije za pro
es dinami£kog planiranja,
k(n), koja pamti stare vrijednosti g(n) prije promjena teºina u grafu.D* obra�uje promjene 
ijena putanje za vrijeme pro
esa pretraºivanja pro
esiraju¢i£vorove porasta i smanjenja. �vorovi su svrstani u £vorove porasta ako je k < g. �vorovi



20 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaporasta prostiru informa
iju o porastu 
ijene putanje po£ev²i od promijenjenih £vorovai korigiraju 
ijene svim £vorovima prethodni
ima. �vorovi porasta aktiviraju susjedne£vorove preko kojih se moºe smanjiti 
ijena putanje - £vorove smanjenja. �vorovi susvrstani u £vorove smanjenja ako je k = g. �vorovi smanjenja prostiru informa
iju osmanjenju 
ijene putanje i korigiraju pokaziva£e kako bi odredili nove optimalne putanjeiz £vorova koji su prethodno bili £vorovi porasta.Izvo�enje algoritma dijeli se na ini
ijalno izvo�enje i dinami£ko planiranje. Ini
i-jalno izvo�enje algoritma sli£no je uniformnom pretraºivanju (Dijkstrinom algoritmu),odnosno algoritmu A* bez heuristike. Pseudokod algoritma koji tijekom gibanja robotapoziva algoritam D* dan je algoritmom 2.3. Prije ini
ijalnog izvo�enja algoritma D*
ijene k i g svim £vorovima postavljene su na ∞, a pokaziva£i iz svakog £vora pokazujuna same sebe (linija 2). Robot se po£etno nalazi u startnom £voru (R = S).Algoritam 2.3: gibanje-robota-D*(S,G)1: R← S2: ∀n ∈ N , k(n)←∞, g(n)←∞, b(n)← n3: O ← ∅ //Ini
ijaliza
ija4: dodaj-D*(G, 0)5: dok R 6= G6: IR ←promijenjeni-£vorovi(R)7: ako R = S ili IR \ O 6= ∅ //Ini
ijalno ili dinami£ko planiranje8: D*(IR, R)9: kraj10: R← b(R)11: krajIni
ijalno izvo�enje U ini
ijalnom izvo�enju algoritam D* pretraºuje £vorove od
ilja G. Kao i algoritam A*, koristi skup O u koji dodaje one £vorove koje trenutnorazmatra (algoritam 2.4). Po£inje dodavanjem 
iljnog £vora (linija 4 algoritma 2.3).Pretpostavka je da se prije prvog izvo�enja algoritma D* ne doga�aju nikakve promjeneu prostoru pa je poziv algoritma u liniji 8 zbog ostvarenog uvjeta R = S.Algoritam 2.4: dodaj-D*(n, gmin)1: ako n ∈ O2: k(n)← min{g(n), gmin}3: ina£e4: k(n)← min{k(n), gmin}5: kraj6: g(n)← gmin7: O ← O ∪ nPseudokod algoritma D* dan je algoritmom 2.5. Ini
ijalno izvo�enje algoritma sli£noje algoritmu A* uz heuristi£nu funk
iju jednaku 0 (dopustiva i konzistentna). Iz skupa



2.3. Pregled algoritama planiranja putanje u grafu 21Algoritam 2.5: D*(IR, S)1: za ∀n ∈ IR \ O | b(n) 6= n2: dodaj-D*(n, g(n))3: kraj4: kmin ← 05: dok O 6= ∅ i kmin ≤ g(S)6: kmin ← min{k(n) | n ∈ O}7: o← n∗ //za n∗ vrijedi k(n∗) = kmin8: O ← O \ o9: ako kmin < g(n)10: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E11: ako g(n) ≤ kmin i g(o) > g(n) + wo,n12: g(o)← g(n) + wo,n13: b(o)← n14: kraj15: kraj16: kraj17: ako kmin = g(n)18: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E19: ako (b(n) = o i g(n) 6= g(o) + wn,o) ili (g(n) > g(o) + wn,o)20: dodaj-D*(n, (g(o) + wn,o))21: b(n)← o22: kraj23: kraj24: ina£e25: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E26: ako b(n) = n ili (b(n) = o i g(n) 6= g(o) + wn,o)27: dodaj-D*(n, (g(o) + wn,o))28: ina£e ako (b(n) 6= o i g(n) > g(o) + wn,o) i o /∈ O29: dodaj-D*(o, g(o))30: ina£e ako (b(n) 6= o i g(o) > g(n) + wo,n) i n /∈ O i kmin < g(n)31: dodaj-D*(n, g(n))32: kraj33: kraj34: kraj35: kraj
O oduzima £vor o koji ima najmanju vrijednost funk
ije k. U ini
ijalnom je izvo�enjualgoritma 2.5 uvijek ispunjen uvjet kmin = g(n) pa se izvr²avaju linije 17-24, budu¢ida se prema linijama 6 i 19 ne¢e dodati u skup O £vor koji ¢e sebi pove¢ati 
ijenu g.�vor o pro²iruje njegovim susjedima tako ²to u skup O dodaje one £vorove kojima semoºe smanjiti 
ijena g pomo¢u £vora o. Svakom dodanom £voru n u skup O odredivrijednosti 
ijena g(n) i k(n), prema 
ijeni svog prethodnika g(o). Tako�er postavipokaziva£ b prema o jer je o trenutno najbolji £vor prethodnik. Algoritam zavr²avaini
ijalno izvo�enje kada odabere £vor S.Po zavr²etku ini
ijalnog pretraºivanja svi £vorovi koji su pro²ireni i vi²e nisu u skupu



22 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorima
O imaju h = k i ta 
ijena je optimalna prema lemi 2.2. Budu¢i da pretraºivanje po£injeod £vora G, prora£unane su sve optimalne putanje prema £voru G iz pro²irenih £vorova.Tu informa
iju koristi pro
es dinami£kog planiranja.�vorovi koje algoritam D* nije pro²irio imaju pokaziva£ na same sebe (b(n) = n).Ta se informa
ija koristi samo u dinami£kom planiranju algoritma tako ²to nejednakost
b(n) 6= n ozna£uje da je £vor bio pro²iren u nekom prija²njem izvo�enju algoritma 2.5(linije 1 i 26). Ako bi se izvr²ilo is
rpno pretraºivanje (tako da se pro²ire svi £vorovi izkojih postoji put do G), tada u liniji 5 treba ostaviti samo uvjet O 6= ∅.Dinami£ko planiranje Daljnji izra£un algoritma D* ovisi o informa
iji senzora oprostoru tijekom gibanja robota. Algoritam se ponovo izvodi samo u slu£aju promjenevrijednosti zauze¢a nekog polja, koje je robot otkrio senzorom. Funk
ija promijenjeni-£vorovi(R) u algoritmu 2.3 vra¢a sve £vorove kojima se promijenila vrijednost z(·). Akopostoje polja kojima se promijenila vrijednost zauze¢a s ∞ na vrijednost <∞, onda semoraju dodati u skup £vorova N . Polja koja su postala zauzeta (z(·) = ∞) ostaju uskupu £vorova N radi aºuriranja 
ijena njihovim susjedima. Teºine bridova koji sadrºete £vorove bit ¢e ∞ prema (2.2).�vorovi kojima se promijenila vrijednost z dodaju se skupu O, uz uvjet da je algo-ritam pro²irio ove £vorove u prija²njim izvo�enjima (b(n) 6= n). Ovo opisuju linije 1-3algoritma 2.5. Me�u njima je £vor s najmanjom vrijednosti k, budu¢i da se nalaze usredpretraºenog podru£ja pa je njihova 
ijena manja od £vorova na rubu pretraºenog podru-£ja (lema 2.3). Njihova 
ijena je optimalna jer su bili pro²ireni u prethodnom izvo�enjualgoritma, a ne nalaze se u skupu O (lema 2.2). Prema tome, za prvi odabrani naj-bolji £vor vrijedi k = g. On prostire promjenu 
ijene (porast ili smanjenje) na £voroveprethodnike (£vorovima koji su za njega vezani pokaziva£em b(·)) ili smanjuje 
ijenususjednim £vorovima koji nisu prethodni
i (linije 17-24). Ako je promjena u prostorubila porast vrijednosti zauze¢a, nastat ¢e £vorovi porasta. Ti £vorovi dalje ²ire porastsusjednim £vorovima prethodni
ima (linije 24-34). Porast se ²iri prema trenutnoj pozi-
iji robota S. U svakoj se itera
iji algoritma D* provjerava moºe li se najboljem £voruporasta smanjiti 
ijena (linije 9-16). Tako�er se provjerava moºe li se susjednom £voru,koji nije prethodnik najboljem £voru, smanjiti 
ijena (linije 28-30). Tada se najbolji£vor dodaje u skup O za ponovno razmatranje. Ovim se korakom izbjegava stvaranjezatvorenih petlji u pokaziva£ima. Tako�er se provjerava moºe li susjedni £vor, koji nijeprethodnik najboljem £voru, smanjiti 
ijenu najboljem £voru (linije 30-32). Tada sesusjedni £vor dodaje u skup O za kasnije razmatranje. Odga�a se aºuriranje 
ijenesusjednog £vora jer najbolji £vor porasta nema optimalnu 
ijenu (k < g). Kada sepojavi najbolji £vor smanjenja, on svim svojim prethodni
ima ²iri smanjenje 
ijene, a£vorovima koji nisu prethodni
i korigira 
ijenu (linije 17-24). �vorovi smanjenja preus-mjeravaju pokaziva£e i stvaraju nove optimalne putanje. Pretraºivanje traje dokle godpostoji £vor u skupu O kojem je 
ijena k manja nego £voru S. Broj pretraºenih £vorovaje najmanji mogu¢, a kao posljedi
a i vrijeme izra£una.



2.3. Pregled algoritama planiranja putanje u grafu 232.3.3 Fokusirani algoritam D*Algoritam FD* nastavlja se na algoritam D* tako ²to koristi heuristiku za pro
jenu
ijene puta od nekog £vora n do S [127℄. Algoritam FD* naziva se dinami£kom ina£i
omalgoritma A*. Heuristikom nastoji smanjiti ukupni broj pretraºenih £vorova u odnosuna algoritam D*. Algoritam FD*, kao i algoritam A*, pretraºuje najmanji broj £vorovanuºan za pronalaºenje optimalnog puta od starta do 
ilja ako je heuristi£na funk
ijadopustiva i ima svojstvo konzistentnosti. Me�utim, glavna prednost algoritma FD* leºiu sposobnosti brzog planiranja putanje u dinami£kim prostorima. Algoritam FD*, kaoi D*, nalazi optimalnu putanju u grafovima u kojima se teºine bridova mogu mijenjati.Algoritam 2.6: FD*(IR, S)1: za ∀n ∈ IR \ O | b(n) 6= n2: dodaj-FD*(n, g(n))3: kraj4: fmin ← 05: dok O 6= ∅ i fmin ≤ g(S)6: fmin ← min{f(n) | n ∈ O}7: o← n∗ //za n∗ vrijedi f(n∗) = fmin8: O ← O \ o9: ako kmin < g(n)10: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E11: ako [(h(n) + g(n)), g(n)] ≤ [f(o), k(o)] i g(o) > g(n) + wo,n12: g(o)← g(n) + wo,n13: b(o)← n14: kraj15: kraj16: kraj17: ako kmin = g(n)18: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E19: ako (b(n) = o i g(n) 6= g(o) + wn,o) ili (g(n) > g(o) + wn,o)20: dodaj-FD*(n, (g(o) + wn,o))21: b(n)← o22: kraj23: kraj24: ina£e25: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E26: ako b(n) = n ili (b(n) = o i g(n) 6= g(o) + wn,o)27: dodaj-FD*(n, (g(o) + wn,o))28: ina£e ako (b(n) 6= o i g(n) > g(o) + wn,o) i o /∈ O29: dodaj-FD*(o, g(o))30: ina£e ako (b(n) 6= o i g(o) > g(n) + wo,n) i n /∈ Oi [f(o), k(o)] < [(h(n) + g(n)), g(n)]31: dodaj-FD*(n, g(n))32: kraj33: kraj34: kraj35: kraj



24 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaPseudokod algoritma FD* dan je algoritmom 2.6. Algoritam FD* svakom pro²ire-nom £voru n odre�uje vrijednost g(n) (
ijena putanje iz £vora n do 
ilja G), vrijed-nost k(n) (stara vrijednost g(n) prije modi�ka
ije teºina u grafu) i vrijednost f(n) =
k(n) + h(n), gdje je h(n) pro
jena 
ijene optimalne putanje od n do S � heuristi£nafunk
ija (h(n) = heuristika(n, S)).Tijekom gibanja robota u algoritmu 2.3 poziva se algoritam FD* umjesto pozivaalgoritma D*. Kao i algoritam D*, algoritam FD* pretraºuje £vorove od 
ilja G. Koristiskup O kojem dodaje one £vorove koje trenutno razmatra, kao i algoritmi A* i D*.Algoritam 2.7, za razliku od algoritma D*, ra£una jo² i vrijednost funk
ije f za svakidodani £vor (linija 8).Algoritam 2.7: dodaj-FD*(n, gmin)1: ako n ∈ O2: k(n)← min{g(n), gmin}3: ina£e4: k(n)← min{k(n), gmin}5: kraj6: g(n)← gmin7: h(n)← heuristika(n, S)8: f(n)← k(n) + h(n)9: O ← O ∪ nDaljnji izra£un algoritma pokre¢e nova informa
ija iz prostora. FD* kao i D* obra-�uje promjene 
ijena u pro
esu pretraºivanja pro
esuiraju¢i £vorove porasta i £vorovesmanjenja. FD* koristi heuristi£nu funk
iju da bi dodatno ubrzao pro
es dinami£kogplaniranja. Iz skupa O pro²iruje £vor o koji ima najmanju vrijednost funk
ije f (kaoalgoritam A*). Pretraºen je manji broj £vorova, ali je zato i manjem broju £vorovaodre�ena nova optimalna putanja. Uklju£ivanje heuristike u pretraºivanje postignutoje promjenom linija 4-6, 11 i 30 izvornog algoritma D*. U linijama 11 i 30 uglate za-grade koriste se kao zapis vektora, a usporedba dvaju vektora radi se po komponentamakako slijedi. Za vektore a = [a1, a2] i b = [b1, b2], vrijedi a < b ako je a1 < b1 ili
(a1 = b1 i a2 < b2).PSfrag repla
ements

£voroviporasta
£vorovismanjenjastart


ilj
fmin fmax

Slika 2.3. Primjer pretraºivanja prostora algoritmom FD*. Lijevo � ini
ijalno pretraºivanje;Desno � dinami£ko planiranje.



2.3. Pregled algoritama planiranja putanje u grafu 25Na sli
i 2.3 prikazano je ini
ijalno planiranje (lijevo) i dinami£ko planiranje (desno),gdje je optimalna putanja prikazana 
rvenim streli
ama. Rastu¢e vrijednosti od f pri-kazane su odgovaraju¢om bojom po£ev²i od najmanje vrijednosti u 
ilju do najve¢e vri-jednosti pri rubovima pretraºenog podru£ja. �vorovi porasta propagiraju porast 
ijeneu smjeru trenutne pozi
ije robota (S). �vorovi smanjenja preusmjeravaju pokaziva£etako da tvore nove optimalne putanje.2.3.4 Witkowskijev algoritamWitkowskijev algoritam pripada skupini neinformiranih strategija pretraºivanja. Zarazliku od op¢enitog dopustivog algoritma pretraºivanja grafa koji oduzima onaj £voriz skupa O koji minimizira neku evalua
ijsku funk
iju (f ili k), ovaj algoritam koristired FIFO (prvi £vor koji se uba
i u red prvi se i vadi iz reda). Budu¢i da se zasnivana algoritmu BFS (pretraºivanje u ²irinu), pretraºuje vi²e £vorova nego algoritam FD*ili algoritam A*. Algoritam je osmi²ljen za implementa
iju na paralelnom ra£unalu nakojemu se svaki £vor paralelno obra�uje pa je vrijeme pretraºivanja u takvoj implemen-ta
iji propor
ionalno duljini putanje. Algoritam BFS nalazi optimalnu putanju samo ugrafovima u kojima su sve teºine jednakih vrijednosti [107℄. BFS uvijek daje putanjus najmanjim brojem koraka (bridova) do 
ilja. U oteºanom grafu takva putanja nijenuºno i najjeftinija. Me�utim, moºe se provjeriti da BFS daje optimalnu putanju ugrafu stvorenim iz binarne mreºaste karte zauze¢a, gdje postoje dvije vrijednosti te-ºina: duljina strani
e polja i duljina dijagonale polja. Razli£ite vrijednosti teºina neru²e optimalnost dobivene putanje budu¢i da je duljina dijagonale manja od dviju du-ljina strani
e polja. Stoga ¢e na�ena putanja algoritmom BFS koja ima najmanji brojprijelaza usitinu biti i najjeftinija putanja.Pseudokod Witkowskijeva algoritma dan je algoritmom 2.8. Algoritam pretraºujegraf u dva prolaza: naprijed i nazad. U prolazu naprijed £vorovi se pretraºuju od startaprema 
ilju, dok se u prolazu nazad £vorovi pretraºuju od 
ilja prema startu. Obasu prolaza algoritmi BFS s dodatnim pam¢enjem vrijednosti h(n) i g(n) za svaki £vor(minimalna 
ijena putanje od starta (
ilja) do £vora n). Algoritam koristi listu redSu prolazu naprijed i listu redG u prolazu natrag. S po£etka liste oduzima £vor kojipro²iruje, a na kraj liste dodaje £vorove koje trenutno razmatra (FIFO red). Algoritamzavr²ava izvo�enje kada se u prolazu naprijed pro²iri 
iljni £vor, a u prolazu nazad startni£vor. Tada 
ijene putanja g i h za svaki pro²ireni £vor n daju ukupnu 
ijenu izra£unatukao zbroj, f(n) = h(n) + g(n) (linija 23). Cijena f(n) je 
ijena putanje od starta do
ilja koja prolazi kroz £vor n i koja je sastavljena od dviju optimalnih putanja: od Sdo n i od n do G, budu¢i da po zavr²etku oba prolaza algoritma vrijedi g(n) = g∗(n)i h(n) = h∗(n) za svaki pro²ireni £vor. Najmanja vrijednost f je u £vorovima koji senalaze na optimalnoj putanji od starta do 
ilja i iznosi fmin = f(S) = f(G).U slu£aju vi²e optimalnih putanja od S do G u mreºastoj karti zauze¢a, sve se opti-malne putanje sastoje od n ravnih i m dijagonalnih prijelaza, a varija
ije u redoslijeduravnih i dijagonalnih prijelaza £ine razli£ite optimalne putanje. Neka je F skup svih



26 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaAlgoritam 2.8: Witkowski(S,G)1: ∀n ∈ N , h(n)←∞, g(n)←∞, f(n)←∞ //Ini
ijaliza
ija2: redS ← S //Prolaz naprijed3: h(S)← 04: dok redS 6= ∅ i ∃o ∈ redS | h(o) ≤ h(G)5: o← redS [1]6: redS ← redS \ o7: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E8: ako h(n) > h(o) + wn,o9: redS ← redS ∪ n10: h(n)← h(o) + wn,o11: kraj12: kraj13: kraj14: redG ← G //Prolaz nazad15: g(G)← 016: dok redG 6= ∅ i ∃o ∈ redG | g(o) ≤ g(S)17: o← redG[1]18: redG ← redG \ o19: za ∀n ∈ N tako da {o, n} ∈ E20: ako g(n) > g(o) +wn,o21: redG ← redG ∪ n22: g(n)← g(o) + wn,o23: f(n)← h(n) + g(n)24: kraj25: kraj26: kraj£vorova n za koje vrijedi f(n) = fmin. Da bi se stvorila jedna putanja, zahtijeva sedodatan prolaz kroz £vorove iz skupa F po£ev²i od starta sve dok se ne dosegne 
ilj.U slu£aju u kojem postoji vi²e od jedne optimalne putanje kroz te £vorove, proizvoljnose odabire jedna od njih, a ostale se napu²taju. Primjeri
e, moºe se odabirati uvijekdijagonalan prijelaz kroz £vorove iz skupa F po£ev²i od S, a ravni prijelaz odabrati akodijagonalan prijelaz nije mogu¢. Primjer mnogobrojnih optimalnih putanja generiranihWitkowskijevim algoritmom na mreºastoj karti zauze¢a prikazan je na sli
i 2.4.Witkowskijev algoritam nema sposobnost brzog dinami£kog planiranja putanje kaoalgoritmi D* i FD*, nego kao i A* mora ponoviti 
ijelu pro
eduru iz po£etka. PseudokodWitkowskijeva algoritma koji je primjenjiv u dinami£kim prostorima mobilnog robotadan je algoritmom 2.9. Robot senzorom otkriva promjene u prostoru i izgra�uje novigraf GR. Ponovnim pozivanjem 
ijelog Witkowskijeva algoritma od trenutnog £vora R,u kojem se robot nalazi u trenutku kada je detektirao odstupanje stvarnog prostoraod karte, izra£unavaju se nove vrijednosti f . Prema najmanjoj vrijednosti f koja je u£vorovima na optimalnoj putanji, fmin = f(R) = f(G), odre�uje se skup F . Iz tog seskupa odabire sljede¢i £vor na optimalnoj putanji (putanjama) do 
ilja G.Glavna je prednost Witkowskijeva algoritma ²to nalazi sve optimalne putanje koje
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Slika 2.4. Primjer mnogobrojnih optimalnih putanja u mreºastoj karti zauze¢a generiranihWitkowskijevim algoritmom. Ozna£ene su samo tri optimalne putanje me�u mnogima.Algoritam 2.9: gibanje-robota-W(S,G)1: R← S2: dok R 6= G3: GR ← senzori(R)4: ako GR 6= G ili R = S5: G ← GR6: Witkowski(R,G)7: kraj8: F ← {n | f(n) = f(G)}9: R← odaberi-sljede¢eg(R,F)10: krajpostoje u grafu. U ve¢ini slu£ajeva putanje su jedna do druge, kao na sli
i 2.4. Jedino uslu£aju simetri£nih kon�gura
ija prepreka, putanje mogu biti udaljene jedna od druge,primjeri
e putanja s lijeva i s desna oko prepreke koja je smje²tena izme�u starta i
ilja. Ako predstavimo sve £vorove iz skupa F kao skupinu polja koja £ine geometrij-sko podru£je koje zovemo podru£jem skupa F , mogu¢e je sastaviti novu putanju kaoniz to£aka spojenih ravnim segmentima od kojih svaki leºi unutar podru£ja skupa F .Budu¢i da je putanja koja prolazi samim rubom tog podru£ja optimalna za dani grafsastavljen iz mreºaste karte zauze¢a, nova putanja koja prolazi sredinom podru£ja kra¢aje od optimalne putanje u grafu.Gennery koristi ovu prednost Wiktowskijevog algoritma [41℄. Njegov algoritam ko-risti mreºastu kartu zauze¢a s realnim vrijednostima 
ijena prijelaza (teºina) zasnovanimna stereo viziji zemljine plohe. Cijena prelaºenja polja sastoji se od kombina
ije pre-valjene udaljenosti i vjerojatnosti da je polje neprohodno (zauzeto). Putanja koju biprona²ao Witkowskijev algoritam u takvom grafu ne bi bila optimalna. Gennery jepro²irio Witkowskijev algoritam tako da nalazi optimalne putanje u grafovima s pro-izvoljnim 
ijenama prijelaza. U njegovom algoritmu prolazi naprijed i nazad nastavljajupretraºivanje £vorova i nakon ²to su 
ilj i start prona�eni. Pretraºivanje zavr²ava kada
ilj (start) ima najmanju vrijednost g (h) me�u svim pretraºenim £vorovima. Ovime



28 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaje zna£ajno produljeno vrijeme izra£una. Nakon toga Genneryjev algoritam odre�ujeputanju sastavljenu od ravnih linijskih segmenata od kojih svaki leºi unutar podru£japro²irenog skupa F ′ koji uklju£uje sve £vorove kojima je 
ijena f manja ili jednaka nekojzadanoj vrijednosti f ′min > fmin. Putanja je odre�ena metodom iterativnog uklapanjakrajnjih to£aka linijskih segmenata u to podru£je. Me�utim, optimalnost takve putanjenije zajam£ena.2.3.5 Usporedba algoritma FD* i Witkowskijeva algoritmaTabli
a 2.1. Usporedba algoritma FD* i Witkowskijeva algoritma (W) pretraºivanja na trimarazli£itim kartama prostora.Algo- karta duljina 
ijena broj pret- najve¢i broj vrijemeritam putanje putanje raºenih £vorova u O pretraºi-[br. polja℄ [
m℄ £vorova (redS , redG) vanja [ms℄FD* prazna 519 5740 54760 1322 278W prazna 519 5740 119495 327, 326 127FD* labirint 2246 22770 21259 310 46W labirint 2246 22770 70237 44, 43 40FD* zavod 248 2690 7456 206 25W zavod 248 2690 47471 197, 103 19U Tabli
i 2.1 dani su rezultati pretraºivanja algoritma FD* i Witkowskijeva algo-ritma (W) na trima razli£itim kartama prostora: karta bez prepreka (prazna), labirinti karta Zavoda za automatiku i ra£unalno inºenjerstvo FER-a. Oba algoritma dajuza svaku kartu me�usobno jednake duljine i 
ijene putanja. Cijena optimalne putanjedobivena algoritmom FD* je vrijednost funk
ije f u startnom £voru (startni £vor je za-vr²ni £vor pretraºivanja u kojem je vrijednost heuristike 0). Cijena optimalne putanjedobivena Witkowskijevim algoritmom je vrijednost funk
ije f u svim £vorovima kojisu na optimalnoj putanji. U slu£aju da postoji vi²e optimalnih putanja, Witkowskijevalgoritam nalazi sve takve putanje. Algoritmi se razlikuju po broju pretraºenih £vorova.Witkowskijev algoritam pretraºuje vi²e £vorova od algoritma FD* budu¢i da pretraºujeu dva smjera i pro²iruje sve £vorove, a ne samo najbolje prema nekoj kriterijskoj funk-
iji. Iako pro²iruje vi²e £vorova, vrijeme pretraºivanja je manje. Razlog leºi u tome²to kriterij prema kojem FD* odabire redoslijed pro²irivanja £vorova zahtijeva dodatniutro²ak vremena (sortiranje ili traºenje najboljeg £vora) koji ovisi o broju £vorova kojetrenutno ima na raspolaganju (u skupu O). Vrijeme pretraºivanja za oba algoritmamanje je u prostorima s vi²e prepreka budu¢i da se pretraºuju samo slobodna poljamreºaste karte zauze¢a.



2.3. Pregled algoritama planiranja putanje u grafu 29Na slikama 2.5, 2.6 i 2.7 dane su izra£unate optimalne putanje za svaku kartu pros-tora i dani su prikazi izra£unatih vrijednosti funk
ije f za svaki £vor u pretraºenompodru£ju. Na slikama su nazna£eni startni i 
iljni £vorovi. Svaka je vrijednost funk
ije
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f prikazana drugom bojom i prikazana je legenda boja u obliku trake s kontinuiranompromjenom boje s lijeva na desno - od najmanje do najve¢e vrijednosti funk
ije f . Vri-jednosti f u Witkowskijevu algoritmu predstavljaju to£an iznos 
ijene najkra¢e putanjeod starta do 
ilja kroz neki £vor. Vrijednosti f u algoritmu FD* su pro
jena 
ijeneputanje od starta do 
ilja kroz neki £vor zbog heuristike koja se u prora£unu koristi. Uslu£aju karte bez prepreka (slika 2.5) vrijednosti funk
ije f se poklapaju za oba algo-ritma za ve¢i dio prostora. To je dio prostora u kojem postoji vi²e optimalnih putanja.Budu¢i da se radi o karti bez prepreka, kori²tena je heuristika (2.18) u algoritmu FD*to£no pro
ijenila 
ijenu preostalog dijela putanje i stoga je vrijednost f to£na. U slu£a-jevima karata s preprekama vidljivo je kako vrijednost f algoritma FD* raste od 
iljnog£vora do startnog £vora, ²to je ostvareno zbog konzistentnosti heuristi£ne funk
ije (lema2.3). Naro£ito je vidljiv znatan raspon vrijednosti f u slu£aju labirinta (slika 2.6
), gdjesu start i 
ilj postavljeni blizu po me�usobnoj udaljenosti, a zapravo daleko po putanjiu slobodnom prostoru pa heuristika lo²e pro
jenjuje 
ijenu putanje.2.4 Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja puta-njeAlgoritmi planiranja putanje zasnovani na mreºastim kartama imaju nedostatak daje dobivena putanja sastavljena od niza ravnih segmenata kojima su orijenta
ije vi²e-kratni
i od 45◦. Izravno zadavanje takve krivulje kao referentne trajektorije mobilnomrobotu (tj. geometrijske putanje parametrirane u vremenu), nije zadovoljavaju¢e zbog



2.4. Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja putanje 31kinemati£kih i dinami£kih ograni£enja mobilnoga robota. Naime, pra¢enje ravnih seg-menata kojima se smjer naglo mijenja mora rezultirati znatnim usporavanjem gibanjamobilnoga robota. U literaturi postoje brojne metode koje rje²avaju taj nedostatak.Primjeri
e, ekstenzija algoritma D* tzv. algoritam Field D* [31℄ koristi linearnu inter-pola
iju za izvo�enje 
ijena putanje svih to£aka u prostoru, a ne samo onih na sje
i²timamreºe. Tako u£inkovito nalazi prirodnije i kra¢e putanje s kontinuiranim vrijednostimaorijenta
ija odsje£aka putanje. Zanimljivost algoritma Field D* jest da pove¢anjem raz-lu£ivosti mreºaste karte putanja postaje sli£na Euklidskoj najkra¢oj putanji, me�utimoptimalnost putanje nije zajam£ena. Ovaj algoritam ima otprilike dvaput dulje vri-jeme izra£una u odnosu na algoritam D*. Postoje i drugi algoritmi koji interpola
ijomodre�uju 
ijene putanje to£aka izvan diskretnog skupa uzoraka, primjeri
e dinami£koprogramiranje s interpola
ijom [69℄ ili ve¢ spomenuti Genneryjev algoritam [41℄.Inspirirani Wiktowskijevim algoritmom, izveli smo algoritam planiranja putanje, na-zvan dvosmjernim algoritmom D* (DD*), koji koristi dva prolaza algoritma D* kroz grafpretraºivanja - prvi prolaz od 
ilja, a drugi od starta. Za razliku od izvornog algoritmaD*, algoritam DD* odre�uje prirodnije i jeftinije putanje kroz mreºu s rasponom kon-tinuiranih orijenta
ija linijskih segmenata putanje. Proizvedena nova putanja, nazvanaputanjom PW , najkra¢a je mogu¢a putanja u geometrijskom prostoru kada veli£ina poljateºi k nuli.Ostatak je odlomka organiziran kako slijedi. Odlomak 2.4.1 opisuje postupak odre-�ivanja putanje PW u binarnoj mreºastoj karti zauze¢a za koju je pokazano da je takvaputanja najkra¢a mogu¢a kad veli£ina polja teºi k nuli. Taj je postupak opisan u radu[116℄. Nakon toga, u odlomku 2.4.2 prikazana je osnovna ideja algoritma DD* � odre-�ivanje putanje PW u mreºastoj karti zauze¢a s proizvoljnim vrijednostima zauze¢a,kakva je mreºasta karta zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena. Odlomak 2.4.3 opisujedinami£ko planiranje algoritma DD* u slu£aju promjene u prostoru. U odlomku 2.4.4dane su eksperimentalne provjere algoritma DD* u usporedbi s provjerama algoritmaD* pod istim uvjetima.2.4.1 Odre�ivanje najkra¢e putanje u binarnoj mreºastoj karti za-uze¢aPretpostavimo da je Witkowskijevim algoritmom za svaki £vor n u grafu G stvorenom izmreºaste karte zauze¢a izra£unata vrijednost f � 
ijena putanje od starta do 
ilja kojaprolazi £vorom n. Najmanja je vrijednost f u £vorovima koji se nalaze na optimalnojputanji od starta do 
ilja i iznosi fmin = f(S) = f(G). Ti £vorovi £ine skup F =

{n | f(n) = fmin}. �vorovi skupa F £ine geometrijsko podru£je koje u nastavku zovemopodru£jem skupa F . Cilj je napraviti parti
iju skupa F na manje skupove, ozna£enih
Hi, i = 1, . . . ,H i unutar podru£ja svakog skupa Hi prona¢i linijske segmente putanjetakve da £ine najkra¢u mogu¢u putanju PW u geometrijskom prostoru, kao na sli
i 2.8.Svaki podskup Hi, i = 1, . . . ,H, sadrºi optimalne putanje u grafu G koje se sastoje odto£no dva smjera prijelaza kroz mreºu � jedan ravni smjer i jedan dijagonalni. Svaki
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Slika 2.8. Skupovi £vorova Hi, konkavne to£ke tipa C i S i linijski segmenti koji ih spajajuodre�eni na binarnoj mreºastoj karti zauze¢a.podskup Hi sadrºi tzv. konkavne to£ke koje su uvijek u sredi²tima polja mreºaste kartezauze¢a. Konkavne to£ke pri kojima je podru£je skupa F ²iroko jedno polje ozna£enesu sa S, a druge su ozna£ene sa C. Kod C to£aka mogu¢e je podijeliti podskup Hi nakonveksne podskupove, ozna£ene s CSk, gdje je k ∈ {1, . . . , 8}, odnosno postoji to£noosam tipova konveksih skupova ovisno o optimalnim putanjama koje prolaze kroz teskupove. Svih osam mogu¢ih konveksnih skupova CSk prikazano je na sli
i 2.9.a, apodijela skupa Hi na konveksne podskupove prikazana je na sli
i 2.9.b. Svaki konveksniskup CSk de�niraju dva optimalna prijelaza kroz mreºu. Linijski segmenti putanje
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1a) b)Slika 2.9. a) Osam mogu¢ih tipova konveksnih skupova CSk, k = 1, . . . , 8; b) Primjer podijeleskupa Hi na konveksne skupove CSj
1, j = 1, 2, 3, s nazna£enim konkavnim to£kama C i S tipa.

PW spajaju isklju£ivo konkavne to£ke i leºe unutar podru£ja koja pokrivaju polja iztih konveksnih podskupova. Pro
edura odre�ivanja najkra¢e putanje sastoji se od dvakoraka: (1) odre�ivanje podskupova £vorova Hi i konkavnih to£aka tipa C i S i (2)odre�ivanje najkra¢e putanje PW .



2.4. Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja putanje 33(1) Odre�ivanje podskupova optimalnih putanja i konkavnih to£akaPostupak stvaranja parti
ije skupa F na skupove Hi, i = 1, . . . ,H i odre�ivanje konkav-nih to£aka dan je algoritmom 2.10. Koristi se pomo¢ni skup H koji je po£etno jednakAlgoritam 2.10: odre�ivanje-podskupova-optimalnih-putanja(start, cilj,F)1: H ← F2: i← 13: Hi ← start4: S0 ← start //Po£etna S to£ka5: CHi
← ∅ //Skup C to£aka pridruºenih skupu Hi6: H ← H \ start7: dok H 6= ∅ ili cilj ∈ H8: Oi ← {n | n ∈ H, m ∈ Hi i {m,n} ∈ E} i g(n) ≤ g(m)}9: Hi ←Hi ∪Oi10: H ← H \ Oi11: za ∀n ∈ Oi12: On ← {m | m ∈ F i {m,n} ∈ E}13: ako ∄m ∈ On tako da |g(n) − g(m)| < wn,m14: wmax ← max{wm,n | m ∈ On}15: ako ∄o ∈ F tako da |g(n)− g(o)| < wmax16: Si ← n //Nova S to£ka17: i← i+ 118: Hi ← n19: CHi

← ∅20: ina£e21: CHi
← CHi

∪ n //Nova C to£ka22: kraj23: ina£e ako |On| ∈ {5, 6} i ∃o /∈ F tako da ‖o− n‖ = epolje24: Oo ← {m | m ∈ F i ‖m− o‖∞ = epolje}25: ako |Oo| ≤ 426: CHi
← CHi

∪ n //Nova C to£ka27: kraj28: kraj29: kraj30: krajskupu F . Iz skupa H se oduzimaju £vorovi i iterativno raspore�uju u podskupove Hiredom za i = 1, . . . ,H, gdje je H kona£ni broj dobivenih podskupova skupa F . Po£etniskup H1 sadrºi startni £vor i dalje se u njega iterativno dodaje skup £vorova koji sususjedni £vorovima koji su trenutno u skupu H1 i £ija je 
ijena g manja ili jednaka
ijenama £vorova u skupu H1 (linija 8). Ovaj je uvjet padaju¢e vrijednosti 
ijene g krozskup Hi nuºan samo u pro
esu dinami£kog planiranja opisanog u potpoglavlju 2.4.3, ukojem se startni £vor zamijenjuje £vorom R i moºe nalaziti usred podru£ja skupa F .Popunjavanje skupa Hi zavr²ava kada se doda £vor koji predstavlja konkavnu to£ku Stipa, ozna£enu sa Si i tada se zapo£inje popunjavati novi skup Hi+1 (linije 16-18). Prva
S to£ka ozna£ena s S0 je start, a zadnja S to£ka je cilj i bit ¢e ozna£ena s SH . Da



34 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimaje neki £vor n to£ka S provjerava se promatranjem njegovih susjednih £vorova (linija12). Kroz to£ku S moraju pro¢i sve optimalne putanje pa tako svi susjedni £vorovi izskupa F imaju vrijednost 
ijene g koja se razlikuje od g(S) to£no za teºinu w izme�ususjednog £vora i S to£ke. Prema tome, ako ne postoji susjedni £vor m takav da vrijedi
|g(n) − g(m)| < wm,n tada je £vor n kandidat za S to£ku. Dodatno se mora provje-riti postoji li £vor sli£ne 
ijene g, ali koji nije susjed kandidatu za S to£ku. Takav jeslu£aj u simetri£nim kon�gura
ijama prepreka u kojima postoje dva ili vi²e me�usobnoudaljenih optimalnih putanja (kao na sli
i 2.11). Za test sli£nosti koristi se najve¢ateºina wmax izme�u kandidata za S to£ku i njegovog susjednog £vora (linija 14). Akone postoji £vor o ∈ F za koji vrijedi |g(n)− g(m)| < wmax tada je £vor n pohranjen kaoto£ka Si, ina£e je pohranjen kao C to£ka budu¢i da ne prolaze sve optimalne putanjekroz taj £vor. Unutar skupa Hi moºe postojati jedna ili vi²e konkavnih to£aka C tipa.Da je neki £vor n to£ka C provjerava se promatranjem okoline najbliºeg polja o kojepolje £vora n dodiruje strani
om (linija 24). Polje o je zauzeto polje u slu£aju binarnemreºaste karte zauze¢a, ina£e je to polje kojem je vrijednost zauze¢a z(o) > 1. Akopolje o ima manje ili jednako £etiri okolnja £vora koja pripadaju skupu F tada se £vor npamti kao C to£ka. Sve C to£ke unutar skupa Hi dodaju se u skup konkavnih to£aka Ctipa ozna£en s CHi

(linija 26). Algoritam zavr²ava praznim skupom H. Dodatni uvjetzaustavljanja kad cilj vi²e nije u skupu H postavljen je ako se ºeli prekinuti stvaranjeskupova ranije, u nekoj drugoj to£ki unutar skupa F , kao ²to je potrebno u pro
esudinami£kog planiranja algoritma DD* opisanog u 2.4.3.
(2) Odre�ivanje najkra¢e putanjeLinijski segmenti putanje PW dobivaju se spajanjem susjednih S to£aka, odnosno spa-janjem to£aka Si−1 i Si, za i = 1, . . . ,H, ako izme�u njih ne postoji niti jedna C to£ka,odnosno ako je skup Hi konveksan. Ina£e, stvaranje putanje PW uklju£uje C to£ke izskupa CHi

tako ²to se odre�uje najkra¢a Euklidska putanja od to£ke Si−1 do Si koja leºiunutar podru£ja koje pokrivaju polja iz skupa Hi. U tu se svrhu stvara mali graf pretra-ºivanja za svaki skup Hi, i = 1, . . . ,H, ozna£en sa GHi
(NHi

, EHi
,WHi

). Skup £vorovade�niran je kao NHi
= {Si−1, Si, CHi

}, odnosno £ine ga po£etna i krajnja S to£ka skupa
Hi i C to£ke izme�u tih S to£aka koje su prisutne u skupu CHi

. Bridovi su de�niranisamo izme�u vidljivih £vorova3, EHi
= {em,n := {m,n} |m,n ∈ NHi

, m i n su vidljivi}.Svakom bridu {m,n} ∈ EHi
pridruºena je teºina wm,n := ‖m − n‖. Traºi se putanja

Pi = Pi(Si−1, Si) u grafu GHi
koja ¢e imati najmanju 
ijenu c(Pi) me�u svim mogu¢im3Dva su £vora vidljiva ako duºina koja ih spaja ne sje£e niti jednu prepreku. Uvdje se rela
ijavidljivosti koristi uz dodatan uvjet da duºina koja ih spaja leºi potpuno unutar podru£ja skupa Hi, ²toje ekvivalentno prvom uvjetu u slu£aju binarne mreºaste karte zauze¢a.



2.4. Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja putanje 35putanjama u tom grafu. Pri tom je putanja Pi lista za koju vrijedi:
Pi[1] = Si−1, Pi[|Pi|] = Si,

Pi[k] ∈ NHi
, k = 1, . . . , |Pi|,

{Pi[l],Pi[l + 1]} ∈ EHi
, l = 1, . . . , |Pi| − 1.

(2.19)Svake dvije susjedne to£ke putanje Pi predstavljaju linijski segment koji leºi unutarpodru£ja skupa F . Cijena putanje Pi de�nirana je kao zbroj teºina bridova na putanji,odnosno
c(Pi) :=

|Pi|−1∑

k=1

wPi[k],Pi[k+1]. (2.20)U ve¢ini slu£ajeva graf GHi
(NHi

, EHi
,WHi

) koji je potrebno pretraºiti od Si−1 do Siima mali broj £vorova i moºe se koristiti primjeri
e algoritam A* pretraºivanja grafa.Moºemo kreirati najgori slu£aj u kojem postoji samo jedan skup H1 = F , a jedine dvije
S to£ke, S0 i S1, su start i 
ilj. Tada bi za odre�ivanje putanje PW trebalo pretraºitisamo graf GH1

, a njegova veli£ina ovisila bi o broju C to£aka. Me�utim, broj £vorova utome grafu jo² je uvijek znatno manji od broja £vorova u grafu stvorenom iz mreºastekarte zauze¢a.Primjer odre�ivanja putanje Pi u grafu GHi
(NHi

, EHi
,WHi

) prikazan je na sli
i 2.10.Crtkanom linijom ozna£eni su svi bridovi iz skupa EHi
koji nisu na najkra¢oj putanji,
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Slika 2.10. Odre�ivanje putanje Pi u grafu GHi
(NHi

, EHi
,WHi

) unutar skupa Hi.a punom linijom oni koji su na najkra¢oj putanji. U prikazanom primjeru u skupu Hipostoje tri konkavne to£ke C tipa ozna£ene redom Ci,1, Ci,2 i Ci,3.Sljede¢i primjer na sli
i 2.11 prikazuje odre�ivanje putanje Pi u simetri£noj kon-�gura
iji prepreka u kojoj su optimalne putanje odvojene i okruºuju prepreku s objestrane. Drugim rije£ima, podru£je skupa Hi sadrºi rupe. Op¢enito, skup Hi moºe sa-drºavati mnogo rupa, a najkra¢a putanja se ra£una istom pro
edurom kao u slu£ajupodru£ja bez rupa. U prikazanom primjeru postoji 10 konkavnih to£aka C tipa ozna£e-nih kvadratima. Skup EHi
sadrºi 29 vidljivih bridova (niti jedan ne prolazi kroz rupu)ozna£enih 
rtkanom linijom. Najkra¢a putanja (ozna£ena punom linijom) odre�ena jepretraºivanjem grafa GHi

(NHi
, EHi

,WHi
).Ukupna putanja od starta do 
ilja odre�ena je unijom svih putanja dobivenih unutar
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Slika 2.11. Odre�ivanje putanje Pi u grafu GHi
(NHi

, EHi
,WHi

) unutar skupa Hi.skupova Hi za i = 1, . . . ,H

PW = P1 ∪ · · · ∪ PH . (2.21)Teorem 2.5. Putanja PW odre�ena u binarnoj mreºastoj karti zauze¢a je najkra¢aputanja u geometrijskom prostoru uz uvjet da su lomne to£ke putanje u sredi²tima poljamreºaste karte zauze¢a. Dodatno, putanja PW konvergira najkra¢oj Euklidskoj putanji,ako veli£ina polja teºi k nuli.Dokaz. Prema opisanom postupku putanja PW leºi unutar podru£ja skupa F , a kojojsu lomne to£ke u konkavnim to£kama, gdje su sve konkavne to£ke S i C tipa u sredi²timapolja. Takva je putanja kra¢a od putanje odre�ene algoritmom D* budu¢i da linijskisegmenti prolaze kroz sredinu podru£ja skupa F , a putanja odre�ena algoritmom D*prolazi rubom tog podru£ja. O£ito je da je putanja PW najkra¢a me�u svim mogu¢imputanjama koje prolaze isklju£ivo podru£jem skupa F , uz uvjet da se lomne to£ke nalazeu sredi²tima polja. Me�utim, nije o£ito da ne postoji kra¢a putanja, ozna£ena s P∗
W , uzuvjet da su lomne to£ke u sredi²tima polja, £iji bi (a) £vorovi bili izvan podru£ja skupa

F ili (b) linijski segmenti prolazili izvan podru£ja skupa F .Razmotrimo prvo slu£aj (a) prikazan na sli
i 2.12. Neka postoji samo jedan skup
H1 = F izme�u startnog i 
iljnog £vora. Pretpostavimo da postoji kra¢a putanja P∗

W£ija se to£ka y nalazi izvan skupa H1. To£ka y se mora nalaziti s konkavne stranepodru£ja i blizu vrha prepreke da bi putanja P∗
W bila kra¢a od putanje PW . To£ka x jekonkavna to£ka skupa H1 i nalazi se na putanji PW . Tada vrijedi f(y) > f(x), budu¢ida je y izvan skupa H1. Nadalje, f(x) = h(x) + g(x), gdje je g 
ijena putanje od 
iljado £vora x, a h 
ijena putanje od starta do £vora x u grafu G stvorenom iz mreºastekarte zauze¢a. Cijena putanje u grafu G sastoji se od linearne kombina
ije ravnihi dijagonalnih prijelaza. Na sli
i 2.12 nazna£ena su dva smjera prijelaza optimalnihputanja u grafu G od kojih se sastoji skup H1, jedan ravni (epolje) i jedan dijagonalni
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Slika 2.12. Provjera moºe li £vor na najkra¢oj putanji biti izvan podru£ja skupa F .(dpolje) prijelaz. Neka je optimalna putanja od starta do £vora x sastavljena od nSravnih i mS dijagonalnih prijelaza i neka je optimalna putanja od 
ilja do £vora xsastavljena od nG ravnih i mG dijagonalnih prijelaza. Tada je
f(x) = h(x) + g(x)

= nS · epolje +mS · dpolje + nG · epolje +mG · dpolje,

nS,mS , nG,mG ∈ N. Neka je y smje²ten p polja desno od x i q polja iznad x. Tada se
f(y) ra£una kao:

f(y) = h(y) + g(y)

= (nS + q + p) · epolje + (mS − q) · dpolje
+(nG − q − p) · epolje + (mG + q) · dpolje, (2.22)

p, q ∈ N. Sada je jasno da je f(y) = f(x), ²to je u kontradik
iji s pretpostavkom da je
y izvan skupa H1. Ovime je pokazano da su konkavne to£ke podru£ja skupa F uvijekkod prepreka i udaljene od prepreka za pola strani
e polja. Stoga, u slu£aju (b), ako bilinijski segmenti putanje P∗

W prolazili izvan tog podru£ja morali bi prolaziti s konveksnestrane podru£ja jer bi ina£e prolazili kroz prepreku. Me�utim, prolazak putanje P∗
W skonveksne strane podru£ja daje dulju putanju nego prolaskom kroz samo podru£je ²to jeu kontradik
iji s pretpostavkom da je putanja P∗

W kra¢a od PW . Budu¢i da je pokazanoda najkra¢a putanja mora prolaziti kroz konkavne to£ke, primjer na sli
i 2.12 moºe sepoop¢iti na proizvoljan poloºaj starta i 
ilja i broj podskupova Hi, a start i cilj tadapredstavljaju konkavne to£ke S tipa. Prema tome, putanja PW je najkra¢a putanjame�u svim mogu¢im putanjama kojima su lomne to£ke u sredi²tima polja mreºastekarte zauze¢a.Pove¢anjem razlu£ivosti mreºe, odnosno smanjenjem veli£ine polja, podru£je skupa
F ne¢e znatno promijeniti svoj oblik budu¢i da graf stvoren iz mreºaste karte zauze¢a idalje sadrºi optimalne putanje sastavljene od ravnih i dijagonalnih prijelaza. Me�utim,ve¢om razlu£ivo²¢u prepreke ¢e biti vjernije opisane i podru£je skupa F pribliºit ¢e sestvarnim preprekama, a konkavne to£ke pribliºit ¢e se rubovima prepreka. Kao rezultat



38 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimai s obzirom na ve¢ pokazano da je putanja PW najkra¢a putanja uz uvjet da su lomneto£ke u sredi²tima polja mreºaste karte zauze¢a, pove¢anjem razlu£ivosti mreºe putanja
PW bit ¢e nalik najkra¢oj Euklidskoj putanji.2.4.2 Algoritam DD* za izra£unavanje najkra¢e putanje u grafovimas proizvoljnim teºinamaPrethodno opisana putanja PW ima dva nedostatka: (a) najkra¢a putanja PW prolaziblizu samih vrhova prepreka ²to je nepoºeljno u planiranju gibanja robota, a kori²tenjesigurnosne maske 
ijena nije mogu¢e budu¢i da Witkowskijev algoritam nije primijenjivu grafovima s proizvoljnim teºinama; (b) izra£un koraka (1) i (2) za 
ijelu putanjuod starta do 
ilja je memorijski i vremenski vrlo zahtjevan, pogotovo u dinami£kimprostorima u £ijem se slu£aju ovi kora
i moraju ponovno izvr²iti pri svakoj promjeni uprostoru mobilnog robota.Ova dva nedostatka rije²ena su modi�ka
ijom Witkowskijeva algoritma tako ²to seumjesto dva prolaza algoritma BFS koriste dva prolaza algoritma D*, jedan izvr²enod 
ilja do starta, standardni algoritam D*, a drugi izvr²en od starta do 
ilja, tzv.reverzni algoritam D* (RD*). Algoritam D* koristi skup O u koji dodaje one £vorovekoje trenutno razmatra. Svakom pro²irenom £voru n odre�uje vrijednosti g(n), k(n)za kasnije pro
ese dinami£kog planiranja i pokaziva£e b(n) za rekonstruk
iju optimalneputanje do 
ilja. Algoritam RD* koristi skupOR u koji dodaje one £vorove koje trenutnorazmatra. Svakom pro²irenom £voru n odre�uje vrijednosti h(n), kR(n) za kasnijepro
ese dinami£kog planiranja i pokaziva£e bR(n) za rekonstruk
iju optimalne putanjedo starta. Algoritam RD* dan je istim algoritmom 2.5, osim ²to umjesto vrijednosti
g, k, b i skupa O pamti h, kR, bR i skup OR respektivno. Adekvatno je izmijenjen ialgoritam 2.4 koji dodaje £vor u skup O i njega nazivamo dodaj-RD*(n, hmin).
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Slika 2.13. Skupovi £vorova Hi, konkavne to£ke tipa C i S i linijski segmenti koji ih spajajuodre�eni na mreºastoj karti zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.



2.4. Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja putanje 39U ini
ijalnom izvo�enju algoritma DD*, izvr²ava se is
rpno pretraºivanje oba algo-ritma D* i RD*. Time su odre�ene 
ijene g(n) i h(n) za svaki £vor n u grafu G. Ukupna
ijena putanje f(n) = g(n) + h(n) je 
ijena optimalne putanje od starta do 
ilja kojaprolazi kroz £vor n i jednaka je onoj dobivenoj Witkowskijevim algoritmom. Stoga semoºe odrediti i skup F , a putanja PW odre�uje se prema prethodno opisanim kora
ima(1) i (2) od starta do 
ilja i za nju vrijedi da je najkra¢a putanja u geometrijskomprostoru s tako pro²irenim preprekama uz uvjet da su lomne to£ke u sredi²tima polja(teorem 2.5). Primjer podru£ja skupa F podijeljenoga na podskupove Hi i konkavneto£ke odre�ene na mreºastoj karti zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena prikazani suna sli
i 2.13.2.4.3 Dinami£ko planiranje algoritmom DD*Promjena u prostoru pokre¢e pro
es dinami£kog planiranja. Prvo se dinami£ki planiraalgoritmom D*, a nakon toga algoritmom RD*. Ovaj je slijed nuºan budu¢i da jeuvjet zaustavljanja algoritma RD* odre�en tek nakon zavr²etka pro
esa dinami£kogplaniranja algoritmom D*.Dinami£ko planiranje algoritmom D* i odre�ivanje S to£ke�vorovi se redom pretraºuju od novo promijenjenih £vorova dokle god postoji £vor uskupu O kojem je 
ijena k manja nego 
ijena g £vora R koji ozna£ava trenutnu pozi
ijurobota. Ovaj uvjet zovemo uvjet zaustavljanja algoritma D* u pro
esu dinami£kogplaniranja. Trenutni £vor R odre�uje grani
u 
ijene do koje se pretraºuju £vorovi.Tada je slije�enjem pokaziva£a iz svakog £vora na putanji po£ev²i od £vora R odre�enanova optimalna putanja PD∗ . Duº nove putanje PD∗ , traºi se robotu najbliºa konkavnato£ka S tipa, ozna£ena sa SR, koja leºi tako�er i na staroj putanji PD∗ prije promjene uprostoru. To£ka SR odredit ¢e uvjet zaustavljanja algoritma RD*. To£ka SR u algoritmuRD* ima ulogu trenutnog £vora kao ²to je £vor R u algoritmu D* i odre�uje grani
u
ijene do koje se pretraºuju £vorovi. To£ka SR se odabire zato da se smanji izra£un noveputanje PW . Umjesto da se uzima 
iljni £vor G kao trenutni £vor za algoritam RD* ira£una nova putanja PW skroz do 
ilja G, pronalaºenjem S to£ke na novoj izra£unatojputanji PD∗ koja je ujedno na staroj putanji PW potrebno je izra£unati samo dio noveputanje PW izme�u £vora R i £vora SR. Dio putanje PW (R,SR) i ostatak stare putanje
PW (SR, G) zajedno £ine putanju PW (R,G) kakvu bi odredio ini
ijalni izra£un algoritmaDD* od £vora R do G. To osigurava svojstvo S to£ke kroz koju mora pro¢i samo jednaoptimalna putanja pa tako i putanja PW . Odre�ivanje S to£ke na putanji PD∗ prije negoje izvr²en algoritam RD* i odre�en skup F je trikovit dio ovog algoritma. Odre�ivanje
S to£ke na putanji PD∗ opisat ¢emo najprije za binarnu mreºastu kartu zauze¢a, anakon toga, uz malu izmjenu odre�enih uvjeta, postupak ¢e vrijediti i za mreºastukartu zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.Pogledajmo pozi
ije konkavnih to£aka S tipa na primjeru prikazanom na sli
i 2.14,
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rtane putanje PW i PD∗ i podru£je skupa F . S to£ke se nalaze izme�udvaju slijednih skupova Hi i Hj , i < j ≤ H, koji sadrºe vi²e od dva £vora. Neka je
Hi sastavljen od konveksnih skupova tipa CSk, a Hj od konveksnih skupova tipa CSl,gdje su k, l ∈ {1, . . . , 8}. Postoje dva slu£aja loka
ije S to£ke: (1) izme�u me�usobnorazli£itih tipova konveksnih skupova CSk i CSl, l 6= k i (2) izme�u konveksnih skupova
CSk i CSl istog tipa, k = l, ako se prepreke nalaze s obje strane putanje izme�u skupova
Hi i Hj . Budu¢i da se putanja PD∗ tako�er nalazi unutar skupa F , mogu¢e je odrediti

CS8�)
CS1�)

S1

���

CS2

�	 HHj

Sn

6

start 
ilj
Slika 2.14. Pozi
ije konkavnih to£aka S tipa s obzirom na konveksne skupove CSk u skupu F .analiziranjem prijelaza na putanji kojem tipu konveksnog skupa CSk, k ∈ {1, . . . , 8},pripada odre�eni dio putanje. Tako�er je mogu¢e odrediti promatranjem okoline svakogpolja na putanji PD∗ koja se polja putanje nalaze blizu rubova prepreka. Prema tome,mogu¢e je samo iz putanje PD∗ i pozi
ija prepreka u karti odrediti pozi
iju S to£aka.U nastavku je opisan postupak odre�ivanja pozi
ije S to£ke s obzirom na spomenuteslu£ajeve (1) i (2).Niz uzastopnih istovrsnih prijelaza na putanji nazivamo linijskim segmentom pu-tanje. Tip konveksnog skupa CSk, k ∈ {1, . . . , 8}, kojemu pripada dio putanje PD∗otkriven je promatranjem orijenta
ija dvaju uzastopnih linijskih segmenata putanje.Orijenta
ija tre¢eg linijskog segmenta putanje u odnosu na prva dva segmenta odre�ujenalazi li se tre¢i segment i dalje u konveksnom skupu istog tipa CSk. Ako se orijenta
ijatre¢eg linijskog segmenta putanje ne podudara s orijenta
ijom prvog segmenta tada setre¢i segment nalazi u drugom konveksnom skupu CSl, l 6= k, i tada postoji konkavnato£ka S tipa u prethodnom (drugom) linijskom segmentu putanje (slu£aj (1)).Postupak odre�ivanja S to£ke na putanji PD∗ za slu£aj (1) prikazan je na sli
i 2.15.Kada se otkrije polje putanje u kojem po£inje drugi linijski segment putanje (promjenasmjera putanje PD∗), odre�uje se susjedno polje ozna£eno sa x s konveksne strane kutakojeg formiraju prvi i drugi linijski segment putanje u tom polju. Tre¢i linijski segmentima razli£itu orijenta
iju od prvog linijskog segmenta i odgovaraju¢e susjedno poljeozna£eno sa x (lijevi susjed svakom polju na putanji) mora se ispitati od svakog poljana prethodnom (drugom) linijskom segmentu putanje. Prvo polje putanje na drugomlinijskom segmentu £iji je provjeravani susjed zauzeto polje jest S to£ka. Primjer slu£aja(1) moºe se vidjeti na sli
i 2.14: to£ka S1 detektirana je izme�u konveksnih skupovatipa CS8 i CS1.
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to£ka SSlika 2.15. Odre�ivanje to£ke S na putanji PD∗: slu£aj (1).Postupak odre�ivanja S to£ke na putanji PD∗ za slu£aj (2) odre�uje se uzastopnomprovjerom postoji li duº jednog linijskog segmenta prepreka s obje strane putanje. To£ka

S je prva to£ka blizu ruba prepreke na tom linijskom segmentu. Ovaj slu£aj se moºevidjeti na sli
i 2.14: to£ka Sn detektirana je izme�u dvaju CS2 konveksnih skupova.Odre�ivanje to£ke S na putanji PD∗ odre�enoj u grafu stvorenom iz mreºaste kartezauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena je sli£no opisanom postupku uz malu izmjenuuvjeta koji se provjerava. Moºe se primijetiti da podru£je skupa F prora£unato naovakvom grafu prolazi kroz slobodna polja izvan sigurnosne maske (ako je mogu¢e) kao²to je prikazano u primjeru na sli
i 2.13. Konkavne to£ke C tipa blizu su pro²irenihprepreka za sigurnosnu masku 
ijene. Podru£je skupa F ²irine je jednog polja (S to£ke)ako su susjedna polja unutar sigurnosne maske, dakle vrijednost zauze¢a tih polja jeve¢a od jedan, ²to je slu£aj u uskim prolazima. Uvjet da je to£ka S blizu zauzetog polja(kao na sli
i 2.15), ovdje je transformiran u uvjet da je to£ka S blizu sigurnosne maske,odnosno blizu polja kojem je vrijednost zauze¢a ve¢a od jedan.Odre�ivanje to£ke SR u algoritmu DD* opisano je primjerima prikazanim na slikama2.16 koja prikazuje ini
ijalno pretraºivanje i 2.17 koja prikazuje dinami£ko planiranjealgoritmom D* i detek
iju to£ke SR. Radi jasno¢e, prikazan je samo dio prostora uokoli
i startne pozi
ije mobilnog robota.
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Slika 2.16. Ini
ijalno pretraºivanje: pokaziva£i algoritma D*, putanja PD∗ , podru£je skupa Falgoritma DD* i putanja PW .U ini
ijalnom pretraºivanju odre�eno je podru£je skupa F i putanja PW . Nazna£enisu pokaziva£i algoritma D* koji odre�uju optimalne putanje iz svakog £vora do 
ilja i
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α3Slika 2.17. Dinami£ko planiranje algoritmom D*: pokaziva£i algoritma D*, � � svi pretraºeni£vorovi, nova putanja PD∗ , odre�ena to£ka SR.optimalna putanja PD∗ algoritma D*. Robot prati ini
ijalnu putanju PW (ozna£enus PoldW na sli
i 2.17) i kada stigne u pozi
iju ozna£enu s R otkrije novu preprekuprikazanu skupinom 
rnih polja. Nova je prepreka pro²irena uzimaju¢i u obzir dimenzijerobota i sigurnosnu masku 
ijena izra£unatu oko nje. Algoritmom D* pretraºeni su£vorovi ozna£eni kvadratima. Broj pretraºenih £vorova odre�uje £vor R svojom 
ijenom(pretraºuju se svi £vorovi kojima je 
ijena k manja od 
ijene g(R)). Tim su £vorovimaodre�ene nove optimalne putanje do 
ilja i 
ijene g. Nova putanja PD∗ dobivena jepra¢enjem pokaziva£a iz £vora R do 
ilja. To£ka SR traºena je na novoj putanji PD∗ odto£ke od koje se nova i stara putanja PD∗ preklapaju (stara putanja PD∗ je ozna£enas PoldD∗ , a po£etna to£ka preklapanja je ozna£ena s A na sli
i 2.17). Orijenta
ijelinijskih segmenata putanje razmatraju se od to£ke A i ozna£eni su redom s α1, α2 i α3.Orijenta
ija tre¢eg linijskog segmenta nije jednaka orijenta
iji prvog segmenta (slu£aj(1)) te se S to£ka mora nalaziti negdje na drugom linijskom segmentu. Susjedno poljes konveksne strane kuta kojeg formiraju prvi i drugi linijski segment provjerava se nasvakom polju u drugom linijskom segmentu putanje (desni susjed svakom polju drugogsegmenta putanje). To£ka SR je prvi £vor £iji provjeravani susjed ima vrijednost zauze¢ave¢u od jedan.Dinami£ko planiranje algoritmom RD*Odre�ena to£ka SR postavljena je kao trenutni £vor za algoritam RD*. �vorovi sepretraºuju od novo promijenjenih £vorova prema trenutnom £voru, SR, sve dok nije
ijena h trenutnog £vora manja od 
ijene kR najboljeg £vora u skupu OR. Tada sera£unanjem f(n) odre�uje novo podru£je skupa F od £vora R do to£ke SR, a zatim seodre�uje putanja PW (R,SR) izme�u tih dviju to£aka prema prethodno opisanoj metodiodre�ivanja putanje PW . Skupovi Hi, i = 1, . . . ,H odre�uju se prema algoritmu 2.10,od £vora R do £vora SR.Ovaj korak pro
esa dinami£kog planiranja prikazan je na sli
i 2.18, a nastavlja sena primjer prikazan slikama 2.16 i 2.17. Algoritmom RD* pretraºeni su £vorovi oz-
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Slika 2.18. Dinami£ko planiranje algoritmom RD*: pokaziva£i algoritma RD*, � � svi pretra-ºeni £vorovi, podru£je skupa H1 algoritma DD* i nova putanja PW (R,SR).
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Slika 2.19. Dinami£ko planiranje: trenutna pozi
ija robota je izvan podru£ja skupa F .na£eni kvadratima. Broj pretraºenih £vorova odre�uje £vor SR tako ²to su pretraºenisvi £vorovi kojima je 
ijena kR manja od 
ijene h(SR). Tim su £vorovima odre�enenove optimalne putanje do starta i 
ijene h. Prikazani su pokaziva£i algoritma RD* kojiodre�uju optimalnu putanju iz svakog £vora do starta. Po zavr²etku algoritma RD*formirano je podru£je skupa F prikazano ispunjenim kvadratima. Skup H1 formiran jeod £vora R prema algoritmu 2.10. Novi skup H1 prikazan je svjetlijom sivom (naran-£astom) bojom ispunjenim kvadratima. Nova putanja PW (R,SR) odre�ena je od £vora
R do to£ke SR. Ukupna putanja od pozi
ije robota do 
ilja odre�ena je spajanjemnove putanje PW (R,SR) od £vora R do to£ke SR, i stare putanje PW (SR, G) od to£ke
SR do 
ilja. Ova ukupna putanja ekvivalentna je putanji PW (R,G) izra£unatoj kao uini
ijalnom koraku iz £vora R do 
ilja ²to je osigurano pronalaskom S to£ke na putanji
PD∗ .Prethodni primjer prikazuje spe
ijalan slu£aj u kojem je £vor R i prije i poslije pro-mjene u prostoru usred podru£ja skupa F . Me�utim, trenutna pozi
ija robota moºe bitiu nekom £voru R, koji je prije promjene u prostoru u podru£ju skupa F , ali promjenau prostoru moºe biti takva da nakon pro
esa dinami£kog planiranja algoritmima D* iRD* £vor R vi²e nije u podru£ju novog skupa F . Razlog tomu je ²to je vrijednost foptimalna s obzirom na start i 
ilj, a ne trenutnu pozi
iju robota i 
ilj. Op¢eniti slu£aj



44 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimadinami£kog planiranja prikazan je na sli
i 2.19, a nastavlja se na ini
ijalni izra£un pri-kazan na sli
i 2.16. Robot prati ini
ijalnu putanju PW (ozna£enu s PoldW ) i kad stigneu pozi
iju ozna£enu s R otkrije novu prepreku. Dinami£ko planiranje algoritmom D*je prema £voru R, a dinami£ko planiranje algoritmom RD* je prema to£ki SR. Nazna-£eni su pokaziva£i algoritma D* i nova optimalna putanja PD∗ dobivenom pra¢enjempokaziva£a iz £vora R. �vor R nalazi se izvan podru£ja skupa F koje je prikazanoispunjenim kvadratima. Ako se dinami£ko planiranje algoritmom D* pro²iri skroz dostarta, a dinami£ko planiranje algoritmom RD* skroz do 
ilja, podru£je skupa F pro-tezat ¢e se od starta do 
ilja, ali £vor R i dalje ne¢e biti unutar podru£ja. Potrebno jepovezati £vor R s podru£jem skupa F bez gubitka optimalnosti. Budu¢i da je algoritamD* odredio novu optimalnu putanju PD∗ iz £vora R, ovaj se problem rje²ava nalaºe-njem najbliºeg £vora na putanji PD∗ ozna£enim s nW koji je u skupu F . �vor nW jeAlgoritam 2.11: gibanje-robota-DD*(start, cilj)1: ∀n ∈ N , k(n)←∞, g(n)←∞, b(n)← n
kR(n)←∞, h(n)←∞, bR(n)← n2: R← start, O ← ∅, OR ← ∅ //Ini
ijaliza
ija algoritama D* i RD*3: PW ← ∅ //Ini
ijaliza
ija najkra¢e putanje4: dodaj-D*(cilj, 0)5: dodaj-RD*(start, 0)6: dok R 6= cilj7: IR ←promijenjeni-£vorovi(R)8: ako R = start ili IR \ O 6= ∅ //Ini
ijalno ili dinami£ko planiranje9: D*(IR, R)10: i← 1, PD∗ [i]← R11: dok PD∗ [i] 6= cilj12: i← i+ 113: PD∗ [i]← b(PD∗ [i− 1])14: kraj15: SR ←odredi-S-to£ku(PW ,PD∗) //vra¢a cilj ako je PW = ∅16: RD*(IR, SR)17: F ← {n | g(n) + h(n) = g(SR) + h(SR)}18: i← 119: dok PD∗ [i] /∈ F20: i← i+ 121: kraj22: nW ← PD∗ [i]23: odre�ivanje-podskupova-optimalnih-putanja(nW , SR,F)24: za ∀Hi, i = 1, . . . ,H25: Pi ←najkra¢a-putanja(Si−1, Si,Hi)26: kraj27: P ′

W ← P1 ∪ · · · ∪ PH28: PW ← PD∗(R,nW ) ∪ P ′
W ∪ PW (SR, G)29: kraj30: R←prati-putanju-W(PW )31: kraj



2.4. Dvosmjerni algoritam D* dinami£kog planiranja putanje 45po£etni £vor za odre�ivanje nove putanje PW . Skupovi Hi, i = 1, . . . ,H, formiraju seod £vora nW do SR. Ukupna putanja od pozi
ije robota do 
ilja odre�ena je spajanjemputanje PD∗(R,nW ) od trenutne pozi
ije robota (£vora R) do £vora nW , nove putanje
PW (nW , SR) od £vora nW do to£ke SR, i stare putanje PW (SR, G) od to£ke SR do 
ilja.Pseudokod algoritma koji tijekom gibanja robota od starta do 
ilja poziva algoritamDD* dan je algoritmom 2.11. Algoritam DD* izvr²ava se ini
ijalno, ako je R = start,te u slu£aju promjena u prostoru koje je robot otkrio senzorom. Funk
ija promijenjeni-£vorovi(R) u liniji 7 vra¢a sve £vorove kojima se promijenila vrijednost zauze¢a i njihdalje obra�uju algoritmi D* i RD*. Po zavr²etku algoritma D* nova optimalna putanja
PD∗ odre�uje se pomo¢u pokaziva£a u linijama 10-14. Na novoj putanji PD∗ odre�ujese to£ka SR funk
ijom odredi-S-to£ku £iji su detalji prethodno opisani. Dalje sealgoritmom RD* odre�uju potrebne 
ijene h da bi se odredio skup F . To£ka nW izkoje se ra£unaju skupovi Hi odre�uje se u linijama 18-22. Odre�eni skupovi Hi, i =
1, . . . ,H i konkavne to£ke S i C tipa tretiraju se kao skrivene varijable, a koriste ustvaranju najkra¢ih putanja Pi unutar svakog skupa Hi (linije 24-27). Ukupna putanja
PW odre�ena je kao unija pojedina£nih putanja odre�enih prethodno. Tu putanju robotslijedi do 
ilja, a ponovno se prora£unava u slu£aju promjene u prostoru.2.4.4 Eksperimentalni rezultatiRezultati dvaju eksperimenata na robotu Pioneer 3DX opremljenim laserskim senzoromudaljenosti prikazani su radi valida
ije algoritma DD*. Prvi eksperiment prikazujeslu£aj naviga
ije robota u potpuno poznatom prostoru, a drugi eksperiment prikazujeslu£aj naviga
ije robota u istom prostoru, ali s postavljenim nepoznatim preprekama.Kori²ten je CAD model prostora mobilnog robota sastavljen od mno²tva linija kojepredstavljaju prepreke. Iz takvog modela izgra�uje se mreºasta karta zauze¢a tako ²tose prostor mreºasto podijeli na kona£an broj polja, a linije se pretvaraju u diskretni nizto£aka. Svakoj to£ki linije odre�uje se polje kojem to£ka pripada kako slijedi. To£ka £ijesu koordinate (x, y) ∈ R2 pretvara se u 
jelobrojne koordinate mreºaste karte zauze¢a
(in, jn) ∈ N2 prema sljede¢em izrazu:

(in, jn) := (⌈x− x0
epolje

⌉, ⌈y − y0
epolje

⌉), (2.23)gdje je epolje duljina strani
e polja, a x0 i y0 najmanje koordinate prostora (ishodi²teje lijevi donji ugao karte prostora). Prema tome, polje n ∈ K koje ima 
jelobrojnekoordinate 
entra u (in, jn) ∈ N2 postaje zauzeto. Nepoznate prepreke upisuju se umreºastu kartu zauze¢a kada ih robot otkrije svojim laserskim senzorom udaljenosti.Laserski senzor udaljenosti daje niz to£aka u prostoru u kojima je zraka lasera udarila uprepreku. Za svaku to£ku odre�uje se prema (2.23) u koje polje upada i to polje postajezauzeto. Okolnja polja aºuriraju vrijednost zauze¢a da bi prepreke bile pro²irene zadimenzije robota. Dodatno se oko zauzetih polja unutar sigurnosne maske 
ijena ra£u-naju vrijednosti zauze¢a prema izrazu (2.1). Dinami£ke promjene u prostoru otkrivaju



46 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimase laserskim senzorom tako ²to se u �ksnim vremenskim intervalima (svakih 100 ms)snima stanje prostora laserom i aºurira mreºasta karta zauze¢a. Robot je lokaliziranAMCL lokaliza
ijom (engl. adaptive Monte Carlo lo
alization), koja koristi opisanukartu i laserska o£itanja. Veli£ina prostora kori²tena u eksperimentima je 539 x 164polja, gdje je veli£ina polja epolje = 0.1 m.Razvijeni algoritam DD* uspore�en je sa standardnim algoritmom D* s obziromna brzinu slije�enja putanje i vrijeme izvo�enja. Trajektorije robota i pro�li brzinadobiveni objedinjenjem algoritma DD* s algoritmom dinami£kog prozora uspore�enisu istima dobivenim objedinjenjem algoritma D* s algoritmom dinami£kog prozora4.Obje putanje PW i PD∗ odre�ene su na grafu stvorenom iz mreºaste karte zauze¢a sasigurnosnom maskom 
ijena.Prvi eksperiment
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Slika 2.20. Trajektorija robota prate¢i putanju PD∗ i trajektorija robota prate¢i putanju PW ,obje izra£unate na mreºastoj karti zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.Tabli
a 2.2. Rezultati prvog eksperimenta.Algoritam Duljina putanje [m℄ Duljina trajektorije [m℄ vrijeme gibanja [s℄D* 17.14 16.37 52.4DD* 16.48 16.18 45.2Slika 2.20 prikazuje trajektorije, a slika 2.21 pro�le brzina dobivene u prvom ekspe-rimentu prate¢i putanju PD∗ i PW , respektivno. Kao ²to se vidi iz tabli
e 2.2 i slike4Objedinjavanje algoritama planiranja putanje s algoritmom dinami£kog prozora opisano je u po-glavlju 5.
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Slika 2.21. Pro�li brzina prvog eksperimenta.2.21, algoritam DD* proizvodi kra¢u putanju i trajektoriju robota nego algoritam D* irobot dostiºe 
ilj 13.7% brºe.Drugi eksperimentU drugom eksperimentu koristili smo isti prostor, ali smo postavili osam prepreka (O1-
O8) radi testiranja sposobnosti predloºenog algoritma u zaobilaºenju prepreka. Slika2.22 prikazuje trajektorije, a slika 2.23 pro�le brzina dobivene u ovom eksperimentuprate¢i putanju PD∗ i PW , respektivno. Kao ²to se vidi u tabli
i 2.3, algoritam DD*proizvodi kra¢u putanju i dulju trajektoriju nego algoritam D*, a robot dostiºe 
ilj
13.2% brºe. Tabli
a 2.3. Rezultati drugog eksperimenta.Algoritam Duljina putanje [m℄ Duljina trajektorije [m℄ Vrijeme gibanja [s℄D* 29.40 27.06 151.7DD* 29.09 27.26 131.7Tabli
a 2.4 prikazuje vrijeme ini
ijalnog planiranja kao i vremena dinami£kog plani-ranja (ozna£ena kao tp) i broj pretraºenih £vorova (ozna£enih kao E) pri detek
iji svihosam prepreka, ²to jasno indi
ira da je algoritam DD* ra£unski zahtjevniji nego algo-ritam D*. Ti su rezultati o£ekivani budu¢i da dinami£ko planiranje algoritmom DD*
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Slika 2.22. Trajektorija robota prate¢i putanju PD∗ i trajektorija robota prate¢i putanju PW ,obje izra£unate na mreºastoj karti zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.
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Slika 2.23. Pro�li brzina u drugom eksperimentu.uklju£uje dinami£ko planiranje algoritma D* pra¢eno algoritmom RD* i ra£unanjemnajkra¢e putanje PW kroz podru£je skupa F . S
enarij najgoreg slu£aja pojavljuje se uzaobilaºenju prepreke O2 zbog njenog poloºaja kod vrata pa ju robot ne moºe jednos-tavno zaobi¢i. Umjesto toga robot mora i¢i putanjom kroz druga vrata sobe. Pretraºeni£vorovi prikazani su na sli
i 2.24. Veliki broj pretraºenih £vorova i s tim u skladu dugiizra£un algoritma RD* uzrokovani su pozi
ijom to£ke SR, koja je daleko od prepreke
O2, tj. skoro kod 
ilja.
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a 2.4. Vremena planiranja i broj pretraºenih £vorova algoritama D* i DD*Algoritam D* RD* PW DD*
tp [ms℄ (E) tp [ms℄ (E) tp [ms℄ tp [ms℄Ini
ijalno 206(42420) 200(42485) 1 407

O1 8(1437) 3(823) 1 12

O2 48(9392) 91(17533) 3 142

O3 2(143) 0(247) 1 3

O4 6(1056) 23(6396) 2 31

O5 2(381) 0(157) 0 2

O6 7(1126) 11(3860) 0 18

O7 6(1248) 2(846) 1 9

O8 11(2783) 27(7602) 0 38
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Slika 2.24. �vorovi pretraºeni algoritmima D* i RD* kod najgoreg slu£aja dinami£kog plani-ranja.Vrijeme dinami£kog planiranja mogu¢e je ograni£iti hijerarhijskom reorganiza
ijomgrafa pretraºivanja, ²to omogu¢ava hijerarhijsko planiranje putanje. Prikladno rje²e-nje je hijerarhijska dekompozi
ija prostora zasnovana na hijerarhijskim grafovima (H-Grafovi; [33, 34℄). Hijerarhijska apstrak
ija moºe redu
irati probleme eksponen
ijalnesloºenosti na linearnu [66℄. U radu [114℄ razvijeno je optimalno hijerarhijsko planiranjekao pro²irenje Cagigasovog hijerarhijskog algoritma D* [18℄. Optimalnost globalne pu-tanje dobivena je optimalnim postavljanjem tzv. mosnih £vorova potrebnih za stvaranjehijerarhije. Skup optimalnih unaprijed izra£unatih par
ijalnih putanja pohranjen je umosnim £vorovima. Par
ijalne putanje de�niraju povezanost i 
ijenu izme�u mosnih£vorova. skup par
ijalnih putanja osigurava brzo dinami£ko planiranje tako ²to se pre-traºuju samo mosni £vorovi na vi²oj razini hijerarhije. Mosni £vorovi postavljeni su na



50 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinami£kim prostorimasredinu prolaza kod vrata, kao ²to je prikazano na sli
i 2.25. Slika 2.25 tako�er prikazuje
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Slika 2.25. Skup par
ijalnih putanja izme�u mosnih £vorova.skup par
ijalnih putanja koji uklju£uje i start i 
ilj. Svaka par
ijalna putanja izra£unataje kao putanja PW . U pro
esu dinami£kog planiranja, algoritam mora pretraºiti samomosne £vorove pridruºene sobi u kojoj se nalazi robot i nakon toga pretraºiti nekoliko£vorova unutar sobe. Algoritam D* prvo pretraºuje mosne £vorove i nakon toga diosobe pretraºuju¢i od najboljeg mosnog £vora do trenutne pozi
ije robota. Naposlijetku,najbolji se mosni £vor koristi kao to£ka SR za algoritam RD*. O£ito je da uvo�enjemhijerarhijske dekompozi
ije grafa veli£ina sobe ograni£ava vrijeme izra£una. U slu£ajudetek
ije prepreke O2, vrijeme dinami£kog planiranja se smanjilo s 142 ms na 70 ms, abroj pretraºenih £vorova se smanjio s 26925 na 11644.2.5 SaºetakU ovom su poglavlju opisani algoritmi planiranja geometrijskih putanja robota u poz-natim prostorima zasnovani na pretraºivanju mreºastih karata zauze¢a. Budu¢i da jenaglasak na rad u stvarnom vremenu, detaljnije su opisani algoritam A* i njegovi na-sljedni
i. Algoritam A* pretraºuje najmanji broj £vorova u grafu nuºnih za jam£enjeoptimalne putanje. Me�utim, primijenjiv je samo u stati£kim prostorima. Algoritmi D*i FD* nasljedni
i su algoritma A*, koji imaju svojstvo dinami£kog planiranja, odnosnoomogu¢uju promjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama prostora (npr. zbognovih objekata u prostoru koji nisu uklju£eni u kartu prostora). Algoritmi pretraºivanjamreºastih karata zauze¢a imaju nedostatak da je dobivena putanja sastavljena od nizapovezanih linijskih segmenata s promjenama u orijenta
iji segmenata koje su vi²ekrat-ni
i od 45◦. Ovaj se nedostatak odraºava u potrebi za znatnim usporavanjem (£estoi zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robota zbog skokovitih promjena orijenta
ije priprelasku s pra¢enja jednog linijskog segmenta putanje na drugi. S 
iljem rje²avanja ovog



2.5. Saºetak 51problema, u ovom je poglavlju razvijen algoritam planiranja putanje, nazvan dvosmjer-nim algoritmom D*, jer se zasniva na dva prolaza algoritma D*. Razvijeni algoritamiz mreºaste karte zauze¢a izra£unava najkra¢u putanju PW u geometrijskom prostoru,£ije orijenta
ije segmenata putanje nisu vi²ekratni
i 45◦ ve¢ su proizvoljne i kojime jesmanjen broj skokovitih promjena orijenta
ije pri prelasku s jednog linijskog segmentaputanje na drugi. Algoritam naslje�uje svojstvo dinami£kog planiranja putanje od algo-ritma D*. Primijenjen je na mreºastoj karti zauze¢a s tzv. sigurnosnom maskom 
ijenaoko prepreka. Sigurnosna maska odmi£e putanju PW dalje od prepreka pove¢avaju¢isigurnost gibanja robota. Razvijeni je algoritam provjeren eksperimentalno i uspore�ensa standardnim algoritmom D* pod istim uvjetima. Eksperimenti potvr�uju o£ekivaneprednosti razvijenog algoritma planiranja putanje.





Poglavlje 3
Hijerarhijsko planiranje putanje

Ovo se poglavlje usredoto£uje na planiranje putanje u dinami£kim prostorima s po-sebnim naglaskom na izvr²avanje algoritma u stvarnome vremenu. Algoritmi planiranjaputanje opisani u poglavlju 2 ra£unski su prezahtjevni kada se radi o velikim prostorima.Taj se problem naj£e²¢e rje²ava reprezenta
ijom prostora mreºastom kartom nejednolikerezolu
ije, gdje je slobodni dio prostora predstavljen ve¢im poljem, primjeri
e metodomkvadratnih stabala [110℄. No putanje u takvim kartama prolaze sredi²tima polja i nisuoptimalne [110℄. Vi²erezolu
ijski algoritam Field D* [30℄ odre�uje putanje kroz nejed-noliku mreºastu kartu s malim vremenskim izra£unom i malim utro²kom memorije.Me�utim, u velikim prostorima, primjeri
e prostorima sastavljenima od vi²e katovaili £ak vi²e zgrada, potrebno je napraviti hijerarhijsku apstrak
iju modela prostora da bise redu
irala sloºenost grafa mogu¢ih putanja. Apstrak
ija se moºe shvatiti kao uklanja-nje nebitnih detalja iz informa
ija organiziranih u nekoj opera
iji [98℄. Prikladan izborje hijerarhijska dekompozi
ija prostora H-grafovima [33, 34℄. Hijerarhijska apstrak
ijamoºe redu
irati eksponen
ijalnu sloºenost problema planiranja na linearnu sloºenost[66℄. Postoje razni zanimljivi pristupi nalaºenju dobrih hijerarhijskih apstrak
ija [51℄,[43℄, [38℄. Uobi£ajeno se kreiranje hijerarhijske karte izvodi ru£no [19℄, ²to predstavljadugotrajan i sloºen posao. Op¢enito je problem kreiranja optimalne hijerarhijske aps-trak
ije kombinatori£ki optimiza
ijski problem koji nije rje²iv u polinomnom vremenu[62℄. Metode koje kreiraju hijerarhijske apstrak
ije u polinomnom vremenu predstav-ljene su u [43℄ i [16℄, ali ne jam£e optimalnu hijerarhiju s obzirom na izra£un planiranja[3℄. U [42℄ je pokazano da ponavljanje opera
ija na razli£itim hijerarhijskim razinama iiteriranje me�u razinama znatno produljuje izra£un planiranja putanje. Primjeri
e, dabi se prona²ao 
ilj na jednoj razini, moºe biti nuºno poni²titi ispunjen 
iljni uvjet na vi²ojrazini. To uzrokuje ponovno rje²avanje me�uovisnih potproblema izme�u razina (engl.ba
ktra
king). Takvo rje²avanje moºe eksponen
ijalno pove¢ati vrijeme izvo�enja, kao²to je analizirano u [43℄. Nalaºenje dobre hijerarhijske apstrak
ije uvodi dva dodatnaograni£enja. Prvo, mora biti sa£uvana konzistentnost kroz hijerarhijske razine modela[104℄ i drugo, model mora ostati konzistentan nakon promjena u prostoru. To moºe53



54 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjedovesti do ra£unski prezahtjevnih metoda. U [38℄ se koristi hijerarhijska reprezenta-
ija prostora nazvana �nazna£en i hijerarhijski� (engl. annotated and hierar
hi
al) graf,gdje je konzistentnost zajam£ena automatskim kreiranjem apstrak
ijskih razina iz naj-detaljnije razine. Nestrukturirane informa
ije u obliku oznaka sadrºane su u £vorovimai lukovima grafa i koriste se u planiranju. Taj pristup koristi optimiza
ijski algoritamkoji po£inje od ini
ijalne hijerarhijske apstrak
ije (koja moºe biti neoptimalna) i kon-tinuirano ju pobolj²ava kako robot stje£e iskustvo. Na najdetaljnijoj razini apstrak
ijekoristi topolo²ku kartu prostora. Stoga, ta metoda ovisi o automatskom kreiranju to-polo²kih karata [89℄ i tako�er o algoritmima uskupljavanja (engl. 
lustering) grafova[80℄.Hijerarhijsko se planiranje putanje zasniva na pro
esu postupnog korigiranja putanjepo£ev²i od najvi²e hijerarhijske razine (visoka razina apstrak
ije) prema niºim razinama(vi²e detalja). U [19℄ skup optimalnih predodre�enih par
ijalnih putanja prvotno se po-hranjuje u klju£nim to£kama H-grafa sa 
iljem ubrzanja pro
esa planiranja. Taj sepostupak zove materijaliza
ija 
ijena [56℄. Materijaliza
ija 
ijena izbjegava ponovnora£unanje nekih dijelova putanja u hijerarhijskom pro
esu pretraºivanja, ali zahtijevadodatnu memoriju za predodre�ene par
ijalne putanje. Me�utim, materijaliza
ija 
ijenaizme�u svih parova £vorova moºe biti memorijski prezahtjevna [1℄, ako se radi o velikombroju £vorova u grafu [50℄. Mnogo stroºi zahtjev na vrijeme izra£una algoritma jest pripro
esu dinami£kog planiranja. Problem ve¢ine algoritama koji imaju sposobnost izvr-²avanja u stvarnom vremenu jest neoptimalnost izra£unate putanje. D. Cagigas u [18℄koristi algoritam D* i pretvara ga u hijerarhijski algoritam D* (HD*), koji koristi skupoptimalnih par
ijalnih putanja izme�u klju£nih to£aka H-grafa. Algoritam HD* una-pre�uje u£inkovitost algoritma D* u velikim prostorima, ali optimalnost putanje ovisi okreiranju H-grafa. Iako algoritam HD* koristi skup optimalnih par
ijalnih putanja, nijeosigurano da je globalna putanja sastavljena kao unija optimalnih par
ijalnih putanjatako�er optimalna. Dodatno, algoritam HD* koristi heuristiku prema 
ilju. Me�utim,heuristika prema startu mogla bi ubrzati pro
es dinami£kog planiranja [127℄.U ovome je radu na osnovi D. Cagigasova algoritma HD*, izveden novi hijerarhijskialgoritam planiranja putanje nazvan fokusiranim hijerarhijskim D* (FHD*). Za raz-liku od izvornog algoritma HD*, algoritam FHD* jam£i optimalnost globalne putanje izahtijeva znatno manje vremena za dinami£ko planiranje putanje. To je postignuto s ne-koliko modi�ka
ija izvornog algoritma HD*: (i) optimalnim postavljanjem tzv. mosnih£vorova potrebnih za stvaranje hijerarhije, (ii) organiza
ijom hijerarhije koja omogu¢ujeoptimalno horizontalno i vertikalno planiranje putanje i (iii) usmjeravanjem dinami£-kog pretraºivanja oko optimalne putanje, ²to smanjuje pretraºeno podru£je bez gubitkaoptimalnosti. algoritam FHD* testiran je u unutarnjem prostoru s mnogo prostorija iuspore�en s izvornim algoritmom HD* te nehijerarhijskim algoritmima D* i FD* podistim uvjetima. Algoritam FHD* znatno nadma²uje ostale algoritme s obzirom na vri-jeme izra£una. Dodatno, moºe se jednostavno pro²iriti za planiranje putanje izme�urazli£itih katova ili zgrada.



3.1. Hijerarhijska karta 55Struktura ovog poglavlja je sljede¢a. Odlomak 3.1 opisuje kon
ept i de�ni
ije H-Grafa prema [19℄ i [18℄. Odlomak 3.2 opisuje izvorni algoritam HD*. Odlomak 3.3predstavlja novi algoritam FHD*, kao pobolj²anje algoritma HD*. Odlomak 3.4 pred-stavlja metodu automatske izgradnje hijerarhijske karte. U odlomku 3.5 dani su ekspe-rimentalni rezultati algoritma FHD* uspore�eni s rezultatima dobivenim algoritmimaHD*, D* i FD* pod istim uvjetima.3.1 Hijerarhijska kartaOvdje iznosimo de�ni
iju H-grafa prema [19℄ i [18℄ s na²im nota
ijama i nekim dodatnimobja²njenjima.3.1.1 H-grafH-graf je skup razina hijerarhijske apstrak
ijeR = {R0, R1, ..., RD}, gdje jeD dimenzijahijerarhije. R0 je �korijenska� razina, koja predstavlja najapstraktniji opis prostora,tj. najvi²u razinu hijerarhijske apstrak
ije. Razina RD predstavlja najdetaljniji opisprostora, tj. najniºu razinu hijerarhijske apstrak
ije. Na svakoj razini Ri ∈ R postojigraf Gi(Ni,Ai, Ci,Wi,Ti), gdje je Ni skup £vorova, Ai skup lukova, Ci skup Kartezijevihkoordinata za Ni, Wi skup teºina za Ai i Ti skup par
ijalnih putanja pridruºenih Ni.Indeks i ozna£ava razinu Ri. Unija grafova G0,G1,G2, . . . ,GD je graf G(N ,A, C,W,T ),gdje je N = N0 ∪ N1 ∪ · · · ∪ ND, A = A0 ∪ A1 ∪ · · · ∪ AD, C = C0 ∪ C1 ∪ · · · ∪ CD,
W =W0 ∪W1 ∪ · · · ∪ WD, T = T0 ∪ T1 ∪ · · · ∪ TD.Luk a(nJ , nK , wH) ∈ A de�niran je pomo¢u tri elementa nJ , nK , wH , gdje su
nJ , nK ∈ N , nJ 6= nK i wH ∈ W. Lukovi su neusmjereni i dopu²taju naviga
iju u obasmjera izme�u dvaju £vorova. De�nirani su samo izme�u nekih £vorova. Za razlikuod ostalih modela H-grafa, primjeri
e [33, 34℄, lukovi ne sadrºe druge lukove u dubljojrazini hijerarhije. No, postoje lukovi kojima su £vorovi nJ , nK iz razli£itih razina. Tadataj luk pripada razini £vora iz niºe razine. Primjeri
e, ako je nJ ∈ Nj i nK ∈ Nk,
0 < j < k ≤ D, tada je a(nJ , nK , wH) ∈ Ak.Kartezijeve koordinate c ∈ C de�nirane su ure�enim parom (x, y), gdje su x, y ∈
R. Kartezijeve su koordinate pridruºene samo nekim £vorovima iz N i koriste se uheuristi£noj funk
iji za algoritam planiranja putanje.Teºina w ∈ W je realni broj (wI ∈ R). Teºine su pridruºene svim postoje¢imlukovima. Predstavljaju 
ijenu putovanja po luku i koriste su u funk
iji 
ijene putanjeu algoritmu planiranja putanje.3.1.2 Kategorije £vorova i njihova svojstva�vorovi su podijeljeni u £etiri skupine: potkartni £vorovi, krajnji £vorovi, £vorovi ras-kriºja i mosni £vorovi.



56 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjePotkartni £vorovi su disjunktni podskupovi £vorova iz niºe razine hijerarhijske aps-trak
ije. Skup potkartnih £vorova ozna£avamo sa K ⊂ N . Kaºemo da je £vor k ∈ Nipotkartni £vor iz razine Ri, (0 ≤ i < D), ako je sastavljen od K > 1 £vorova iz niºerazine Rj , gdje je j = i+1, odnosno k = {n1, n2, . . . , nK} ⊂ Nj . Potkartni £vor roditelj£voru n ∈ Ni, 0 < i ≤ D, je onaj £vor k ∈ Ni−1 ∩ K takav da je n ∈ k. De�nirajmofunk
iju roditelj : N → K koja odre�uje potkartni £vor roditelj £voru n
roditelj(n) := k | n ∈ k. (3.1)De�nirajmo funk
iju razina : N → {0, . . . ,D} koja odre�uje u kojoj se razini nalazi£vor n
razina(n) := i | n ∈ Ni, (3.2)uz napomenu da se £vor n ∈ N moºe nalaziti samo u jednoj razini. Primijetimo davrijedi sljede¢e:ako je roditelj(n) = k tada je razina(n) = razina(k) + 1. (3.3)Potkartni se £vorovi nalaze u svim razinama hijerarhijske apstrak
ije osim u najniºojrazini RD. Svi £vorovi iz iste razine raspore�eni su u potkartne £vorove na vi²oj razini,odnosno vrijedi sljede¢e:za ∀i ∈ {0, . . . ,D − 1} i za ∀n ∈ Ni+1 ∃1k ∈ Ni tako da n ∈ k ⊂ Ni+1. (3.4)Dakle, svaki £vor n ima samo jedan potkartni £vor roditelj k, budu¢i da su potkartni£vorovi disjunktni skupovi.Krajnji £vorovi su svi £vorovi koji se mogu odabrati kao start i 
ilj za algoritamplaniranja putanje.�vorovi raskriºja su pod
iljevi koji predstavljaju kriºanja putanja i skretni
e naputanjama.Kaºemo da je m ∈ Nj mosni £vor iz razine Rj , (1 < j ≤ D), ako postoji £vor n ∈ Niiz razine Ri, i = j − 1, i luk a(m,n,w) ∈ A. Mosni se £vorovi nalaze u svim razinamahijerarhijske apstrak
ije osim u prve dvije razine R0 i R1. Pretpostavka je da se na razini

R0 nalazi samo jedan potkartni £vor. Svaki mosni £vor m ∈ Nj , (1 < j ≤ D), ima svojpotkartni £vor roditelj k ∈ Ni, i = j − 1, koji se zajedno sa £vorom n ∈ Ni takvim da
∃a(m,n,w) ∈ A nalazi u potkartnom £voru h ∈ Ni−1, odnosno m ∈ k i n, k ∈ h. Prematome, moºemo re¢i da mosni £vorovi povezuju potkartni £vor s njegovim potkartnim£vorom roditeljem. Skup mosnih £vorova ozna£avamo sa M ⊂ N . Skup svih mosnih£vorova unutar potkartnog £vora k, ozna£enMk ⊆M, odre�uje se prema:

Mk =M∩ k. (3.5)Postoje dvije vrste mosnih £vorova: horizontalni mosni £vorovi i vertikalni mosni



3.1. Hijerarhijska karta 57£vorovi. Horizontalni mosni £vorovi prate prethodnu de�ni
iju, a vertikalni se mosni£vorovi razlikuju od horizontalnih mosnih £vorova po tome ²to spajaju dva potkartna£vora koji predstavljaju dva kata u zgradi. Ulazi u dizala modelirani su kao vertikalnimosni £vorovi. Ti £vorovi omogu¢uju planiranje putanje izme�u razli£itih katova uzgradi ili £ak izme�u razli£itih katova koji pripadaju razli£itim zgradama. Primjermodeliranja vi²e zgrada H-grafom u kojem su nazna£eni horizontalni i vertikalni mosni£vorovi prikazan je na sli
i 3.1. Katovi su prikazani kao potkartni £vorovi unutar kojih sunazna£eni ostali £vorovi u niºoj razini hijerarhijske apstrak
ije. Lukovi me�u £vorovimanisu nazna£eni, osim spojeva vertikalnih mosnih £vorova 
rtkanom linijom.PSfrag repla
ements horizontalnimosni £vorvertikalnimosni £vorvertikalni spojevi
potkartni £vor£vor raskriºjaKat n

Kat 1Prizemlje

Zgrada 1 Zgrada 2 Zgrada m

Slika 3.1. Primjer H-grafa vi²e zgrada.3.1.3 Par
ijalne putanjeNeka je par
ijalna putanja T = T (a, b, k) de�nirana pomo¢u mosnih £vorova a, b ∈ Mi potkartnog £vora k ∈ K takva da vrijedi:
T [1] = a, T [|T |] = b,

T [i] ∈ k, i = 1, . . . , |T |,
a(T [j],T [j + 1], w(j,j+1)) ∈ A, j = 1, . . . , |T | − 1.

(3.6)Duljina par
ijalne putanje de�nirana je kao |T |. Cijena par
ijalne putanje T de�niranaje kao zbroj teºina lukova na putanji
c(T ) :=

|T |−1∑

i=1

w(i,i+1). (3.7)



58 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeMe�u svim putanjama izme�u £vorova a i b, takvima da su svi elementi putanje unutarpotkartnog £vora k, par
ijalna putanja T (a, b, k) ima najmanju 
ijenu putanje c(T ).Svaki potkartni £vor k ∈ Ni, (0 ≤ i < D) ima pridruºen skup predodre�enih par
ijalnihputanja Tk ∈ Ti, (0 ≤ i ≤ D). Ra£unaju se tri tipa par
ijalnih putanja:Tip 1) Putanja koja spaja dva mosna £vora unutar potkartnog £vora k,
T (a, b, k), a, b ∈M∩ k. (3.8)Tip 2) Putanja koja spaja mosni £vor iz potkartnog £vora k s mosnim £vorom potkart-nog £vora roditelja roditelj(k),

T (a, b, k), a ∈ M∩ k, b ∈ M∩ roditelj(k). (3.9)Tip 3) Putanja koja spaja dva mosna £vora iz �bratskih� potkartnih £vorova sadrºanau h. Potkartni £vorovi k1 i k2 nazivaju se �bratskim� £vorovima ako imaju istogroditelja h, odnosno roditelj(k1) = roditelj(k2) = h.
T (a, b, h), a ∈ M∩ k1, b ∈ M∩ k2, k1, k2 ∈ h. (3.10)Uz ovako odre�ene par
ijalne putanje (tzv. materijaliza
ija 
ijena) izbjegnuto je pos-tupno korigiranje putanje u dubljim razinama hijerarhije. Negativno je obiljeºje materi-jaliza
ije 
ijena dodatno memorijsko spremi²te par
ijalnih putanja, koje je nadokna�enoznatno manjim ra£unskim vremenom potrebnim za hijerarhijsko planiranje putanje.Dodatno, H-graf ima svojstvo jednostavnog pro²irenja hijerarhije. Ako se pro²iri kartazgrade, primjeri
e dodavanjem katova ili £ak 
ijele nove zgrade postoje¢oj karti, H-grafse jednostavno pro²iruje dodavanjem novih £vorova i par
ijalnih putanja ili £ak novihrazina.3.1.4 Modeliranje prostora H-grafomPrema primjeru iz [19℄ na sli
i 3.2 prikazana je hijerarhijska karta jedne zgrade. Nanajapstraktnijoj razini (R0) nalazi se graf G0 koji se sastoji od jednog potkartnog £vora� Zgrada. Na niºoj razini, R1, nalazi se graf G1 sadrºan od potkartnih £vorova kojipredstavljaju katove u zgradi � Kat 1, Kat 2, Kat 3 i Kat 4. Na razini R2 nalazi segraf G2 koji je unija grafova svakog od katova. Na sli
i je prikazana unutra²njost tre¢egkata � graf G2,Kat3 ⊂ G2. Kat je podijeljen na dijelove. Svaki dio kata predstavljen jepotkartnim £vorom. Njihovi nazivi odgovaraju stranama svijeta: Istok, Zapad, Sjeveri Jug. Na ovoj su razini prisutni i £vorovi raskriºja. S ozna£enim £vorovima raskriºjapovezani su mosni £vorovi iz niºe razine. Na razini R3 nalaze se detalji svakog dijelakata, za svaki od katova. Na sli
i je prikazan graf G3,Sjever ⊂ G3 koji predstavlja detaljesjevernog dijela tre¢eg kata. Potkartni £vorovi u njemu predstavljaju sobe S1, S2 i S3.U ovom su grafu prisutni mosni £vorovi, koji se veºu za £vorove raskriºja iz grafa G2,Kat3.
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ements

Kat 2Kat 1

Kat 3

Kat 3 Zgrada
Zgrada
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G1

G2,Kat3

G3,Sjever

G4,S3potkartni£vormosni£vor£vorraskriºjakrajnji£vorSlika 3.2. Primjer H-grafa zgrade s £etiri kata.Radi jasno¢e, njihova je veza prikazana u razini R3 izvan pravokutnika koji ome�ujegraf G3,Sjever. Razina R4 predstavlja najdetaljniju razinu na kojoj se nalazi graf G4.Na toj se razini nalaze detalji potkartnih £vorova razine R3 i nema novih potkartnih£vorova. Prikazana je struktura sobe S3, graf G4,S3 ⊂ G4. Tu se nalaze krajnji £vorovi idva mosna £vora koji su vezani za £vorove raskriºja iz grafa G3,Sjever.U primjeru su u razini R4 prikazane detaljno samo unutra²njosti soba, dok su hodni
iprikazani na vi²im razinama kao niz £vorova raskriºja koji povezuju sobe (razina R3),



60 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeodnosno dijelove kata (razina R2). Svi prikazani mosni £vorovi su horizontalni mosni£vorovi. Vertikalni mosni £vorovi mogu se nalaziti na svim razinama osim na R0 i R1(vrijedi za sve mosne £vorove). Primjeri
e, vertikalni mosni £vor moºe se nalaziti urazini R2 nadovezan na jedan £vor raskriºja. Tada bi povezivao svoj potkartni £vor Kat3 s potkartnim £vorom roditeljem Zgrada. Isto tako, vertikalni mosni £vorovi nalazilibi se na istoj razini i u ostalim potkartnim £vorovima � katovima. Na razini R1 bi setrebao nalaziti jedan £vor raskriºja na koji bi se vezali svi vertikalni mosni £vorovi izsvih katova.Postavljanje vertikalnog mosnog £vora odre�eno je samom strukturom zgrade i nijeuvijek mogu¢e postaviti vertikalni mosni £vor u odgovaraju¢u razinu. Primjeri
e, da bise vertikalni mosni £vor mogao postaviti u razinu R2 mora se pozi
ija dizala nalaziti udijelu prostora koji jo² nije opisan u niºim razinama hijerarhijske apstrak
ije, odnosno,morao bi se nalaziti u neopisanom dijelu hodnika. Me�utim, ako se dizala nalaze unutarjednog dijela kata, primjeri
e zapadnog dijela, tada ne mogu povezivati druge katovekao vertikalni mosni £vorovi jer se veºu za druge £vorove na vi²oj razini koji su unutaristog kata. �vor u razini iznad s kojim bi se vezao vertikalni mosni £vor morao bi biti nadrugom katu, odnosno u potkartnom £voru koji obuhva¢a sve katove. Drugim rije£ima,vertikalni se £vorovi moraju nalaziti u jednoj razini ispod de�niranih potkartnih £vorovakatova.Umjesto da zna£ajno mijenjaju strukturu hijerarhije, u [19, 18℄ su vertikalne mosne£vorove tretirali druga£ije od horizontalnih mosnih £vorova. Prilagodili su hijerarhijskopretraºivanje tako ²to su vertikalne mosne £vorove proglasili 
iljevima i startevima.Na taj su na£in razloºili problem planiranja putanje izme�u dva kata x i y na dvapotproblema: 1) planiranje putanje od starta do vertikalnog mosnog £vora na katu
x i 2) planiranje putanje od vertikalnog mosnog £vora na katu y do 
ilja. Dizala sumodelirali kao niz vertikalnih mosnih £vorova od kojih se svaki nalazi na ulazu u dizalo.Planiranje putanje izme�u dviju zgrada jo² je sloºeniji. Neka je start u zgradi A na katu
x, a 
ilj u zgradi B na katu y. Problem planiranja putanje razlaºe se na tri potproblema:1) planiranje putanje od starta do vertikalnog mosnog £vora u zgradi A na katu n, 2)planiranje putanje od vertikalnog mosnog £vora u zgradi A u prizemlju do vertikalnogmosnog £vora u zgradi B u prizemlju i 3) planiranje putanje od vertikalnog mosnog£vora u zgradi B na katu y do 
ilja. U slu£aju da u zgradama postoji vi²e dizala kojinisu blizu jedan drugom, problem planiranja putanje postaje jo² sloºeniji. U [18℄ tajra£unski zahtjevan problem rje²avaju odabirom jednog (bilo kojeg) vertikalnog mosnog£vora, iako je tako naru²ena optimalnost putanje.3.2 Hijerarhijski algoritam D*Klju£ni dio Cagigasovog algoritma HD* je skup predodre�enih par
ijalnih putanja (ma-terijaliza
ija 
ijena). Za svaki potkartni £vor odre�ena su tri tipa par
ijalnih putanja(3.8)-(3.10) algoritmom A*.



3.2. Hijerarhijski algoritam D* 613.2.1 Ini
ijalno planiranje putanjeIzra£un ini
ijalne putanje opisan je u [19℄. Algoritam nastoji na¢i najbolji skup putanjakostura izme�u potkartnih £vorova u kojima se nalaze start i 
ilj, gdje je putanja kosturtakva putanja koja se sastoji samo od mosnih £vorova (ozna£ena s Π). Ozna£imo razinutzv. zajedni£kog potkartnog £vora s Ri. Zajedni£kim potkartnim £vorom zovemo onaj£vor koji obuhva¢a start i 
ilj u nekim niºim razinama hijerarhijske apstrak
ije. Unajgorem slu£aju, zajedni£ki potkartni £vor je korijenski £vor.Algoritam 3.1: dodaj-pro
ijenjene-putanje(S,Mk)1: za ∀n ∈ Mk2: Pi ← [S, n]3: c(Pi)← heuristika(S, n)4: Π← Π ∪ Pi5: kraj6: vrati ΠAlgoritam 3.2: odredi-skup-putanja-kostura(S, r)1: k ← roditelj(S)2: Mk ←M∩ k3: Π← dodaj-pro
ijenjene-putanje(S,Mk)4: dok razina(k) > r //razina zajedni£kog potkartnog £vora5: Πn ← ∅6: za ∀n ∈ M∩ roditelj(k)7: Pi ← ∅8: c(Pi)←∞9: za ∀Pj ∈ Π10: m← Pj [|Pj |]11: Px ← Pj ∪ T (m,n, k) //Par
ijalna putanja tip 212: c(Px)← c(Pj) + c(T (m,n, k))13: ako c(Px) < c(Pj)14: Pi ← Px15: kraj16: kraj17: Πn ← Πn ∪ Pi18: kraj19: Π← Πn20: k ← roditelj(k)21: kraj22: vrati ΠSkup putanja kostura stvara se tako da se minimizira akumulirana 
ijena ili pro
jena
ijene izme�u svaka dva pretraºena £vora. Prvo se stvore putanje kosturi od starta (
ilja)do mosnih £vorova iz potkartnog £vora roditelja od starta, odnosno 
ilja (algoritam 3.1).Te putanje nisu par
ijalne putanje pa se zato koristi pro
jena 
ijene putanja.



62 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeDalje se putanje kosturi nadogra�uju u vi²oj hijerarhijskoj razini tako ²to se kori-²tenjem par
ijalnih putanja tipa 2 (3.9) dodaju najbolje par
ijalne putanje koje spajajupotkartni £vor roditelj od starta (
ilja) s njegovim roditeljem (algoritam 3.2). Radi seu dvije razine: u razini od �djeteta� i u razini od �roditelja�. Promatraju se sve mo-gu¢e par
ijalne putanje tipa 2 izme�u tih dviju razina i odabiru se one koje minimizirajuakumuliranu 
ijenu putanja kostura. Pro
es se rekurzivno ponavlja kroz nekoliko razinahijerarhijske apstrak
ije sve dok se ne dosegne razina Ri.Sljede¢i je korak povezivanje obaju skupova putanja kostura (algoritam 3.3). Sku-povi se povezuju nedostaju¢im par
ijalnim putanjama � tip 2 ili tip 3.Algoritam 3.3: povezivanje-skupova-putanja-kostura(ΠS ,ΠG)1: za ∀PS ∈ ΠS2: za ∀PG ∈ ΠG3: n← PS [|PS |]4: m← PG[|PG|]5: k ← roditelj(n)6: T ← T (n,m, k)7: ako T 6= ∅ //par
ijalna putanja tip 28: P ← PS ∪ T ∪ PG9: c(P)← c(PS) + c(T ) + c(PG)10: ina£e11: k ← roditelj(k)12: T ← T (n,m, k)13: ako T 6= ∅ //par
ijalna putanja tip 314: P ← PS ∪ T ∪ PG15: c(P)← c(PS) + c(T ) + c(PG)16: ina£e17: P ← PS ∪ PG18: c(P)← c(PS) + c(PG) + heuristika(n,m)19: kraj20: kraj21: Π← Π ∪ P22: kraj23: kraj24: vrati ΠNa kraju se 
ijeli skup putanja kostura nadomjesti pravim putanjama (izra£unaju seputanje izme�u to£aka na putanji kosturu) i odabere najbolja putanja. Ovo je tipi£anprimjer pro
esa odozdo-gore koji se koristi u hijerarhijskim grafovima. Algoritam rje²avai slu£aj da se start i 
ilj ne nalaze u istim razinama. Algoritam se pona²a sli£no A*algoritmu jer radi s pro
jenama 
ijena dijelova putanje. Od starta do mosnog £voraje jedna pro
jena (heuristika), a dalje se do zajedni£ke razine radi s materijaliziranim
ijenama. Isto se ponavlja i s 
iljem. Dakle nastoji se minimizirati ukupna 
ijena
f = c+ heuristika, gdje je c akumulirana 
ijena putanje.



3.2. Hijerarhijski algoritam D* 633.2.2 Dinami£ko planiranje putanjeDinami£ko planiranje putanje zapo£inje kada se dogodi promjena u prostoru. Dijeloviprostora koji su postali zauzeti nestaju iz grafa (budu¢i da £vorovi u grafu predstavljajusamo slobodan dio prostora mobilnog robota). Nestankom £vora iz grafa �prekidaju� selukovi koji su de�nirani tim £vorom.Koristi se skup Π kao spremi²te privremenih rje²enja - novih dijelova putanja kojevode do 
ilja. U skup Π po£etno se dodaje startni £vor (koji predstavlja trenutnupozi
iju robota) i svi £vorovi koji imaju de�niran luk s njim. Ti £vorovi zajedno sastartnim £vorom £ine po£etne dijelove novih putanja. Dodaju se tako da minimiziraju
ijenu f = c + g, gdje je c 
ijena putanje iz skupa Π, a g pro
jena ostatka putanje do
ilja (pretraºivanje algoritmom A*).Algoritam 3.4: hijerarhijsko-D*-pretraºivanje(P,PI ,Π)1: o← P[|P|] //Zadnji £vor na najboljoj putanji je mosni £vor2: i← 13: n← PI [1]4: dok n /∈ M ili roditelj(n) 6= roditelj(o)5: i← i+ 16: n← PI [i]7: kraj //n je mosni £vor i �brat� od £vora o8: ponavljaj9: i← i+ 110: n← PI [i]11: dok n /∈ M //n je sljede¢i mosni £vor koji nije �brat� od £vora o12: k ← roditelj(n) //k je sljede¢i potkartni £vor koji se mora dose¢i13: h← roditelj(o)14: ako roditelj(h) = k15: p← h //Par
ijalna putanja tip 2 podiºe putanju u vi²u razinu16: ina£e ako roditelj(k) = h17: p← k //Par
ijalna putanja tip 2 spu²ta putanju u niºu razinu18: ina£e //roditelj(k) = roditelj(h)19: p← roditelj(k) //Par
ijalna putanja tip 3, ista razina20: kraj21: za ∀m ∈ M∩ k22: T ← T (o,m, p)23: Pn ← P ∪ T //Najbolja putanja P24: c(Pn)← c(P) + c(T )25: Π← Π ∪ Pn26: kraj27: vrati ΠNajbolja putanja P (s obzirom na 
ijenu f = c+h) oduzima se iz skupa Π. Dalje serazmatra zadnji £vor najbolje putanje P, ozna£en s o. Postoje tri slu£aja koje algoritamrje²ava potpro
edurama: 1) ako je o mosni £vor, izvodi se algoritam 3.4; 2) ako je opotkartni £vor, izvodi se algoritam 3.5; 3) ina£e, nastavlja se pretraºivanje algoritmomA* od £vora o. Taj se postupak ponavlja, dakle oduzimanje najbolje putanje iz skupa
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Π i izvr²avanje jedne od triju pro
edura, sve dok se ne prona�e £vor koji se nalazi naini
ijalnoj putanji PI ili dok se ne dohvati £vor iz 
iljnog potkartnog £vora. U zadnjemse slu£aju na najbolju putanju nadoveºe par
ijalna putanja do 
ilja ako postoji ili se£vor po £vor pretraºi algoritmom A* (pro
edura 3).Algoritam 3.5: potkartno-D*-pretraºivanje(P,Π)1: o← P[|P|] //Zadnji £vor na najboljoj putanji je potkartni £vor2: r ← P[|P| − 1] //Predzadnji £vor na najboljoj putanji je £vor raskriºja3: m← m ∈ M∩ o | ∃a(m, r,wmr) ∈ A4: za ∀n ∈ M∩ o, n 6= m5: T ← T (m,n, o) //Par
ijalna putanja tip 16: p← p ∈ N | ∃a(n, p,wnp) ∈ A, roditelj(p) = roditelj(o)7: Pn ← P \ o ∪ T ∪ p //�vor o zamjenjuje s par
ijalnom putanjom8: c(Pn)← c(P) + c(T ) + wnp9: Π← Π ∪ Pn10: kraj11: vrati ΠU pro
eduri 1) nastoji se povezati potkartni £vor roditelj £vora o s potkartnim£vorom na ini
ijalnoj putanji PI . Povezivanje se radi na na£in da se u ini
ijalnoj putanjina�e prvi mosni £vor koji se ne nalazi u istom potkartnom £voru kao i o. Tada sepotkartni £vorovi od oba mosna £vora poveºu svim mogu¢im par
ijalnim putanjamaizme�u njihovih mosnih £vorova - to su tip 2 ili tip 3, ovisno o tome u kojoj je razinisljede¢i mosni £vor na ini
ijalnoj putanji. Valja napomenuti da se ini
ijalna putanjasastoji od £vorova koji se nalaze na razli£itim razinama hijerarhijske apstrak
ije. Razinerastu od najniºe u kojoj je start do razine zajedni£kog potkartnog £vora i zatim sespu²taju do najniºe razine u kojoj je 
ilj. Sve mogu¢e par
ijalne putanje nadogra�ujuse na najbolju putanju P i dodaju skupu Π.Za vrijeme osnovnog pretraºivanja algoritmom A* (pro
edura 3) mogu¢e je nai¢i napotkartni £vor. Primjera radi, neka je mosni £vor m spojen sa £vorom raskriºja r u vi²ojrazini u kojoj se spoj vidi kao luk izme�u £vora raskriºja r i potkartnog £vora roditelja
o od mosnog £vora m. U pro
eduri 2) £vor o, koji je potkartni £vor, �rastvara� se i iznjega se izdvaja skup onih par
ijalnih putanja, koje sadrºe mosni £vor m koji je spojensa £vorom raskriºja r. Svakoj par
ijalnoj putanji dodaju se i £vorovi raskriºja s kojimasu vezani na vi²oj razini. Takve putanje nadovezane na najbolju putanju P dodaju seskupu Π. Zadnji £vorovi ovih putanja opet su u istoj razini hijerarhijske apstrak
ijekao i potkartni £vor o. Time se pretraºivanje ponovo nastavlja u prethodnoj razinihijerarhijske apstrak
ije. Dakle, u ovoj se pro
eduri pretraºivanje samo privremenospu²ta u niºu razinu zbog supstitu
ije podkratnog £vora njegovim skupom par
ijalnihputanja.



3.2. Hijerarhijski algoritam D* 653.2.3 DiskusijaZbog vi²e razina hijerarhijskih apstrak
ija algoritam brºe izra£unava putanju od algo-ritama pretraºivanja jedno-razinskog grafa. Me�utim, pogor²ana je kvaliteta putanja,odnosno, putanje nisu optimalne. Hijerarhijski algoritam pretraºivanja prema [19, 18℄ne materijalizira sve mogu¢e putanje (ina£e bi algoritam odre�ivao optimalnu putanju)nego ²tedi na memorijskom i vremenskom izra£unu. Me�utim, nisu potrebne sve ma-terijaliza
ije 
ijena. Algoritam bi mogao odre�ivati optimalnu putanju kada bi mosni£vorovi pokrivali sve mogu¢nosti prolaska putanje iz jednog potkartnog £vora u drugi.U [19℄ iznose da je veli£ina potkartnog £vora, odnosno broj £vorova u potkartnom£voru, strogo vezana s optimalno²¢u i ra£unskom u£inkovito²¢u. Mali potkartni £vorovi(mali skupovi) impli
iraju nisku ra£unalnu potro²nju, ali kvaliteta rje²enja opada iobrnuto. Tako�er iznose da je najbolje prve potkartne £vorove odrediti tako da opisujusobe i da sadrºe mali broj £vorova.U slu£aju malog broja £vorova u grafu, algoritam je lo²iji od nehijerarhijskog algo-ritma A*, jer izvodi vi²e opera
ija zbog sloºenosti H-grafa (rekurzivno vra¢anje iz vi²eu niºu razinu zbog dohva¢anja par
ijalnih putanja i rastvaranja potkartnih £vorova).Pozi
ija mosnih £vorova nije razmatrana, iako je ona klju£na za e�kasnu izvedbuhijerarhijskog planiranja. Ako se mosni £vorovi postave na proizvoljna mjesta u pros-toru, mogu se na¢i izvan optimalne putanje izme�u starta i 
ilja. U tom slu£aju unijapar
ijalnih optimalnih putanja izme�u mosnih £vorova ne daje optimalnu putanju odstarta do 
ilja. Dodatno, u najdetaljnijoj razini ne pokrivaju 
ijeli prostor mobilnog ro-bota, ve¢ samo sobe. Za gibanje mobilnog robota nuºno je da slijedi najkra¢u putanju usvim dijelovima prostora i da svaka realna pozi
ija (diskretna) u prostoru odgovara jed-nom £voru u najdetaljnijoj razini hijerarhijske apstrak
ije. Prikladan izbor najdetaljnijerazine bila bi mreºasta karta zauze¢a, odnosno njezin graf.Vertikalno dinami£ko planiranje algoritmom HD* (izme�u dva kata) zahtijeva do-datnu diskusiju. Razmotrimo sljede¢i problem: potrebno je isplanirati putanju od startakoji se nalazi na jednom katu, do 
ilja koji se nalazi na drugom katu, a postoje dva me-�usobno udaljena dizala. Ini
ijalna putanja prolazi dizalom A, a alternativno je dizalo
B. Ako se pojavi prepreka na putanji takva da je kra¢a putanja ona koja ide dizalom
B dvije su mogu¢nosti: 1) odabrati ponovo dizalo A ili 2) odabrati alternativno dizalo
B. Druga mogu¢nost zna£i za algoritam HD* potpuno prera£unavanje putanje, jer sudizala pod-
iljevi i pod-startovi, odnosno, razbijen je problem planiranja putanje na dvadijela, od starta do dizala i od dizala do 
ilja. Dodatno, odabir ove mogu¢nosti ne jam£irje²enje, jer moºda ne postoji putanja do dizala B. Stoga se uvijek odabire dizalo sini
ijalne putanje, a u slu£aju da ne postoji rje²enje, odabire se drugo dizalo. Time jenaru²ena optimalnost vertikalnog planiranja putanje.



66 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanje3.3 Fokusirani hijerarhijski algoritam D*S 
iljem osiguranja optimalnosti globalne putanje i smanjenja ra£unske sloºenosti di-nami£kog planiranja puta izvedene su tri bitne modi�ka
ije izvornog algoritma HD*:(i) optimalno postavljanje mosnih £vorova, (ii) organiza
ija hijerarhije koja omogu¢ujeoptimalno horizontalno i vertikalno planiranje putanje i (iii) usmjeravanje dinami£kogpretraºivanja oko optimalne putanje. Nazvali smo algoritam fokusiranim hijerarhijskimD* (FHD*).3.3.1 Optimalno postavljanje mosnih £vorovaU [19℄ i [18℄ pozi
ije mosnih £vorova nisu razmatrane, iako one uvelike utje£u na optimal-nost izra£unate putanje hijerarhijskim algoritmom planiranja putanje. Mosni £vorovimoraju se postaviti na odre�ena mjesta u prostoru, tako da unija par
ijalnih optimalnihputanja izme�u mosnih £vorova daje optimalnu putanju. Stoga postavljamo mosne £vo-rove na mjesta izme�u dva potkartna £vora kojima ¢e prolaziti sve optimalne putanjeod starta do 
ilja, gdje je start bilo koja to£ka u jednom potkartnom £voru, a 
ilj bilokoja to£ka u drugom potkartnom £voru.Pri slije�enju putanje sigurnost mobilnog robota je od velikog zna£aja. U uskimje prolazima najsigurnija putanja ona koja prolazi kroz sredinu prolaza. Stoga kaonajdetaljniju razinu RD koristimo graf GD konstruiran iz mreºaste karte zauze¢a sasigurnosnom maskom 
ijena (poglavlje 2.2.2). U uskim prolazima sredi²nja polja imajunajniºe vrijednosti sigurnosne 
ijene i stoga sve optimalne putanje, koji prolaze uskimprolazom, prolaze tim poljima, kao ²to je prikazano na sli
i 3.3.
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Slika 3.3. Primjer optimalne putanje prora£unate na grafu konstruiranom iz mreºaste kartezauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.Na vi²oj razini RD−1 potkartni £vorovi predstavljaju sobe i hodnike. Prema tome,logi£no je postaviti mosne £vorove na sredinu prolaza kod vrata koja odvajaju sobe.Ako postoji paran broj polja u uskom prolazu, gledaju¢i po ²irini uskog prolaza, onda supostavljena dva mosna £vora jedan do drugog tako da se njihov zajedni£ki brid nalazi na



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 67sredini uskog prolaza. Mosni £vorovi su na grani
i izme�u dvije sobe i dijele ih obje sobe,odnosno, oni pripadaju i jednoj i drugoj sobi. Ako postoji putanja izme�u dva potkartna£vora, optimalna putanja mora prolaziti kroz mosni £vor. Tada unija par
ijalnih putanjaizme�u mosnih £vorova tako�er daje optimalnu putanju. Optimalnost putanje leºi u£injeni
i da jednom odre�ena optimalna putanja sadrºi par
ijalne optimalne putanjeprema Belmanovu na£elu optimalnosti u kontekstu problema najkra¢e putanje [123℄.Na£elo kaºe da ako postoji optimalna putanja P∗
1 od £vora S do £vora G, koja sadrºi£vor m, tada dio putanje P∗

1 izme�u m i G ujedno predstavlja optimalnu putanju P∗
2izme�u m i G. Analogno i dio putanje P∗

1 izme�u S i m ujedno predstavlja optimalnuputanju P∗
3 izme�u S i m.
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Slika 3.4. Pozi
ija mosnih £vorova na optimalnim mjestima: unija par
ijalnih putanja jeoptimalna putanja.
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Slika 3.5. Lo²a pozi
ija mosnih £vorova: unija par
ijalnih putanja ne daje optimalnu putanju.Na sli
i 3.4 prikazana je optimalna putanja odre�ena algoritmom D* izme�u starta
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ilja, gdje se start i 
ilj nalaze u razli£itim potkartnim £vorovima. Ta je putanjajednaka putanji sastavljenoj od par
ijalnih putanja odre�enih algoritmom D* izme�umosnih £vorova, jer su mosni £vorovi na mjestima kroz koja mora prolaziti optimalnaputanja (u sredi²tima uskih prolaza). Slika 3.5 prikazuje primjer lo²e pozi
ije mosnih£vorova. Par
ijalne putanje nazna£ene su 
rtkanom linijom i vidljivo je odstupanjeoptimalne putnje od unije par
ijalnih putanja.3.3.2 Organiza
ija hijerarhijeU [19℄ je mosni £vor povezan sa £vorom raskriºja iz vi²e razine hijerarhijske apstrak-
ije. �vorovi raskriºja imaju ulogu skretni
a na putanjama. Drugim rije£ima postojede�nirana mjesta u kojima robot mora promijeniti smjer gibanja. Optimalnost putanjeovisi naravno o samom H-grafu. Ako £vor raskriºja predstavlja jedinu op
iju prelaskaiz jednog potkartnog £vora u drugi, tada je ta putanja optimalna. Me�utim, ako jenajdetaljnija razina sloºena tako da ona vjerno opisuje stvarni prostor gustom raspo-djelom £vorova, odnosno njihovih koordinata, onda moºe postojati vi²e mogu¢nosti.Prema tome, ovako odre�ena putanja nije nuºno optimalna budu¢i da moºe postojatikra¢a putanja, koja prolazi nekim drugim £vorom. U ovome se radu razmatra graf nanajdetaljnijoj razini sastavljen iz mreºaste karte zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.U prethodnom je odlomku opisano optimalno postavljanje mosnih £vorova na grani
iizme�u dvaju potkartnih £vorova tako da ih dijele oba potkartna £vora. Pokazano je daoptimalne putanje kroz dva potkartna £vora moraju prolaziti mosnim £vorovima. Stogase dalje ne koriste £vorovi raskriºja jer se putanje kriºaju u samim mosnim £vorovima.U tako de�niranoj hijerarhiji smanjen je broj potrebnih £vorova na vi²im razinama,²to dodatno ubrzava izvo�enje algoritma FHD*. Me�utim, mosni £vorovi povezujupotkartni £vor u kojem se nalaze s potkartnim £vorom vi²e razine na na£in da se veºu sasamim sobom u razini iznad (vi²oj razini). Drugim rije£ima, mosni se £vorovi dupli
irajuiz razine u kojoj su de�nirani, u vi²u razinu.U nastavku se ponovo navode neke de�ni
ije H-grafa, koje su izmijenjene te nekenove de�ni
ije. Nasuprot de�ni
iji potkartnih £vorova u odlomku 3.1.2, ovdje potkartni£vorovi nisu disjunktni podskupovi £vorova iz niºe razine. Razmotrimo najniºu razinuapstrak
ije. Mosni su £vorovi postavljeni na sredi²ta vrata izme�u dviju soba, odnosno,postavljeni su na grani
u izme�u dva potkartna £vora tako da ih dijele oba potkartna£vora. Drugim rije£ima mosni £vor m ∈ ND koji je na grani
i dvaju potkartnih £vorova
k, h ∈ ND−1, nalazi se i u jednom i u drugom potkartnom £voru, m ∈ k i m ∈ h. Prematome, mosni £vor ima dva potkartna £vora roditelja. Funk
ija roditelj vratit ¢e dvapotkartna £vora, ako joj je argument mosni £vor. Me�utim, u algoritmu hijerarhijskogplaniranja putanje ne¢e se koristiti funk
ija roditelj nad mosnim £vorovima. Stogamijenjamo samo domenu funk
ije: roditelj : N \M→ K.Dupli
irani mosni £vor mi ∈ Ni, (0 < i < D), jest ponovno stvoreni £vor u razini
Ri takav da su koordinate £vora mi jednake koordinatama rubnog mosnog £vora mi+1 ∈
Ni+1 i postoji luk a(mi,mi+1, w) ∈ A gdje je w = 0. Dupli
irani mosni £vor mi ∈ Ni



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 69vezan je za one potkartne £vorove unutar istog potkartnog £vora roditelja l ∈ Ni−1 ukojima se nalazi njegov izvorni mosni £vor mi+1, odnosno vrijedi:ako ∃k ∈ Ni i l ∈ Ni−1 | k,mi ∈ l i mi+1 ∈ k i ∃a(mi,mi+1, w) ∈ Atada ∃a(mi, k, wx) ∈ A.
(3.11)Dupli
irani mosni £vor mi ∈ Ni, (1 < i < D), unutar potkartnog £vora l ∈ Ni−1 postajerubni mosni £vor ako isti potkartni £vor l ne obuhva¢a duboko u svojoj unutra²njosti(gledaju¢i po sve niºim razinama hijerarhijske apstrak
ije do najniºe) oba roditeljaod izvornog mosnog £vora iz razine RD. Rubni mosni £vor vezan je za samo jedanpotkartni £vor unutar svog roditelja. Po£etni uvjet jest da su svi mosni £vorovi u razini

RD rubni mosni £vorovi. Rubni mosni £vor m moºe se dupli
irati kroz vi²e razina
RD, RD−1, . . . , Ri, ozna£en odgovaraju¢im indeksima m,mD−1, . . . ,mi, gdje razina Ri,
(0 < i < D − 1), sadrºi potkartne £vorove koje spaja mosni £vor mi. Tada su £vorovi
mD−1, . . . ,mi+1 rubni mosni £vorovi, a £vor mi dupli
irani mosni £vor. Skup svihrubnih mosnih £vorova ozna£avamo saMr.Sljede¢i primjeri pokazuju da se prema navedenoj de�ni
iji mosnog £vora vertikalnimosni £vorovi �pona²aju� isto kao i horizontalni.Razmotrimo vertikalne mosne £vorove. Oni su postavljeni na mjesta vrata dizala,na grani
i izme�u unutra²njosti dizala i prostorije u kojoj se nalaze vrata dizala, apojavljuju se kao rubni mosni £vorovi u razinama RD, RD−1, . . . , Ri+1, u obli
ima svojih�kopija�, gdje razina Ri, (0 < i < D − 1), sadrºi potkartne £vorove koji predstavljajukatove koji su povezani dizalom. Na ovoj se razini moºe nalaziti rubni mosni £vor(horizontalni) koji povezuje potkartne £vorove � zgrade. Primjeri
e, mosni £vor kojipredstavlja vrata u prizemlju, povezuje prizemlje druge zgrade. Ovaj se mosni £vornalazi (odnosno njegove �kopije�) kao rubni mosni £vor u razinama RD, RD−1, . . . , Ri,dakle u jednoj razini vi²e nego vertikalni mosni £vorovi koji povezuju katove.Navedimo dodatni primjer za horizontalne mosne £vorove. Mosni £vor m u razini
RD je rubni mosni £vor. Njegov dupli
irani £vor mD−1 spaja dva potkartna £vora k i
h na razini RD−1. Me�utim na razini RD−2 nalazi se potkartni £vor l koji sadrºi £vor
k, ali ne i h. Stoga je i £vor mD−1 rubni mosni £vor koji se dupli
ira u £vor mD−2 narazini RD−2. Dupli
iranje se nastavlja u vi²im razinama sve dok se ne pojavi potkartni£vor koji obuhva¢a duboko u svojoj unutra²njosti (rekurzivno izdvajanje £vora �dijete�od £vora �djeteta�) oba potkartna £vora roditelja k i h od £vora m.Rubni mosni £vorovi su �pravi� mosni £vorovi po izvornoj de�ni
iji H-grafa. Ovdjenavedena de�ni
ija mosnog £vora ne radi distink
iju izme�u horizontalnih i vertikalnihmosnih £vorova. Prema tome vertikalno planiranje putanje bit ¢e identi£no horizontal-nom planiranju putanje.Na najniºoj razini nalaze se samo krajnji i mosni £vorovi, a na svim ostalim razinamasamo potkartni i mosni £vorovi. Mosni £vorovi mogu biti na svim razinama osim nakorijenskoj razini (R0). Mosni £vorovi koji se nalaze u razini R1 nastali su (D − 1)-strukim dupli
iranjem mosnih £vorova iz razine RD. Startni i 
iljni £vorovi mogu se



70 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeodabrati samo na najniºoj razini.Lukovi na najniºoj razini (AD) de�nirani su prema de�ni
iji bridova u poglav-lju 2.2.2. Ako postoji brid {m,n} ∈ E s pripadaju¢om teºinom wm,n, tada je a :=

a(m,n,wm,n).Za razliku od prija²nje tri kategorije par
ijalnih putanja, ra£unamo samo tip 1 �putanja koja spaja dva mosna £vora unutar potkartnog £vora k. FHD* koristi mnogomanje materijaliziranih 
ijena u grafu od algoritma HD* pa je memorijski manje zah-tjevan. Par
ijalne se putanje odre�uju za svaki potkartni £vor izme�u svih mogu¢ihparova rubnih mosnih £vorova unutar jednog potkartnog £vora, po£ev²i od najdetalj-nije razine. Nakon ²to se odrede par
ijalne putanje u jednoj razini one su osnova zara£unanje novih par
ijalnih putanja u vi²oj razini. U vi²oj su razini dupli
irani mosni£vorovi vezani za potkartne £vorove. Izme�u svaka dva mosna £vora mi
1,m

i
2 izme�ukojih postoji potkartni £vor k ∈ Ni na koji su vezani, postoji par
ijalna putanja odre-�ena u niºoj razini unutar potkartnog £vora k, T (mi+1

1 ,mi+1
2 , k). Ta putanja £ini vezu£vorova mi

1 i mi
2 preko £vora k i odre�uje njihovu 
ijenu prijelaza kroz £vor k, c(T ).Pomo¢u tih (materijaliziranih) 
ijena, odre�uju se par
ijalne putanje izme�u svih mo-gu¢ih parova rubnih mosnih £vorova koji se nalaze u istom potkartnom £voru roditelju.Nove par
ijalne putanje postaju osnova za vi²u razinu. Pro
es odre�ivanja par
ijalnihputanja zavr²ava kada se odrede putanje u zadnjoj razini s mosnim £vorovima - razina

R1. Zbog dupli
iranja mosnih £vorova u vi²im razinama, par
ijalna putanja koja spajamosni £vor iz potkartnog £vora k s mosnim £vorom potkartnog £vora roditelja £vora k(tip 2) predstavlja istu par
ijalnu putanju kao i putanja koja spaja dva mosna £vora iz�bratskih� potkartnih £vorova (tip 3). Ra£unanje ovih kategorija putanja (tip 2 i tip 3)nije potrebno jer ih brzo odre�uje algoritam hijerarhijskog planiranja putanje � FHD*iz par
ijalnih putanja (tip 1).Razmotrimo ponovo primjer iz odlomka 3.1.4 prikazan na sli
i 3.2. Prema izmi-jenjenim de�ni
ijama H-grafa na sli
i 3.6 prikazan je modi�
irani primjer H-grafa.Pogledajmo primjer od najdetaljnije do najapstraktnije razine. Hodni
i su zamijenjenidetaljnim prikazom svoje unutra²njosti, kao i sobe, i nalaze se na najdetaljnijoj razini.Na razini R4 nalaze se sve unutra²njosti svih soba i hodnika (svih katova), a na sli
ije prikazana samo unutra²njost sobe S3 i hodnika H4. Mosni £vor m6 dijele i soba ihodnik. Svi mosni £vorovi na razini R4 su rubni i dupli
iraju se na razinu R3. Tako senazna£eni mosni £vorovi m4, m5, m6 i v1 dupli
iraju u £vorove m3
4, m3

5, m3
6 i v31. Narazini R3 prisutni su i drugi mosni £vorovi koji su dupli
irani iz razine R4, a sadrºani suu sobama S1, S2 i hodni
ima H1, H2, H3. Mosni £vorovi m3

5 i m3
6 nisu rubni £vorovijer postoji £vor Sjever, koji obuhva¢a njihove potkartne £vorove roditelje H3, S3 i H4.Oni povezuju svoje potkartne £vorove na razini R3. Rubni mosni £vorovi iz razine R3dupli
iraju se u razinu R2 i tamo svi osim £vorova v21 i v22 povezuju svoj potkartni £vor sdrugim potkartnim £vorovima na razini R3. Rubni mosni £vorovi v21 i v22 dupli
iraju seu £vorove v11 i v12 na razini R1 i tamo povezuju svoje potkartne £vorove. Iz samih nazivapotkartnih £vorova, jasno je da su v1 i v2 i svi njihovi dupli
irani £vorovi vertikalni mosni
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G4,{S3∪H4}potkartni£vormosni £vorrubnimosni £vorkrajnji£vorSlika 3.6. Modi�
irani primjer H-grafa zgrade s £etiri kata.£vorovi. Vertikalni mosni £vorovi prisutni su kao i horizontalni u najdetaljnijoj razini. Uprimjeru se jedan vertikalni mosni £vor nalazi u hodniku H4, koji je unutar potkartnog£vora Sjever, a drugi vertikalni mosni £vor nalazi se u hodniku unutar potkartnog £vora
Jug. Me�utim, zanemarimo zna£enja naziva: na razini R2 mogu svi potkartni £vorovipredstavljati katove, svi m £vorovi predstavljati dizala, a v £vorovi predstavljati izlazeiz 
ijelog kompleksa. Primjeri
e, £vor Hodnik je garaºa pod zemljom, koja se sa ²estvertikalnih mosnih £vorova veºe na suterensku parkirnu razinu Sjever koja ima izlazvan 
ijelog kompleksa u v21 . Tako�er se sa dva vertikalna mosna £vora veºe na prizemnu



72 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeparkirnu razinu Jug, koja ima drugi izlaz van 
ijelog kompleksa u v22 . Dodatno, dvavertikalna mosna £vora vode u parkirnu razinu dublje pod zemljom Zapad, a jedanvertikalni mosni £vor odvojeno vodi u parkirnu razinu dublje pod zemljom Istok. Narazini R1 izlazi v11 i v12 povezuju sve komplekse: garaºu, ²oping 
entar, wellness 
entari kina multipleks.Valja napomenuti da se u slu£aju vi²e zgrada ne moraju sve zgrade modelirati istimbrojem hijerarhijskih apstrak
ija. Pogledajmo sljede¢i primjer: jedna zgrada ima £etirikata, svaki kat ima velik broj prostorija i hodnika koji se moraju grupirati u potkartne£vorove i takva zgrada zahtijeva razine R0, . . . , R5. Druga zgrada je prizemni
a sa samonekoliko soba i jednim hodnikom i ona zahtijeva razine R0, R1, R2. Povezivanjem tihdviju zgrada u zajedni£ku hijerarhijsku strukturu dobivamo razine R0, . . . , R6, od kojihrazine R4, R5, R6 za drugu zgradu ostaju neiskori²tene. Prema tome, problem planiranjaputanje izme�u ove dvije zgrade imat ¢e start na jednoj razini hijerarhijske apstrak
ije,a 
ilj na drugoj. U slu£aju modeliranja samo jedne zgrade, pretpostavlja se da su svikatovi jednake strukture i da svaki kat koristi isti broj razina hijerarhijske apstrak
ije.3.3.3 Usmjeravanje hijerarhijskog pretraºivanja oko optimalne puta-njeVelika prednost hijerarhije opisane u prethodnom odlomku jest u hijerarhijskom pla-niranju putanje. Pri pretraºivanju £vorova na vi²im razinama hijerarhijske apstrak
ijenije potrebno odmotavati potkartni £vor, kao ²to se radi u algoritmu HD*. U orga-niza
iji hijerarhije kakvu koristi algoritmu HD* £vor kriºanja povezan je s potkartnim£vorom i potrebno je razmotati potkartni £vor, odnosno preba
iti se u niºu razinu da seprona�u mosni £vorovi od tog potkartnog £vora i razmotre njihove par
ijalne putanje.U predloºenoj organiza
iji hijerarhije mosni su £vorovi ponovljeni u vi²oj razini, gdje senalazi njihov potkartni £vor i postavljene su veze izme�u £vorova tako da se svo nuºnopretraºivanje odvija u jednoj razini, a dalje se nastavlja u vi²im razinama bez vra¢anjana niºu ranizu.U [18℄ je kori²tena heuristika prema 
ilju, a £vorovi se pretraºuju redom premavrijednosti funk
ije f = c + g, gdje je c 
ijena putanje koja se razmatra, a g pro
jena
ijene ostatka putanje do 
ilja. Cijena koja se pro
jenjuje heuristi£nom funk
ijom gmoºe se zamijeniti egzaktnom 
ijenom putanje g∗ do 
ilja. Mobilni robot na putanjido 
ilja mijenja svoju trenutnu (startnu) pozi
iju, odnosno startni £vor se za algoritamplaniranja putanje mijenja. U dinami£kim prostorima korisnije je koristiti heuristikuprema startu, budu¢i da se dio prostora ispred mobilnog robota mijenja, a onaj okozadanog 
ilja ostaje nepromijenjen. Dinami£ko planiranje algoritmom A* sporije je negoalgoritmom FD*. U izvedbi algoritma A* ne postoji izra£unata putanja do 
ilja iz svih£vorova u pretraºenom podru£ju, kao ²to postoje u izvedbi algoritma FD*. AlgoritamFD* koristi sve izra£unate putanje od zadnjeg izvo�enja algoritma u novim izvo�enjimai zato je vremenski u£inkovit, dok A* moºe koristiti samo jednu putanju � ini
ijalnaputanja. Pogledajmo svojstvo funk
ije f kod algoritama A* i FD*. Budu¢i da heuristika



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 73mora biti dopustiva i konzistentna (odlomak 2.3.1), prema lemi 2.3 vrijedi:
f(S) ≤ f(n) ≤ f(G), (3.12)za svaki pro²ireni £vor n algoritmom A*, odnosno za svaki pro²ireni £vor n algoritmomFD*
f(G) ≤ f(n) ≤ f(S). (3.13)Budu¢i da su redom pretraºivani £vorovi koji imaju najmanju vrijednost funk
ije f , upro
esu dinami£kog planiranja algoritam FD* odabire £vorove bliºe 
ilju, a algoritamA* odabire £vorove bliºe startu. Prema tome, dinami£ko planiranje algoritmom A*po£inje startnim £vorom, a dinami£ko planiranje algoritmom FD* po£inje £vorom kojije postao zauzetim. Lokalno preusmjeravanje pokaziva£a oko £vora s preprekom mnogoje brºe od pretraºivanja £vorova od startnog £vora.3.3.4 Ini
ijalno planiranje putanjePretpostavka je da se start (S) i 
ilj (G) ne nalaze u istom potkartnom £voru, ina£e seradi o obi£nom algoritmu FD*. Neka je Ri (0 ≤ i < D − 1) razina u kojoj je de�niranpotkartni £vor koji obuhva¢a i start i 
ilj u svojim potkartnim £vorovima u najve¢ojdubini hijerarhije. Nazovimo taj £vor zajedni£kim potkartnim £vorom i ozna£imo ga s

kiSG (algoritam 3.6).Algoritam 3.6: zajedni£ki-potkartni-£vor(S,G))1: kS ← roditelj(S)2: kG ← roditelj(G)3: dok kS 6= kG4: kS ← roditelj(kS)5: kG ← roditelj(kG)6: kraj7: vrati kSPretraºivanje po£inje od najniºe razine RD od starta i od 
ilja paralelno (algoritmitraºi-od-starta i traºi-od-
ilja, 3.7). Koristimo skup O u koji se dodaju £vorovi kojise trenutno pretraºuju, a iz kojeg se oduzimaju pretraºeni £vorovi. Od starta se pretra-ºuju £vorovi redom prema rastu¢oj vrijednosti funk
ije h, gdje je h akumulirana 
ijenaputanje od starta. Analogno, od 
ilja se pretraºuju £vorovi redom prema rastu¢oj vri-jednosti funk
ije g, gdje je g akumulirana 
ijena putanje od 
ilja. Pretraºuju se samo£vorovi unutar istog potkartnog £vora roditelja od starta (kD−1
S = roditelj(S)), odnosnood 
ilja (kD−1

G = roditelj(G), linija 7 u algoritmu 3.7). Pretraºenim £vorovima pamtese akumulirane 
ijene g i h i pamte se pokaziva£i bG(·) i bS(·) pomo¢u kojih se moºerekonstruirati optimalnu putanju iz bilo kojeg pretraºenog £vora do 
ilja (starta) (zanajdetaljniju razinu to su linije 9-13 u algoritmu 3.7). Pretraºivanje u razini RD trajesve dok se ne dohvate svi rubni mosni £vorovi u startnom, odnosno 
iljnom potkartnom
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ilja(G)1: O ← G, g(G)← 0, k ← roditelj(G) //Ini
ijaliza
ija2: dok O 6= ∅3: gmin ← min{g(n) | n ∈ O \Mr}4: ako n∗ 6= ∅ //za n∗ vrijedi g(n∗) = gmin5: o← n∗6: O ← O \ o7: za ∀n ∈ k tako da ∃a(o, n,won) ∈ A8: ako n /∈ K9: ako n /∈ O ili g(n) > g(o) + won10: O ← O ∪ n11: g(n)← g(o) + won12: bG(n)← o13: kraj14: ina£e15: r ← r ∈ n | ∃a(r, o, w) ∈ A16: za ∀p ∈ k tako da ∃a(n, p,wx) ∈ A17: m← m ∈ n | ∃a(m, p,w) ∈ A18: T ← T (r,m, n)19: ako p /∈ O ili g(p) > g(o) + c(T )20: O ← O ∪ p21: g(p)← g(o) + c(T )22: bG(p)← o23: bG(n)← o //radi rekonstruk
ije par
ijalnih putanja24: kraj25: kraj26: kraj27: kraj28: ina£e //ostali su samo rubni mosni £vorovi29: za ∀m ∈ O30: O ← O \m31: k ← roditelj(k)32: ako ∃n ∈ k tako da ∃a(n,m,w) ∈ A33: O ← O ∪ n34: g(n)← g(m) + w //w = 035: bG(n)← m36: kraj37: kraj38: kraj39: kraj£voru roditelju, i samo oni ostanu u skupu O (linije 3 i 28). Tada postoji optimalnaputanja iz svakog rubnog mosnog £vora iz potkartnog £vora kD−1
S do starta i analogno,iz svakog rubnog mosnog £vora iz potkartnog £vora kD−1

G do 
ilja. Rubni mosni £vorovioduzimaju se zadnji iz skupa O.Pretraºivanje se preba
uje u vi²u razinu (RD−1) tako ²to se rubni mosni £vorovizamijene njihovim dupli
iranim mosnim £vorovima iz vi²e razine i odredi se novi pot-



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 75kartni £vor roditelj (linije 29-37). Ozna£imo te roditelje sa kD−2
S = roditelj(kD−1

S ) i
kD−2
G = roditelj(kD−1

G ). Valja napomenuti da je akumulirana 
ijena dupli
iranog mos-nog £vora mi jednaka akumuliranoj 
ijeni mosnog £vora mi+1, budu¢i da po de�ni
ijidupli
iranog mosnog £vora postoji luk a(mi,mi+1, w) i ima teºinu w = 0. Dalje sepretraºuju svi £vorovi na isti na£in kao i na najdetaljnijoj razini, osim ²to ovdje postojei potkartni £vorovi (linije 15-25). Oni se pretraºuju tako ²to se koriste 
ijene par
ijalnihputanja iz niºe razine. Izme�u svaka dva mosna £vora mi
1,m

i
2 izme�u kojih postojipotkartni £vor n ∈ Ni s kojim su vezani, postoji par
ijalna putanja odre�ena u niºojrazini unutar potkartnog £vora n, T (mi+1

1 ,mi+1
2 , n). Ta putanja £ini vezu £vorova mi

1i mi
2 preko £vora n i odre�uje njihovu 
ijenu prijelaza kroz £vor m, c(T ). U skup One uba
uju se potkartni ve¢ samo mosni £vorovi. Pokaziva£i su postavljeni tako da sekasnije moºe rekonstruirati par
ijalna putanja izme�u dvaju mosnih £vorova (algoritam3.8). Rubni mosni £vorovi vezani su samo s jednim potkartnim £vorom tako da ¢e onibiti zavr²ni £vorovi u pretraºivanju na svakoj razini (linije 29-37). Postupak se daljeponavlja kroz vi²e razine hijerarhijske apstrak
ije sve dok se ne dosegne razina R0. Pre-traºivanje se mora nastaviti i iznad razine sa zajedni£kim potkartnim £vorom kiSG jer semoºe dogoditi da postoje putanje kroz �nebratske� potkartne £vorove (koji nisu sadrºaniu kiSG) zbog strukture hijerarhije.Algoritam 3.8: uba
i-par
ijalne-putanje(P)1: za ∀m ∈ P ∩M2: i← i | m = P[i]3: P1 ← P[1, . . . , i]4: P2 ← P[i + 1, . . . , |P|]5: p← P1[|P1|]6: o← P2[1]7: ako je p, o ∈ M i razina(p) = razina(o) i ∃n, a(n, o, wx) ∈ Atako da b(n) = o8: r ← r ∈ n | ∃a(r, o, w) ∈ A9: m← m ∈ n | ∃a(m, p,w) ∈ A10: T ← T (r,m, n)11: P ← P1 ∪ T ∪ P212: kraj13: kraj14: vrati PPseudokod ini
ijalnog planiranja algoritma FHD* dan je algoritmom 3.9. Po zavr-²etku pretraºivanja i od starta i od 
ilja, traºi se mosni £vor m ∈ kiSG, koji ima najmanju
ijenu f(m) = g(m)+h(m) (algoritam 3.9, linije 4-5). �vor n∗ koji ima najmanju 
ijenu

f nalazi se na optimalnoj putanji. Od n∗ do 
ilja odre�ena je putanja PG, i analogno jeod istog £vora do starta odre�ena putanja PS (linije 7-12 i 14-16). Putanja se djelomi£nosastoji od niza mosnih £vorova izme�u kojih se uba
uju par
ijalne putanje (algoritam3.8). Ukupna putanja P(S,G) odredi se unijom putanja PS i PG, ali tako da se obrneredoslijed £vorova u putanji PS .



76 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeAlgoritam 3.9: ini
ijalno-planiranje-FHD*(S,G)1: za ∀n ∈ N , g(n)←∞ //Ini
ijaliza
ija2: traºi-od-
ilja(G) //odredi svakom £voru g, bG3: traºi-od-starta(S) //odredi svakom £voru h, bS4: kSG ←zajedni£ki-potkartni-£vor(S,G)5: fmin ← min{g(n) + h(n) | n ∈ M∩ kSG}6: ako fmin <∞7: PS = P(n∗, S) //za n∗ vrijedi g(n∗) + h(n∗) = fmin8: PS [1]← n∗9: za i = 2, . . . , |PS |10: PS [i]← bS(PS [i− 1])11: g(PS [i])← g(PS [i− 1]) + h(PS [i− 1])− h(PS [i])12: kraj13: PS ←uba
i-par
ijalne-putanje(PS)14: PG = P(n∗, G):15: PG[1]← n∗16: PG[i]← bG(PG[i− 1]), i = 2, . . . , |PG|17: PG ←uba
i-par
ijalne-putanje(PG)18: P = P(S,G):19: P[1]← PS [|PS |]20: P[i]← PS [|PS | − i+ 1], i = 2, . . . , |PS |21: P ← P ∪ PG22: ina£e23: P ← ∅24: kraj25: vrati PZa daljnje izra£une algoritma potrebne su 
ijene g i funk
ija k koja pamti staruvrijednost 
ijene g. �vorovi koji se nalaze na putanji PS nemaju odre�ene vrijednosti
g, ali se one jednostavno odre�uju iz vrijednosti h i poznate vrijednosti g na po£etnom£voru (linija 11 algoritma 3.9).3.3.5 Dinami£ko planiranje putanjePro
es dinami£kog planiranja sli£an je dinami£kom planiranju algoritmom FD* u jedno-razinskom grafu. Pseudokod dinami£kog planiranja putanje algoritma FHD* dan jealgoritmom 3.10. Po£inje od najniºe razine. �vor Z koji predstavlja polje koje jepostalo zauzeto aºurira se prvi i propagira porast 
ijene prema trenutnoj pozi
iji robota- startu (algoritam 3.15). �vorovi se aºuriraju tako ²to se dodaju u skup O (algoritam3.11). Tada im se odre�uju vrijednosti funk
ija k, g, f . Heuristika se ra£una prematrenutnoj pozi
iji robota � S.Pretraºivanje se odvija u potkartnom £voru roditelju od £vora Z, nazovimo ga kD−1

Z .Ako je £vor Z mosni £vor, tada on ima dva potkartna £vora roditelja i pretraºivanje seodvija u £voru koji je na putanji bliºi startnom £voru. Iz skupa O oduzima se £vor okoji ima najmanju 
ijenu funk
ije f = k + g, a razmatraju se svi £vorovi koji su lukom



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 77Algoritam 3.10: dinami£ko-planiranje-FHD*(S,G,Z)1: traºi-od-prepreke(Z,S) //odredi £vorovima g, bG, f , k2: spoji-mosne-£vorove(S) //odredi £vorovima h, bS3: kS ← roditelj(S)4: fmin ← min{g(n) + h(n) | n ∈ M∩ kS}5: ako fmin <∞6: PS = P(n∗, S) //za n∗ ∈ M∩ kS vrijedi g(n∗) + h(n∗) = fmin7: PS [1]← n∗8: za i = 2, . . . , |PS |9: PS [i]← bS(PS [i− 1])10: g(PS [i])← g(PS [i− 1]) + h(PS [i− 1])− h(PS [i])11: kraj12: PS ←uba
i-par
ijalne-putanje(PS)13: PG = P(n∗, G):14: PG[1]← n∗15: PG[i]← bG(PG[i− 1]), i = 2, . . . , |PG|16: PG ←uba
i-par
ijalne-putanje(PG)17: P = P(S,G):18: P[1]← PS [|PS |]19: P[i]← PS [|PS | − i+ 1], i = 2, . . . , |PS |20: P ← P ∪ PG21: ina£e22: P ← ∅23: kraj24: vrati PAlgoritam 3.11: dodaj-FHD*(n, gmin)1: ako n ∈ O2: k(n)← min{g(n), gmin}3: ina£e4: k(n)← min{k(n), gmin}5: kraj6: g(n)← gmin7: h(n)← heuristika(n, S)8: f(n)← k(n) + h(n)9: O ← O ∪ nAlgoritam 3.12: smanji-
ijenu(o, n,w)1: ako k(o) < g(o) i [(h(n) + g(n)), g(n)] ≤ [f(o), k(o)] i g(o) > g(n) + w2: g(o)← g(n) + w3: bG(o)← n4: kraj



78 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeAlgoritam 3.13: ²iri-smanjenje(o, n,w)1: ako k(o) = g(o) i (bG(n) = o i g(n) 6= g(o) + w) ili (g(n) > g(o) + w)2: dodaj-FHD*(n, (g(o) + w))3: bG(n)← o4: krajAlgoritam 3.14: ²iri-porast(o, n,w)1: ako k(o) < g(o)2: ako (bG(n) = o i g(n) 6= g(o) + w)3: dodaj-FHD*(n, (g(o) + w))4: ina£e ako (bG(n) 6= o i g(n) > g(o) + w) i o /∈ O5: dodaj-FHD*(o, g(o))6: ina£e ako (bG(n) 6= o i g(o) > g(n) + w) i n /∈ Oi [f(o), k(o)] < [(h(n) + g(n)), g(n)]7: dodaj-FHD*(n, g(n))8: kraj9: krajvezani za £vor o. S obzirom na odnos 
ijena k(o) i g(o) tom se £voru moºe smanjiti
ijena (algoritam 3.12), on moºe ²iriti smanjenje 
ijene drugim £vorovima (algoritam3.13) ili moºe ²iriti porast 
ijene drugim £vorovima (algoritam 3.14). Te tri funk
ijeosnovne su funk
ije algoritma FD*.Rubni mosni £vorovi obra�uju se zadnji, jer su oni povezani s vi²om razinom. Nji-hovim dupli
iranim mosnim £vorovima u vi²oj razini samo se prepi²u vrijednosti 
ijenaizvornih mosnih £vorova (algoritam 3.15, linije 25-33). Ako su u skupu O ostali samorubni mosni £vorovi, u potkartnom £voru ne postoji putanja i pretraºivanje se nastavljau vi²oj razini unutar potkartnog £vora roditelja kD−2
Z . Pro
es dinami£kog planiranjana vi²oj razini identi£an je dinami£kom planiranju u najniºoj razini, osim ²to se ra£unas materijaliziranim 
ijenama izme�u dvaju mosnih £vorova, kao i u ini
ijalnom izra-£unu (algoritam 3.15, linije 14-21). U vi²im se razinama tako�er rubni mosni £vorovioduzimaju zadnji iz skupa O, jer su oni povezani s vi²om razinom.Pretraºivanje traje dokle god ima £vorova u skupu O. To £ini razliku u odnosu naalgoritam FD*, koji ima uvjet zaustavljanja ako 
ijena startnog £vora postane manjaod najmanje 
ijene £vorova iz skupa O. Ovdje se ne moºe koristiti taj uvjet jer se nevra¢amo na najniºu razinu u kojoj se nalazi start.Zadnji je korak dinami£kog planiranja algoritmom FHD* vra¢anje u najniºu razinuradi povezivanja starta s najboljim mosnim £vorom iz njegovog potkartnog £vora. Mosni£vorovi iz potkartnog £vora koji sadrºi start nemaju putanju do starta (start je trenutnapozi
ija robota koja nije jednaka prvotnom startu). Me�utim oni se moraju odrediti dabi se osigurala optimalnost ukupne putanje. Naju£inkovitije je odrediti sve putanje ujednom prolazu pretraºivanja. Pretraºi se 
ijeli potkartni £vor koji sadrºi start D* algo-ritmom po£ev²i od starta. Po zavr²etku pretraºivanja, iz svakog £vora (unutar startovog



3.3. Fokusirani hijerarhijski algoritam D* 79Algoritam 3.15: traºi-od-prepreke(Z,S)1: dodaj-FHD*(Z, g(Z))2: k ← roditelj(Z)3: dok O 6= ∅4: fmin ← min{f(n) | n ∈ O \Mr}5: ako n∗ 6= ∅ //za n∗ vrijedi f(n∗) = fmin6: o← n∗7: O ← O \ o8: za ∀n ∈ k tako da ∃a(o, n,won) ∈ A9: ako n /∈ K10: smanji-
ijenu(o, n,won)11: ²iri-smanjenje(o, n,won)12: ²iri-porast(o, n,won)13: ina£e14: r ← r ∈ n | ∃a(r, o, w) ∈ A15: za ∀p ∈ k tako da ∃a(n, p,wx) ∈ A16: m← m ∈ n | ∃a(m, p,w) ∈ A17: T ← T (r,m, n)18: smanji-
ijenu(o, p, c(T ))19: ²iri-smanjenje(o, p, c(T ))20: ²iri-porast(o, p, c(T ))21: kraj22: kraj23: kraj24: ina£e //ostali su samo rubni mosni £vorovi25: za ∀m ∈ O26: O ← O \m27: k ← roditelj(k)28: ako ∃n ∈ k tako da ∃a(n,m,w) ∈ A29: O ← O ∪ {n}30: k(n)← k(m), g(n)← g(m), f(n)← f(m) //Prepisivanje31: bG(n)← m32: kraj33: kraj34: kraj35: kraj
potkartnog £vora) postoji putanja i 
ijena putanje do starta odre�ena pokaziva£ima bSi 
ijenom h (algoritam 3.16).Na kraju se traºi najbolji mosni £vor iz startovog potkartnog £vora, koji ima naj-manju 
ijenu f = g + h (algoritam 3.10, linije 3-4). �vor koji ima minimalnu 
ijenu fnalazi se na optimalnoj putanji. Putanja se odredi na sli£an na£in kao i u ini
ijalnompretraºivanju (linije 6-20).



80 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeAlgoritam 3.16: spoji-mosne-£vorove(S)1: k ← roditelj(S)2: ∀n ∈ k, h(n)←∞ //Ini
ijaliza
ija3: O ← S4: h(S)← 05: dok O \Mr 6= ∅:6: hmin ← min{h(n) | n ∈ O \Mr}7: o← n∗ //za n∗ vrijedi h(n∗) = hmin8: O ← O \ o9: za ∀n ∈ k tako da ∃a(o, n,won) ∈ A:10: ako n /∈ O ili h(n) > h(o) + won11: O ← O ∪ n12: h(n)← h(o) + won13: bS(n)← o14: kraj15: kraj16: kraj3.4 Automatska izgradnja hijerarhijske karteU£inkovit pristup automatskoj izgradnji hijerarhijske apstrak
ije prostora predloºen jeu [112℄. Pristup je zasnovan na optimalno postavljenim mosnim £vorovima i izgra�ujekartu opisanu u odlomku 3.3.2. Konzistentnost hijerarhijske karte zajam£ena je izgrad-njom apstraktnih razina iz mreºaste karte zauze¢a. Pro
es izgradnje hijerarhijske karteneovisan je o promjenama u prostoru i izvodi se samo jednom, ini
ijalno, prije po£etkaplaniranja putanje. Promjene u prostorima koje robot otkriva svojim senzorima po-hranjuju se u mreºastoj karti zauze¢a, dakle u najniºoj razini, a dalje se na u£inkovitna£in korigiraju 
ijene £vorova na vi²im razinama algoritmom hijerarhijskog planira-nja putanje (²to je detaljno opisano u odlomku 3.3.3). Optimalnost izra£unate putanjena takvom grafu osigurana je optimalnim pozi
ijama mosnih £vorova izme�u kojih sera£unaju par
ijalne putanje.Predloºeni algoritam odre�uje optimalne pozi
ije mosnih £vorova i izdvaja sobe iznajdetaljnije hijerarhijske apstrak
ije unutarnjeg prostora � mreºaste karte zauze¢a sasigurnosnom maskom 
ijena (poglavlje 2.2.2). Sigurnosna maska 
ijena daje �ni prijelaz
ijena od prepreka prema slobodnom prostoru. Na takvoj karti algoritam radi sljede¢eopera
ije u tri koraka: (i) izolira uske prolaze koji imaju vaºan zadatak u koordiniranjuvi²e robota, (ii) odre�uje pozi
ije mosnih £vorova na osnovi uskih prolaza i (iii) odre�ujegrupa
ije slobodnih polja nazvanih sobe ogra�enih preprekama i uskim prolazima oddrugih soba. Sobe £ine potkartne £vorove u vi²oj razini hijerarhije. Dalje se nastavljajednostavan pro
es grupiranja potkartnih £vorova u nove potkartne £vorove idu¢i premaapstraktnijim razinama hijerarhije.



3.4. Automatska izgradnja hijerarhijske karte 813.4.1 Izdvajanje uskih prolazaPrvi korak algoritma je pronalaºenje uskih prolaza iz mreºaste karte zauze¢a sa sigur-nosnom maskom 
ijena. Slika 3.7 predstavlja detaljan opis dijela hodnika. Stvarne
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x [m]Slika 3.7. Dio mreºaste karte zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena na razini RD.koordinate polja ozna£ene su na osima x i y. Radi jednostavnosti zapisa realna koordi-nata prostora (x, y) ∈ R2 pretvara se u 
jelobrojne koordinate mreºaste karte zauze¢a
(i, j) ∈ N2:

(i, j) := (⌈x− x0
epolje

⌉, ⌈y − y0
epolje

⌉), (3.14)gdje je epolje duljina strani
e polja, a x0 i y0 najmanje koordinate prostora (ishodi-²te je lijevi donji ugao karte prostora). Prema tome, polje n ∈ K ima realne koor-dinate 
entra cn ≡ (xn, yn) ∈ R2, a 
jelobrojne (in, jn) ∈ N2. Funk
ija zauzetosti
z : K → {1, 2, . . . , zmax} ovdje je predstavljena funk
ijom dviju varijabli z : N2 7→
{1, 2, . . . , zmax}, gdje je zmax = Mc + 2 maksimalna vrijednost sigurnosne 
ijene odre-�ena parametrom ²irine sigurnosne maske 
ijenaMc koji utje£e na odmaknutost putanjeod prepreka i moºe se odrediti kao ²to je opisano u poglavlju 5.3.3. Najmanja vrijednostfunk
ije z je u poljima izvan sigurnosne maske 
ijena, z(·, ·) = 1, a najve¢a vrijednost uzauzetim poljima, z(·, ·) = zmax. Trodimenzionalni prikaz funk
ije z dan je na sli
i 3.8s nazna£enim uskim prolazom. Uski prolaz de�niran je kao skup polja u kojima je pri-sutan lokalni minimum funk
ije z, a vrijednost funk
ije z je ve¢a od 1. Najve¢a ²irinauskog prolaza jednaka je dvijema ²irinama sigurnosne maske 
ijena. Pri odre�ivanjuminimuma funk
ije z dopu²tamo da najvi²e dva susjedna polja poprimaju minimalnuvrijednost. Minimumi se odre�uju za ∀(i, j) ∈ N2 prema vrijednostima druge deriva
ijepo varijabli i i j zasebno:

z
′′

i (i, j) = z(i− 1, j) − 2z(i, j) + z(i+ 1, j),

z
′′

j (i, j) = z(i, j − 1)− 2z(i, j) + z(i, j + 1).
(3.15)
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Slika 3.8. Dio prostora u 3D prikazu s vrijednostima funk
ije zauzetosti z na z-osi.Neka je U skup £vorova £ije se koordinate nalaze u uskom prolazu. �vor n ∈ N koor-dinata (in, jn) pridruºuje se skupu U ako njegove koordinate ispunjuju sljede¢e uvjete:za ∀n ∈ N koordinata (in, jn)ako je z′′

i (in, jn) > 0 i |z(in − 2, jn)− z(in + 2, jn)| ≤ 1ili z′′

j (in, jn) > 0 i |z(in, jn − 2)− z(in, jn + 2)| ≤ 1,tada U ← U ∪ n. (3.16)Dobiveni skup U razdjeljuje se na U disjunktnih podskupova. Svaki podskup Uk, k =

1, . . . , U , opisuje jedan uski prolaz u prostoru. Svaki element skupa U raspore�uje se uodgovaraju¢i podskup Uk. Po£etno je UU ← {n} ∈ U , U ← U \ {n} i U = 1, a dalje serje²ava iterativno sljede¢i izraz:ako ∃m ∈ U i n ∈ UU tako da {m,n} ∈ Etada UU ← UU ∪ {m} i U ← U \ {m}ina£e U ← U + 1, UU ← {n} ∈ U , U ← U \ {n}.
(3.17)Postupak (3.17) ponavlja se sve dok nije U = ∅. Svakom skupu Uk, k = 1, . . . , U ,odre�uje se sredi²nji £vor, ozna£en sk ∈ Uk, £ije su koordinate u sredi²tu uskog prolaza.Sredi²te prolaza odre�uje se kao bilo koja najbliºa koordinata (moºe ih biti vi²e) arit-meti£koj sredini (xs, ys) ∈ R2 svih koordinata £vorova iz Uk. Sredi²nji £vor sk odre�uje



3.4. Automatska izgradnja hijerarhijske karte 83se kako slijedi:
(xs, ys) :=

1

|Uk|
∑
n

(in, jn)u.u. n ∈ Uk
(3.18)

sk ∈ argmin
n

‖(xs, ys)− (in, jn)‖u.u. n ∈ Uk
(3.19)Mogu¢e pozi
ije mosnih £vorova su u sredi²njim koordinatama, odnosno sk moºe bitimosni £vor ako ispunjuje odre�ene uvjete drugog koraka algoritma opisanog u odlomku3.4.2. Slika 3.9 prikazuje uske prolaze u dijelu prostora predstavljenim mreºastom kar-tom zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena.

20 40 60 80 100 120 140 160
70

80

90

100

110

120

130

140

150

i

j

PSfrag repla
ements uski prolazi
Slika 3.9. Uski prolazi u dijelu prostora predstavljenim mreºastom kartom zauze¢a sa sigurnos-nom maskom 
ijena.3.4.2 Odre�ivanje pozi
ije mosnih £vorovaCilj je ovog koraka algoritma odrediti koje od sredi²njih koordinata uskih prolaza £inekoordinate mosnih £vorova, odnosno odrediti skup mosnih £vorova M. Mosni £vormora biti na grani
i izme�u dvaju potkartnih £vorova, odnosno, u na²em slu£aju, dvijesobe. Polja jedne sobe odvojena su od polja drugih soba preprekama (zidovima) i uskimprolazima (vratima) � tu je mjesto mosnih £vorova. No, ne odvajaju svi uski prolazisobe. Potrebno je razlu£iti koji od skupova Uk, k = 1, . . . , U , predstavljaju uske prolazekoji odvajaju jednu sobu od druge, a koji predstavljaju uske prolaze unutar sobe poput,primjeri
e, malog razmaka izme�u dviju klupa. Potrebno je na¢i zatvorenu petlju kojaprolazi grani
ama sobe. Time ¢e se ujedno izdvojiti soba, a i ulazi u sobu, odnosnomosni £vorovi. Valja napomenuti da, ako se radi o prostoriji napu£enoj preprekamatako da one formiraju izdvojena podru£ja, onda ¢e ta podru£ja biti progla²ena sobama



84 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeiako se radi o dijelovima soba. Na taj je na£in ubrzano hijerarhijsko planiranje, budu¢ida put izme�u dva ogra�ena dijela prostorije (u ovom slu£aju sobe) mora prolazitiuskim prolazom, a taj ¢e put biti ini
ijalno spremljen kao par
ijalni put izme�u mosnih£vorova. Drugim rije£ima, pozi
ija mosnog £vora nije nuºno na vratima prostorije.Primijenili smo jednostavnu ideju. Po£etno je skup mosnih £vorova prazan, M ←
∅. Od svake sredi²nje koordinate uskih prolaza, odnosno koordinate £vora sk ∈ Uk,
k = 1, . . . , U , odrede se dva najbliºa zauzeta polja u suprotnim smjerovima od sk poosi po kojoj je prisutan lokalni minimum u polju £vora sk. Jedno polje se proglasipo£etnim (Sk), a drugo krajnjim (Gk), k = 1, . . . , U , kao na sli
i 3.10. Stvori se graf
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Slika 3.10. Odre�ivanje pozi
ije mosnog £vora na sredi²njoj koordinati uskog prolaza, s1 ∈ U1.Put P1(S1, G1) zaokruºuje sobu. Po£etne i krajnje pozi
ije Sk, Gk, k = 1, . . . , U , prikazane suoznakom �, odnosno oznakom ∗.
GZ(Z, EZ ,WZ) kojemu su £vorovi samo zauzeta polja mreºaste karte zauze¢a, a starti 
ilj su Sk, Gk ∈ O. Skup bridova EZ i pripadaju¢ih teºina WZ de�niran je u skladus prethodnim de�ni
ijama grafa G(N , E ,W). Traºi se najkra¢i put Pk(Sk, Gk) u grafu
GZ(Z, EZ ,WZ) od Sk do Gk tako ²to se od svih drugih Si i Gi, i = 1, . . . , U , i 6= k,napravi zauzeta spojni
a preko koje taj put moºe pre¢i, odnosno £vorovi na spojni
iuba
e se u graf u skup Z. Promatramo prolaze kao da su ih zauzele neke dinami£keprepreke, a jedino se uski prolaz Uk smatra slobodnim. Ako postoji put Pk(Sk, Gk),onda taj put zatvara sobu i sk postaje mosni £vor £ija je pozi
ija na ulazu u sobu,M←
M∪sk. Ako postoji paran broj polja u uskom prolazu, gledaju¢i po spojni
i izme�u Ski Gk, da bi se sa£uvala optimalnost hijerarhijskog planiranja, postavlja se dodatni mosni£vor do £vora sk. Tada se koordinate oba mosna £vora nalaze u lokalnom minimumu, a



3.4. Automatska izgradnja hijerarhijske karte 85zajedni£ki brid polja koja opisuju nalazi se na sredini uskog prolaza. Slika 3.10 prikazujetakav slu£aj, a njen uve¢ani dio s nazna£enim pozi
ijama dva mosna £vora jedan dodrugog prikazan je na sli
i 3.11. Ako put ne postoji, onda se ne radi o zatvorenom
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Slika 3.11. Slu£aj parnog broja polja u uskom prolazu: postavljena su dva mosna £vora jedando drugog � m1,m2 ∈M.podru£ju. Sredi²nja koordinata tog uskog prolaza nije klju£na za hijerarhijsko planiranjei stoga ona nije pozi
ija mosnog £vora. Razlog tomu jest ²to ¢e taj uski prolaz biti unutarneke sobe, a prera£unane putanje ne moraju nuºno prolaziti kroz njega. Pro
eduratraºenja puta Pk(Sk, Gk) od Sk do Gk i odre�ivanja mosnog £vora, ako put Pk(Sk, Gk)postoji, ponavlja se za sve k = 1, . . . , U .3.4.3 Odre�ivanje sobaCilj ovog (zadnjeg) koraka algoritma jest izdvojiti skup £vorova koji predstavlja poljajedne sobe, a na vi²oj razini hijerarhije predstavlja jedan potkartni £vor. U prethodnomkoraku odre�eni su ulazi u sobe. Neke sobe ne¢e biti zaokruºene putom jer moºe pos-tojati kra¢i put od nekog Sk do Gk, k ∈ {1, . . . , U}, koji prolazi sobom manjeg opsega.Me�utim, £im je odre�en put Pk(Sk, Gk), k ∈ {1, . . . , U}, spojni
e izme�u Sk i Gkkoje prelaze preko mosnog £vora spremljene su kao grani
e koje odvajaju jednu sobu oddruge i na taj se na£in lako izdvajaju potkartni £vorovi � sobe. Na sli
i 3.12 prikazanisu odre�eni putovi kroz grani
e soba i ozna£ene spojni
e na ulazima u sobu. Neka je
I ⊂ N skup svih £vorova £ije se koordinate nalaze na spojni
ama izme�u Sk i Gk, zaone k ∈ {1, . . . , U} za koje postoji mosni £vor sk ∈ Uk. Neka je S skup svih £vorovabez spojni
a, odnosno S ← N \ I . Skup S razdjeljuje se na S disjunktnih podskupova.Svaki podskup Si, i = 1, . . . , S, opisuje jednu sobu. Svaki element skupa S raspore�uje
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Slika 3.12. Grani
e koje izdvajaju sobe � putovi i spojni
e.se u odgovaraju¢i podskup Si. Po£etno je SS ← {n} ∈ S, S ← S \ {n} i S = 1, a daljese iterativno rje²ava sljede¢i izraz:ako ∃m ∈ S i n ∈ SS tako da {m,n} ∈ Etada SS ← SS ∪ {m} i S ← S \ {m}ina£e S ← S + 1, SS ← {n} ∈ S, S ← S \ {n}.
(3.20)Postupak (3.20) ponavlja se sve dok nije S = ∅. Naposljetku se spojni
e pridjeljujuproizvoljno sobama tako da vrijedi:za ∀n ∈ Iako je m ∈ Si, za i ∈ {1, . . . , S}, tako da {m,n} ∈ Etada Si ← Si ∪ {n}. (3.21)Mosni se £vorovi pridjeljuju dvjema sobama. Tako ¢e jedan mosni £vor, koji je naspojni
i izme�u dviju soba, biti pridjeljen i jednoj i drugoj sobi. Prema tome za mosne£vorove vrijedi:za ∀m ∈ Mako je n ∈ Si i l ∈ Sj za i, j ∈ {1, . . . , S} i i 6= j, tako da {m,n}, {l,m} ∈ Etada Si ← Si ∪ {m} i Sj ← Sj ∪ {m}. (3.22)



3.4. Automatska izgradnja hijerarhijske karte 87Na sli
i 3.13 prikazane su sobe kao skupovi £vorova iste boje i mosni £vorovi ozna£enis ♦. Radi jasno¢e, samo su £etiri sobe numerirane. Prostor prikazan na sli
i 3.13odgovara prostoru prikazanom na sli
i 3.12.
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Slika 3.13. Opis dijela prostora sobama i mosnim £vorovima (oznaka ♦).3.4.4 Organiziranje vi²ih razina hijerarhijske apstrak
ijeNa razini RD je graf stvoren iz mreºaste karte zauze¢a, a na razini RD−1 je graf sastavljenod mosnih £vorova i soba. Mosni £vorovi povezuju potkartni £vor u kojem se nalaze spotkartnim £vorom vi²e razine i to tako da se dupli
iraju u razini iznad. Pri tome sumosni £vorovi u razini RD odre�eni pozi
ijom, a u razini RD−1 prikazani apstraktno.Veze izme�u mosnih £vorova u razini RD−1 su par
ijalni putovi odre�eni u niºoj razinihijerarhijske apstrak
ije. Par
ijalni putovi odre�uju se na razini RD izme�u svih mosnih£vorova koji pripadaju istom potkartnom £voru, odnosno sobi.Opisana hijerarhijska karta ima ukupno tri razine hijerarhijske apstrak
ije (D = 2),a najapstraktnija razina R0 sadrºi samo jedan £vor. Moºe imati i £etiri razine ako se izskupaM ru£no izdvoje mosni £vorovi koji se nalaze na ulazima u dizala, a u razini R1spajaju potkartne £vorove katove. Me�utim, mogu¢e je primijeniti jednostavan pro
esgrupiranja £vorova i stvoriti dodatne apstraktnije razine.Neka se grupira n ∈ N potkartnih £vorova (soba) i pripadnih mosnih £vorova tako daoni £ine jedan potkartni £vor na vi²oj razini apstrak
ije. Da bi se sa£uvala konzistentnosthijerarhije, potrebno je grupirati bliske potkartne £vorove i pripadne mosne £vorove. Dva



88 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjesu potkartna £vora bliska ako vrijedi:
∃m ∈ M i i, j ∈ {1, . . . , S}, i 6= j, tako da m ∈ Si i m ∈ Sjtada su Si i Sj bliski. (3.23)Skupom povezanih potkartnih £vorova zovemo takav skup X u kojem postoji barem

|X | − 1 bliskih parova potkartnih £vorova.Neka je KD−2
j skup s n povezanih potkartnih £vorova, 1 < n < S, i pripadnihmosnih £vorova i neka ima KD−2 ∈ N takvih skupova, odnosno j ∈ {1, . . . ,KD−2}.Skupovi KD−2

j , j = 1, . . . ,KD−2, su potkartni £vorovi na razini RD−2. Unutar svakogskupa KD−2
j , j = 1, . . . ,KD−2, postoji barem jedan mosni £vor r ∈ M koji se nalaziu samo jednoj sobi r ∈ Si ∈ KD−2

j , i ∈ {1, . . . , S} i u nijednoj drugoj sobi iz KD−2
j ,odnosno r /∈ Kj \ Si. Takav je £vor rubni mosni £vor (prema de�ni
iji u odlomku3.3.2). Rubni mosni £vor r ∈ M koji se nalazi u sobi Si ∈ KD−2

j , j ∈ {1, . . . ,KD−2},
i ∈ {1, . . . , S}, postoji kao rubni mosni £vor u sobi Sk ∈ KD−2

l , l ∈ {1, . . . ,KD−2},
l 6= j, k ∈ {1, . . . , S}, koja je bliska sobi Si. Prema tome, rubni mosni £vorovi povezujudruge potkartne £vorove na razini RD−2, kao ²to svi mosni £vorovi odre�eni u razini
RD povezuju potkartne £vorove - sobe na razini RD−1. Rubni mosni £vorovi iz razine
RD−1 nalaze se kao mosni £vorovi u razini RD−2. Veze izme�u mosnih £vorova na razini
RD−2 su par
ijalni putovi odre�eni u niºoj razini RD−1 izme�u rubnih mosnih £vorova.Par
ijalni putovi odre�uju se izme�u svih rubnih mosnih £vorova koji pripadaju istompotkartnom £voru KD−2

j , j ∈ {1, . . . ,KD−2}. Zapravo su rubni mosni £vorovi pravimosni £vorovi po prvotnoj de�ni
iji danoj u odlomku 3.1.2 jer povezuju potkartni £voru kojem se nalaze s potkartnim £vorom vi²e razine. Svi su ostali mosni £vorovi unutar
KD−2

j unutarnji £vorovi i ne koriste se za ra£unanje par
ijalnih putova izme�u svakogod njih, jer su nuºni putovi odre�eni u razini ispod. Za obja²njenje razmotrimo razinu
RD. Budu¢i da jedan mosni £vor pripada dvjema sobama, bit ¢e povezan par
ijalnimputom sa svim mosnim £vorovima iz te dvije sobe. Drugim rije£ima, svake dvije sobekoje dijele mosni £vor bit ¢e povezane par
ijalnim putovima. Stoga na razini RD−1 nijepotrebno ra£unati par
ijalne putanje izme�u svih mosnih £vorova unutar potkartnog£vora KD−2

j , j ∈ {1, . . . ,KD−2} jer se putanje izme�u dva mosna £vora koja nisu ubliskim sobama jednostavno odrede unijom odgovaraju¢ih par
ijalnih putanja, za ²to sebrine algoritam pretraºivanja mosnih £vorova u toj razini (odlomak 3.3.3). Par
ijalnesu putanje potrebne izme�u rubnih mosnih £vorova unutar tog potkartnog £vora zbogpretraºivanja £vorova u vi²oj razini hijerarhijske apstrak
ije.Postupak grupiranja povezanih potkartnih £vorova moºe se nastaviti dalje dodava-njem apstraktnije hijerarhijske razine, dok je god mogu¢e raditi grupiranje, odnosnodok se ne stvori razina u kojoj postoje samo dva potkartna £vora. Te potkartne £voroveozna£avamo s KD−x
k , gdje je k = 1, . . . ,KD−x indeks potkartnog £vora u razini RD−x,a x = 3, . . . ,D odmak od najniºe razine hijerarhijske apstrak
ije. Dodavanjem aps-traktnijih razina dimenzija hijerarhije raste, odnosno svakom novom razinom postaje

D ← D + 1. Razlog ozna£avanju potkartnih £vorova koji se odnose na sobe sa Si, a



3.5. Eksperimentalni rezultati 89potkartnih £vorova na vi²im razinama sa KD−x
j , leºi u tome ²to su sobe odre�ene izstvarne karte prostora i one £ine osnovu H-grafa, a svi ostali potkartni £vorovi na vi²imrazinama odre�eni su iz apstraktnih £vorova H-grafa.Na sli
i 3.13 postoje nepovezane sobe s ostalim sobama, odnosno zaokruºena po-dru£ja zidovima sa svih strana. Takve sobe ispu²taju se iz hijerarhijske karte jer nisupotrebne u hijerarhijskom planiranju putanje.Neki mosni £vorovi mogu biti rubni na vi²e razina, ovisno o sloºenoj hijerarhijskojapstrak
iji prostora. Primjeri
e, mosni £vor u sobi Si, i ∈ {1, . . . , S}, na razini RD,nalazi se kao rubni mosni £vor u potkartnom £voru KD−2

j , j ∈ {1, . . . ,KD−2} na razini
RD−1 i kao rubni mosni £vor unutar potkartnog £vora KD−3

l , l ∈ {1, . . . ,KD−3}. Ver-tikalni mosni £vorovi moraju biti odabrani iz skupaM ru£no. Smje²teni su na vratimadizala. Oni se pojavljuju kao rubni mosni £vorovi u razinama RD, RD−1, . . . , Ri+1, gdjerazina Ri, i < D, sadrºi potkartne £vorove koji predstavljaju katove. Na toj razini suprikazane veze katova vertikalnim mosnim £vorovima.3.5 Eksperimentalni rezultatiPredloºeni algoritam FHD* testiran je na karti Zavoda. Usporedili smo ga s algorit-mima D*, FD* i HD* pod istim uvjetima [84℄. Izgra�ena je mreºasta karta zauze¢a iorganizirane su u tri hijerarhijske razine, R0, R1 i R2. Najniºa razina R2 sadrºi grafstvoren iz mreºaste karte zauze¢a i opisuje detalje prostora. Mobilni robot senzorimaotkriva dinami£ke prepreke i osvjeºava informa
iju o zauzetosti u mreºastoj karti.U razini R1 nalaze se potkartni £vorovi koji predstavljaju sobe i hodnike Zavoda.Slika 3.14 prikazuje dio Zavoda na kojem su se izvodili eksperimenti. Prikazane su sobe
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Slika 3.14. Prikaz potkartnih £vorova i mosnih £vorova na razini R1 u dijelu prostora u kojemsu se izvodili eksperimenti.



90 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanjeodre�ene grupiranjem £vorova u razini R2 metodom opisanom u odlomku 3.4. Ozna£enesu samo sobe i mosni £vorovi koji su bili kori²teni u eksperimentu. Razina R0 sadrºisamo jedan £vor � kat. Algoritam dinami£kog prozora opisan u 5. poglavlju kori²ten jeza slije�enje putanje.Na sli
i 3.15 prikazan je skup par
ijalnih putanja kori²ten u hijerarhijskom planiranjuputanje od starta do 
ilja. Start se nalazi u potkartnom £voru S1, a 
ilj se nalazi upotkartnom £voru S4. Ovaj skup par
ijalnih putanja koriste oba hijerarhijska algoritma,HD* i FHD*. Prema tome, prednost postavljanja mosnih £vorova na optimalna mjestanije nagla²ena u eksperimentu i smatra se da HD* radi s istom hijerarhijskom kartomkao FHD*. Ini
ijalno pretraºivanje je jednako za oba hijerarhijska algoritma.

Slika 3.15. Skup par
ijalnih putanja izme�u mosnih £vorova.Eksperimenti su osmi²ljeni tako da hijerarhijski algoritam mora pretraºiti sve razinehijerarhijske apstrak
ije kad robot otkrije nepoznatu prepreku na ini
ijalnoj putanji.Nehijerarhijski algoritmi moraju pretraºiti gotovo 
ijeli graf. Na sli
i 3.16 uspore�enisu ini
ijalne i dinami£ki isplanirane putanje za algoritme FHD* i FD*. Putanje suoptimalne, ali geometrijski razli£ite zbog postojanja vi²e optimalnih putanja, a kori-²tenje heuristike prema razli£itim startovima uzrokuje odabir razli£itih putanja. Kadrobot stigne do pozi
ije ozna£ene kao �pozi
ija dinami£kog planiranja� (slika 3.16), ot-krije laserskim senzorom udaljenosti da su vrata zatvorena. Odvoºena trajektorija dote pozi
ije ozna£ena je 
rtkanom linijom. Usporedba putanja algoritama HD* i D* nijepotrebna jer se dobiju sli£ni rezultati. Sljede¢e slike prikazuju pretraºeno podru£je zasvaki od algoritama: FD*, D*, HD* i FHD*. Redoslijed slika odabran je prema brojupretraºenih £vorova.Na sli
i 3.17 prikazano je pretraºeno podru£je algoritmom FD*. Unutra²nje nazna-£eno podru£je pretraºeno je ini
ijalnim izra£unom, a vanjsko je pretraºeno u pro
esudinami£kog planiranja putanje zbog otkrivene nove prepreke. Budu¢i da algoritam FD*
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Slika 3.16. Usporedba ini
ijalne i dinami£ki isplanirane putanje odre�ene algoritmima FHD*i FD*.

Slika 3.17. Pretraºeno podru£je algoritmom FD*.koristi heuristiku, minimalno podru£je pretraºeno je ini
ijalnim izra£unom. Pro
es dina-mi£kog planiranja nastavlja od ruba podru£ja, koje je odre�eno ini
ijalnim planiranjem.Podru£je se ²iri sve dok se ne odredi nova putanja. Na sli
i 3.18 prikazano je pretra-ºeno podru£je algoritmom D*. Budu¢i da algoritam D* ne koristi heuristiku, podru£jepretraºeno ini
ijalnim izra£unom ²iri se kruºno oko 
ilja. Pro
es dinami£kog planira-nja nastavlja od ruba pretraºenog podru£ja ini
ijalnog izra£una, koje je mnogo ²ire odpretraºenog podru£ja algoritmom FD* u ini
ijalnom izra£unu. Zato je algoritmu D*potrebno manje vremena za odre�ivanje nove putanje. Na sli
i 3.19 prikazano je pretra-ºeno podru£je algoritmom HD*. Podru£je pretraºeno ini
ijalnim izra£unom odre�eno
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Slika 3.18. Pretraºeno podru£je algoritmom D*.

Slika 3.19. Pretraºeno podru£je algoritmom HD*.

Slika 3.20. Pretraºeno podru£je algoritmom FHD*.



3.5. Eksperimentalni rezultati 93je pozi
ijom starta u odnosu na mosne £vorove iz potkartnog £vora u kojem se nalazistart i pozi
ijom 
ilja u odnosu na mosne £vorove iz potkartnog £vora u kojem se nalazi
ilj. Od 
ilja se moraju odrediti sve putanje do mosnih £vorova iz istog potkartnog£vora u kojem se nalazi 
ilj. Isto tako se i od starta moraju odrediti putanje do svihmosnih £vorova iz potkartnog £vora u kojem se nalazi start. Dalje se pretraºuju samomosni £vorovi. U pro
esu dinami£kog planiranja, pretraºuju se samo £vorovi iz pot-kartnog £vora u kojem se nalazi pozi
ija dinami£kog planiranja i mosni £vorovi na vi²ojrazini. Na sli
i 3.20 prikazano je pretraºeno podru£je algoritmom FHD*. Pretraºenoje podru£je u ini
ijalnom izra£unu jednako kod oba hijerarhijska algoritma, ali je zatopretraºivanje u pro
esu dinami£kog planiranja znatno smanjeno algoritmom FHD*.Tabli
a 3.1. Usporedba algoritama planiranja putanje u ini
ijalnom pro
esuAlg. duljina broj broj vrijemeputanje pretraºenih itera
ija planiranja[polja℄ £vorova putanje[ms℄D* 187 27360 21063 272 msFD* 187 6767 4783 36 msHD* 187 3150 2082 25 msFHD* 187 3159 2082 25 ms
Tabli
a 3.2. Usporedba algoritama planiranja putanje u pro
esu dinami£kog planiranjaAlg. duljina broj broj vrijemeputanje pretraºenih itera
ija dinami£kog[polja℄ £vorova planiranja [ms℄D* 188 14518 11395 120 msFD* 188 17796 12358 130 msHD* 188 5822 5571 70 msFHD* 188 3398 2945 41 msRezultati usporedbe algoritama prikazani su u tabli
i 3.1 za izra£une ini
ijalne pu-tanje i u tabli
i 3.2 za izra£une dinami£kog planiranja putanje. Duljina putanje, kojaje usko vezana s 
ijenom putanje, jednaka je za sve algoritme. Broj pretraºenih £vo-rova klju£ni je pokazatelj ra£unske sloºenosti algoritama. Broj itera
ija odnosi se naponavljanje izvo�enja glavne dok petlje algoritama pretraºivanja.



94 Poglavlje 3. Hijerarhijsko planiranje putanje3.6 SaºetakU ovom je poglavlju opisan predloºeni algoritam FHD* koji osigurava optimalnost pu-tanje i pobolj²ava dinami£ke karakteristike Cagigasovog algoritma HD* [18℄. Zna£ajnosu smanjeni vrijeme izra£una, 
ijena putanje i utro²ena memorija. Predloºena je strate-gija optimalnog postavljanja mosnih £vorova � klju£nih to£aka izme�u kojih su izra£u-nate par
ijalne putanje. Ubrzan je pro
es dinami£kog planiranja kori²tenjem heuristikeprema trenutnoj pozi
iji robota, £ime je dinami£ko planiranje fokusirano oko optimalneputanje, koja je odre�ena pretraºivanjem minimalnog broja £vorova. Izvedena je novahijerarhijska organiza
ija karte kojom je osigurano optimalno horizontalno i vertikalnoplaniranje putanje. Prikazana je metoda automatske izgradnje takve hijerarhijske karteiz mreºaste karte zauze¢a. Metoda jam£i konzistentnost stvorene hijerarhije i omogu-¢uje optimalno hijerarhijsko planiranje putanje u dinami£kim prostorima. Uspje²nostalgoritma FHD* usko je povezana s hijerarhijskom kartom, koja koristi znatno ma-nje materijaliziranih 
ijena � par
ijalnih putanja izme�u mosnih £vorova i time ²tedimemoriju. Eksperimenti su potvrdili o£ekivane prednosti predloºenog algoritma FHD*.



Poglavlje 4
Planiranje putanje u nepoznatimunutarnjim prostorima

U prethodna dva poglavlja opisani su algoritmi planiranja putanje mobilnog robotau prostorima kojima robot poznaje kartu te algoritmi dinami£kog planiranja putanjekada se u prostoru pojave prepreke koje nisu modelirane u karti. U ovome se poglavljuopisuju planiranja putanje mobilnog robota u njemu potpuno nepoznatim prostorima,tj. u prostorima u kojima robot ne poznaje kartu. Zada¢a je robota autonomno se gibatikroz takav prostor i izgraditi kartu. Pri tome se zahtijeva da robot istraºi £itavi prostorpa se problem planiranja putanje u nepoznatim prostorima obi£no naziva istraºivanjemprostora. Dodatni je zahtjev da robot pritom prije�e ²to je mogu¢e manju udaljenost.Strategija istraºivanja prostora obi£no pretpostavlja da je mobilni robot to£ka uneistraºenom prostoru u kojem se nalazi kona£an broj prepreka postavljenih nasumi
e,razli£itih oblika i veli£ina. Problem autonomnog istraºivanja prostora razmatra se odvo-jeno od problema istovremene lokaliza
ije robota u tom prostoru, tj. pretpostavlja seda je rije²ena lokaliza
ija.Ovo je poglavlje strukturirano kako slijedi. U potpoglavlju 4.1 dan je pregled strate-gija istraºivanja nepoznatog prostora. Detaljnije su opisane dvije strategije: strategijapromatra£a i Ekmanova strategija. Unutarnje je prostore najjednostavnije predstavitiskupom povezanih linija, tj. poligonom. Tako je u potpoglavlju 4.2 opisan algoritamizdvajanja linijskih segmenata iz laserskog senzora udaljenosti. Potpoglavlje 4.3 opisujeizvedeni algoritam istraºivanja poligonalnih prostora koji objedinjuje utje
aj nesigur-nosti senzorskih o£itanja i poloºaja mobilnog robota i postiºe konvergen
iju u realnimuvjetima. Naposljetku, eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu, prikazani su upotpoglavlju 4.4. 95



96 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorima4.1 Pregled strategija istraºivanja nepoznatih prostoraRadovi Brooksa [14℄ i Oommena [88℄ me�u prvima su u tom podru£ju. U njihovimradovima se ovaj problem naziva prikupljanjem informa
ija o terenu (engl. terraina
quisition).Ve¢ina algoritama koji rje²avaju problem istraºivanja prostora radi s pretpostavkomna odre�eni oblik prepreka. U [88℄ se pretpostavljaju konveksne poligonalne prepreke. Utom se radu koristi strategija u kojoj je robot sposoban obaviti dvije elementarne ak
ije:skeniranje, da bi identi�
irao sve vidljive vrhove prepreka sa svoje trenutne pozi
ije, ikretanje tj. pomi
anje robota po pravo
rtnoj liniji. Robot se kre¢e od vrha do vrhaprepreka. Da bi robot istraºio okolinu sa n vrhova prepreka, algoritmu je potrebno nopera
ija skeniranja i najvi²e 2(n− 1) pomi
anja izme�u vrhova.Strategija promatra£a [76℄ zasniva se na okruºivanju prepreka proizvoljnog oblika.Strategija se moºe poistovjetiti s algoritmom pra¢enja zida. Strategija prema Mata-ri¢ [78℄ zasniva se na algoritmu pra¢enja zida u kombina
iji s izbjegavanjem preprekai topolo²kim planiranjem putanje. Me�utim, strategija nije u£inkovita u sloºenijimunutarnjim prostorima.Postoji nekoliko strategija istraºivanja koje guraju robota na grani
u istraºenog ineistraºenog prostora. Strategija prema radu Ekmana et al. [27℄ zasniva se na pos-tojanju diskontinuiteta u poda
ima koje daje senzor udaljenosti. Ti se diskontinuitetinazivaju sko£nim bridovima (engl. jump edges). Sko£ni bridovi dijele istraºena i neis-traºena podru£ja. Prema tome, ako robot obavi mjerenje ispred sko£nog brida, otkrit ¢ese novo podru£je u prostoru. Prostor je istraºen kada u karti vi²e ne postoji niti jedansko£ni brid. Pod odre�enim uvjetima mogu¢e je stvoriti vjernu kartu prostora uz osi-guranu konvergen
iju algoritma. Informa
ije o prostoru sadrºane su u dvije apstraktnerazine. Za prikaz prostora se na donjoj razini koriste poligoni, a na gornjoj razini gra-fovi. Poligonalni prikaz odre�uje kartu, a prikaz se grafom koristi za planiranje putanje.Algoritam istraºivanja zanemaruje nesigurnosti mjerenja senzora i pozi
ije robota.Strategija prema [131℄ zasniva se tako�er na diskontinuitetima u poda
ima senzora,koje nazivaju otvorima. Pretpostavljaju da je prostor poligonalnog oblika. Konstru-iraju posebnu dinami£ku strukturu podataka nazvanu naviga
ijskim stablom otvora(engl. gap navigation trees). Ideja je minimizirati potrebne informa
ije koje robot morasakupiti da bi rije²io neki zadatak. Koriste tzv. senzor otvora, koji se moºe konstru-irati iz senzora udaljenosti i smatraju da robot ne koristi niti jedan drugi senzor osimsenzora otvora. Sve ak
ije robota svedene su na �lovljenje otvora�. Izgled prostora uodnosu na pozi
iju robota kodira se kao stablo koje ozna£ava kriti£ne doga�aje � otvoripri gibanju robota mogu nestati, pojaviti se, prelomiti i spojiti. Analiziraju¢i na£in nakoji se kriti£ni doga�aji pojavljuju u senzoru otvora, izgra�uje se stablasta reprezen-ta
ija koja ozna£uje optimalno gibanje u prostoru, iako se pre
izna mjerenja ne mogunapraviti. Strategija ne zahtijeva egzaktnu lokaliza
iju i potpunu izgradnju karte, ²toje njezina vaºna prednost. Me�utim, neki prakti£ni aspekti ostali su nerije²eni, kao ²tosu za²umljena o£itanja senzora otvora. Robot u tom slu£aju moºe loviti krivi otvor.



4.1. Pregled strategija istraºivanja nepoznatih prostora 97Yamau
hi et al. [138℄ svoju strategiju nazivaju istraºivanjem grani
a (engl. frontierbased exploration). Njihov algoritam ne radi nikakve pretpostavke na oblik prepreka iprimjenjiv je u realnim uvjetima. Algoritam koristi mreºastu kartu zauze¢a za pohranji-vanje otkrivenih informa
ija iz prostora, iz koje pomo¢u tehnika ra£unalnog vida izdvajagrani
e izme�u slobodnog prostora i nepoznatog prostora. Strategija odre�uje najbliºuto£ku grani
e kao sljede¢u pozi
iju koju robot mora zauzeti. Nedostatak algoritma jevelika ra£unska sloºenost jer otkrivanje grani
a i odabiranje najobe¢avaju¢ije grani
ezahtijeva veliki memorijski prostor i sloºen izra£un.Strategija prema [4℄ koristi to£ke zaklanjanja koje predstavljaju grani
e izme�u ot-krivenog i neotkrivenog prostora. Strategija pretpostavlja senzor s beskona£nim dome-tom i poligonalne prepreke. Strategija se zasniva na spremanju i obilaºenju samo to£akazaklanjanja. Izbjegnuto je ra£unanje grani
a istraºenog i neistraºenog prostora i spre-manje 
ijele karte, £ime se ubrzava izra£un. Me�utim, strategija ima problem lokalnogminimuma u slu£aju kada je robot okruºen preprekama i nema niti jedne neobi�eneto£ke zaklanjanja u svojoj okolini. Budu¢i da algoritam ne upisuje prepreke u kartu,nego samo to£ke zaklanjanja, ne moºe planirati putanja do to£aka koje trenutno nisuvidljive te je prema tome ova metoda lokalna. Sli£na je strategija i �pobolj²anje pogleda�[39℄ koja se tako�er zasniva na zaklonjenim to£kama i pretpostavlja idealnu lokaliza
ijui idealna mjerenja.Sve spomenute metode ve¢inom nisu pouzdane kada se primjene u realnim uvjetimazbog nesigurnosti mjerenja, lokaliza
ije i izgradnje karte.U nastavku su pobliºe opisane neke strategije za istraºivanje nepoznatog prostorakoje se zasnivaju na radovima Lumelskyog et al. [76℄ i strategija Ekmana et al. [27℄ nakojoj se zasniva strategija predloºena u ovom radu.4.1.1 Strategija promatra£aStrategija promatra£a pretpostavlja kona£an ili beskona£an prostor koji se istraºuje, uzuvjet da su prepreke me�usobno vidljive, tj. bilo koji par prepreka povezan je preko nizaprepreka koje su jedna drugoj vidljive. U po£etnoj pozi
iji robot otkriva sve vidljivebridove prepreka. Ako nema prepreka, zadatak robota je zavr²en, a ina£e se robotpravo
rtno giba prema najbliºoj prepre
i te se zatim po£inje gibati oko nje (okruºuje ju)te usput nadopunjuje kartu. Robot zatim obiljeºava prepreku kao posje¢enu, pronalazina karti sljede¢u neposje¢enu prepreku te se po£inje gibati prema njoj. Ova se pro
eduraponavlja sve dok ne nestane neposje¢enih prepreka. Ako se tijekom gibanja od jedne dodruge prepreke otkrije neka nova prepreka, robot prvo okruºi tu novootkrivenu preprekute zatim odabire novu neposje¢enu prepreku prema kojoj se po£inje gibati. Ako pakrobot usred gibanja nai�e na posje¢enu prepreku, jednostavno je zaobi�e najkra¢omputanjom i nastavlja svoje pravo
rtno gibanje. Kako je geometrijski oblik te posje¢eneprepreke ve¢ poznat, pronalaºenje kra¢e putanje ne bi trebalo predstavljati problem.U svakoj ak
iji pravo
rtnog gibanja jedna neposje¢ena prepreka dana je kao novi
ilj pretrage i najmanje je jedna neposje¢ena prepreka zapravo istraºena. Kako pros-



98 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimator koji se istraºuje ima kona£an broj prepreka kona£nih dimenzija i kako niti jednaposje¢ena prepreka ne moºe postati novi 
ilj za pravo
rtno gibanje, ova pro
edura imazajam£enu konvergen
iju. Medutim, kako ¢e prikazati sljede¢i primjer, gornja grani
aduljine putanje ove jednostavne strategije nema toliko dobru u£inkovitost. Pretposta-vimo jednodimenzionalan slu£aj sa n prepreka, kao ²to je prikazano na sli
i 4.1. Radi
PSfrag repla
ements

O0O1 O2O3 O4

1 24 816 32

Slika 4.1. Slu£aj u kojem ¢e opisana pro
edura imati kvadrati£nu sloºenost izvo�enja O(n2).jednostavnosti, svaka je prepreka, O0, O1, . . . , On, predstavljena kao to£ka. Neka su pre-preke s neparnim indeksima pozi
ionirane lijevo od O0, a one s parnim indeksima desnood O0. Neka je O1 udaljena 20 = 1 jedini
a od O0, neka je O2 udaljena 21 = 2 jedini
aod O0, neka je O3 udaljena 22 = 4 jedini
a od O1, neka je O4 udaljena 23 = 8 jedini
aod O2, itd., i na kraju, neka je On−1 udaljena 2n−2 jedini
a od On−3. Neka je polumjerkruga vidljivosti oko robota Rv. Pretpostavimo da je Rv > 2n−2 tako da je svaki parsusjednih prepreka vidljiv jedan drugome.Po£ev²i od O0, robot moºe vidjeti i O1 i O2; krene prema O1 jer je bliºe. U O1, vidinovu prepreku O3, ali kako je sada O2 najbliºa neposje¢ena prepreka, robot krene prvoprema O2. Nastavljaju¢i po ovoj pro
eduri sve prepreke ¢e na kraju biti posje¢ene nu-meri£kim redoslijedom po njihovim indeksima. Prate¢i putanju moºe se opaziti da je O0prepreka bila prije�ena (n-1) puta, O1 je bila prije�ena (n-2) puta itd. O£ito je najgorislu£aj izvo�enja algoritma kvadrati£ne sloºenosti po preprekama, dakle kvadrati£na jesloºenost i po opsezima prepreka i po udaljenostima izme�u prepreka.Kasnije ¢e biti pokazano da odre�ene promjene u pro
eduri pobolj²avaju izvo�enjealgoritma iz kvadrati£ne u linearnu sloºenost. Nakon ²to robot zaokruºi prepreku izabiljeºi da je posje¢ena, robot ¢e izabrati izme�u svih vidljivih prepreka (za razliku odsvih neposje¢enih prepreka) onu najbliºu neposje¢enu prepreku i sljede¢u ¢e ju istraºiti;ako nijedna takva prepreka ne postoji, robot ¢e se vratiti na zadnju posje¢enu preprekui od tamo traºiti najbliºu posje¢enu vidljivu prepreku. Kako je sljede¢a prepreka zapretragu vidljiva s trenutne prepreke, robot moºe uvijek prona¢i putanju prema njoj bezsusretanja drugih prepreka. Jedino ¢e posjetiti prethodno posje¢enu prepreku prilikomvra¢anja. Cijeli se pro
es ponavlja dok postoji barem jedna neposje¢ena prepreka.Moºe se dogoditi da niti jedna od trenutno identi�
iranih neposje¢enih preprekane bude vidljiva s trenutne pozi
ije robota. Koriste¢i u me�uvremenu izgra�enu karturobot odabire koju ¢e sljede¢u prepreku posjetiti (primjeri
e najbliºu). Postavlja sepitanje kojom bi putanjom robot trebao do¢i do prepreke. Odgovor opet daje vra¢anjena prethodno posje¢enu prepreku. Vra¢anje jam£i da generirana putanja predstavlja



4.1. Pregled strategija istraºivanja nepoznatih prostora 99razgranato stablo, koje pojednostavljuje algoritam. Nadalje, ravne linije segmenataputanje izme�u prepreka ograni£ene su polumjerom vidljivosti Rv.PSfrag repla
ements O1

O2 O3

Rv

Slika 4.2. Prepreka O3 jedino se moºe vidjeti s prepreke O2. Iako je O2 potpuno poznata nakonistraºivanja O1, robot svejedno mora okruºiti O2 ne bi li propustio istraºiti prepreku O3.Treba imati na umu da prepreka koja nije bila posje¢ena, ali je potpuno pretraºenane moºe biti zabiljeºena kao posje¢ena. Svaka neposje¢ena prepreka mora biti ekspli
itnoposje¢ena jer postoji mogu¢nost da postoje druge prepreke koje su vidljive samo sodre�ene prepreke. To je prikazano na sli
i 4.2. U pro
esu gibanja oko prepreke O1robot ¢e potpuno pretraºiti i prepreku O2. Ipak, prepreka O2 mora bit ekspli
itnoposje¢ena jer ina£e robot ne bi nikad otkrio prepreku O3 uz zadani polumjer vidljivosti
Rv.4.1.2 Ekmanova strategijaPojmovi poligonaPoligon je dio ravnine ome�en s najmanje tri duºine v1v2, v2v3, . . . , vnv1, gdje to£kenazivamo vrhovima, a duºine bridovima. Dva brida koja imaju zajedni£ki vrh nazivajuse susjednim bridovima. Poligon je jednostavan ako se sijeku samo susjedni bridovi.Poligon je jednostruko povezan ako se svaka jednostavna zatvorena krivulja u poligonumoºe kontinuirano smanjivati do to£ke bez napu²tanja poligona, ina£e je poligon vi²es-truko povezan (sadrºi rupe). Primjeri
e, ako prostor sadrºi objekte tada je poligon kojiprikazuje taj prostor vi²estruko povezan, ina£e je jednostruko povezan.Dvije to£ke pi i pj u poligonu su vidljive ako sve to£ke duº pravo
rtne linije izme�u
pi i pj pripadaju tom poligonu. Ova binarna rela
ija naziva se rela
ijom vidljivosti iozna£avat ¢emo je s Vidljivo(pi, pj). Mijenjaju¢i domenu rela
ije vidljivosti, moºe sede�nirati nekoliko vaºnih geometrijskih struktura. Primjeri
e, ograni£avaju¢i domenuna skup vrhova poligona, konstruiran je graf vidljivosti, u kojemu svaki £vor odgovaravrhu poligona i postoji brid izme�u dvaju £vorova ako su odgovaraju¢i vrhovi poligonavidljivi. Tretiraju¢i pi i pj kao varijable, dobije se poligon vidljivosti. Poligon vidljivostiod pi moºe se izraziti kao VPi = {pj |Vidljivo(pi, pj)}.



100 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaProstorna ograni£enjaIz svakog poloºaja mjerenja qi mjeri se udaljenost u n jednoliko raspodijeljenih smje-rova. Mjerni poda
i udaljenosti koji su dobiveni iz poloºaja mjerenja qi zapisuju sekao Di = {di,1, di,2, . . . , di,n}. Kut izme�u dvaju uzastopnih smjerova o£itanja je ∆ϕ =

2π/n. Dodavanjem koordinatnog sustava (Xi,Yi) na poloºaj mjerenja, gdje se os Xipodudara s prvim smjerom o£itanja, j -ta komponenta od Di odgovara to£ki uzorka ri,js polarnim koordinatama (di,j , j∆ϕ) koja se nalazi na bridu prostora. Transforma
ijomiz polarnih koordinata u Kartezijeve koordinate lako se otkriva niz bliskih, kolinearnihto£aka uzoraka. Tada su mjerni poda
i laserskog senzora udaljenosti skup od n to£akaprostora, Ri = {ri,k | k = 1, . . . , n}, gdje se to£ka ri,k moºe prikazati u Kartezijevomkoordinatnom sustavu. Kako su mjerni poda
i udaljenosti diskretna reprezenta
ija kon-tinuiranog poligona vidljivosti, mora se paziti na teoriju uzorkovanja. Zato se izvodikriterij nalik Shannonovom teoremu uzorkovanja [27℄.Neka je Sm = (r1, r2, . . . , rm), m ≥ 3, serija (podskup) od R, gdje je ri = (xi,yi).Kaºe se da serija u kojoj su sve to£ke uzoraka kolinearne ima svojstvo kolinearnosti.Ako dvije uzastopne to£ke uzoraka ri i ri+1 imaju udaljenost ∆ri manju od unaprijedpostavljene vrijednosti∆r, onda su one blizu, ina£e su daleko. Kaºe se da serija u kojoj susvake dvije uzastopne to£ke uzoraka blizu ima svojstvo blizine. Spajanje svojstva blizinei kolinearnosti naziva se BK svojstvom. Zato se serije koje imaju BK svojstvo nazivajuBK-serije. Za danu vrijednost varijable ∆r ºeli se okarakterizirati stvarni prostor ukojemu to£ke uzoraka pripadaju istoj BK -seriji ako leºe na istom prostornom bridu.Kako je prikazano na sli
i 4.3, kod onih prostora koji nisu kompatibilni s vrijedno²¢uvarijable ∆r mogu se pojaviti prividne BK -serije.
Slika 4.3. Dvije prividne BK-serije.Neka je dc oznaka za najmanju Euklidsku udaljenost izme�u dviju to£aka koje senalaze na razli£itim najbliºim nesusjednim bridovima u prostoru. Moºe se tvrditi da senikad ne¢e pojaviti prividne BK -serije, ako prostor zadovoljava uvjete u Teoremu 4.1.Teorem 4.1. Ako je dc ≥ 2∆r , tada sve to£ke uzoraka u nekoj BK-seriji leºe naistom prostornom bridu.Dokaz: Neka ep i er ozna£avaju dva nesusjedna brida na udaljenosti dc, a p i r to£kena odgovaraju¢em bridu. Tada ep i er mogu, ali i ne moraju imati zajedni£ki susjednibrid. Pokazat ¢e se da teorem vrijedi u oba slu£aja.i) bridovi imaju zajedni£ki susjedni brid;Neka eq ozna£ava zajedni£ki susjedni brid, a u i v kutove koje eq de�nira sa ep, odnosno

er. Duºina brida e ozna£ena je s |e|, dok je to£ka sje
i²ta linijskog segmenta pr i brida
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eq ozna£ena sa q. Neka se sa dpq i dqr ozna£avaju udaljenosti izme�u odgovaraju¢ihto£aka. Situa
ija je prikazana na sli
i 4.4(a), gdje se pretpostavlja da je u ≤ v. Sa slike4.4(a) da se zaklju£iti da max(dpq, dqr) ≥ dc/2, pri £emu jednakost vrijedi uz sljede¢euvjete:1) u = v,2) |ep| ≥ |eq| cos(u)/2 i3) |er| ≥ |eq| cos(v)/2.Kako je max(dpq, dqr) ≥ dc/2 ≥ ∆r > ∆ri, niti jedna od tri to£ke (jedna sa svakogbrida) ne moºe de�nirati BK -seriju.ii) bridovi nemaju zajedni£ki susjedni brid;Ovaj je slu£aj ilustriran na sli
i 4.4(b). Kako je dc> ∆r, kombina
ija to£aka sa razli£itihbridova ne moºe de�nirati BK -seriju.

Slika 4.4. Dva slu£aja najbliºih nesusjednih bridova.Kako Teorem 4.1 name¢e donju grani
u na udaljenost izme�u nesusjednih bridovapoligona, n-strani£ni poligoni (gdje je n ≥ 4) u prostoru ne mogu biti proizvoljno mali.No, kako su kod poligona s tri strani
e (trokuti) svi bridovi susjedni, trostrani£ni poligonimogu biti proizvoljno mali a da ne kr²e uvjete Teorema 4.1. Nadalje, da bi se izbjegliproizvoljno mali objekti, svaki objekt u prostoru treba biti dovoljno velik da pokrijekrug promjera ∆r.Poligoni mjerenjaPoligon mjerenja stvoren iz i-tog skupa mjernih podataka Ri, ozna£ava se sa Pi. Gra-ni
a se poligona mjerenja Pi predstavlja ure�enim parom (Li,Bi), gdje Li = {li,j} sadrºiistraºene dijelove prostornog brida, a Bi = {bi,k} sadrºi grani£ne bridove. Radi jednos-tavnosti, elementi od Li i Bi nazivaju se l-bridovima odnosno b-bridovima. Dva su



102 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimapoligona mjerenja Pi i Pj jednaka, ako vrijedi Li = Lj , ²to se ozna£ava s Pi = ∗Pj .Grani
a vjernog poligona mjerenja PF ure�eni je par koji sadrºi prazan skup BF izapisuje se kao PF = (LF ,∅).Poligon se mjerenja stvara iz skupa mjernih podataka udaljenosti u dva koraka. Prvose skup mjernih podataka udaljenosti transformira u poligon zvjezdastog oblika, a zatimse odre�ene opera
ije (ekspanzija i fuzija) izvode nad tim zvjezdastim poligonom da biga transformirali u poligon mjerenja.Da bi se stvorio zvjezdasti poligon, svake se dvije uzastopne to£ke uzoraka ri i ri+1spajaju parom (bi,b′i) susjednog b-brida, £ija zajedni£ka to£ka pi,i′ leºi na in�nitezimal-noj udaljenosti od to£ke s koje je izvr²eno mjerenje (to£ka mjerenja) i gdje se nesusjednib-bridovi ne sijeku (slika 4.5.(a)). Zvjezdasti poligon ima in�nitezimalnu povr²inu, 
en-triran je oko to£ke mjerenja i ima po jedan vrh za svaku od n to£aka uzorka i n vrhovana in�nitezimalnoj udaljenosti od to£ke mjerenja.

Slika 4.5. (a) Ini
ijalni i (b) pro²ireni zvjezdasti poligon.Da bi se zvjezdasti poligon pro²irio (ekspanzija), prvo se de�nira krug in�nitezi-malnog polumjera za svaki par b-bridova (bi,bi′) koji se nalazi na konkavnoj strani od(bi,pi,i′ ,bi′) i s jednom zajedni£kom to£kom s bi, odnosno bi′ . Zatim se krug po£inje²iriti (tj. pove¢ava se polumjer kruga) tako da i dalje ima jednu zajedni£ku to£ku s biodnosno bi′ . Ekspanzija zavr²ava kad:i) daljnje ²irenje kruga prouzro£i da krug sije£e neki brid u dvije to£ke;ii) krug sije£e a) dvije to£ke uzoraka rj i rj′; b) dva brida lk i lk′ ili 
) to£ku uzorka rji brid lk;iii) promjer kruga je postao jednak ∆r.Za svaki uvjet zavr²etka ekspanzije izvode se odgovaraju¢e opera
ije. U slu£aju i)bri²e se svaki b-brid koji pripada grani
i slobodnog prostora i koji sije£e krug. Zatim seekspanzija kruga nastavlja. U slu£aju ii.a) ako neki drugi krug sije£e (1) to£ku uzorka
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rm i (2) bilo koju od rj i rj′ ; i rj , rj′ i rm kolinearne, bri²u se oba kruga te se svakipar b-bridova koji spaja to£ke uzoraka zamjenjuje l-bridom, spajaju¢i to£ke uzoraka.Ako nijedan drugi krug ne sije£e ni to£ku uzorka rm ni bilo koju od rj ili rj′ , krug sebri²e, a svi ostali krugovi dostignu maksimalno pro²irenje. U slu£aju ii.b) krug se bri²e,b-bridovi bi i bi′ se preimenuju s "l", dok se to£ka pi,i′ prenosi u to£ku sje
i²ta bridova
lk i lk′ . U slu£aju ii.
), krug se bri²e, te ako je to£ka uzorka rj kolinearna s bridom lk,bridovi bi i bi′ zamjenjuju se bridom lk, spajaju¢i nezajedni£ke krajnje to£ke od bi i bi′ .Primjer pro²irenog zvjezdastog poligona prikazan je na sli
i 4.5(b).Nakon ²to su svi krugovi maksimalno pro²ireni (te sustavno obrisani) slijedi fuzija.Kolinearni bridovi lk i lk′ sa zajedni£kom krajnjom to£kom zamjenjuju se bridom lkde�niranim izme�u nezajedni£kih krajnjih to£aka od lk i lk′ . Izvode¢i maksimalan brojfuzija, dobiva se poligon mjerenja.Poligon se mjerenja transformira u pro²ireni poligon mjerenja EPi, ako se za svakipar b-bridova (bi,bi′) moºe de�nirati brid hi (hi je aproksima
ija sko£nog brida) iz-me�u nezajedni£kih krajnjih to£aka od bi i bi′ . Grani
a se pro²irenog poligona mjerenjapredstavlja ure�enom trojkom (Li,Bi,Hi), gdje je Li={li,j}, Bi={bi,k} i Hi={hi,l}.

Slika 4.6. Dio pro²irenog poligona mjerenja.Na sli
i 4.6 pretpostavljeno je da linijski segment li,2 ima jednu bliºu i jednu udaljenukrajnju to£ku (pretpostavlja se da su linijski segmenti prikazani na sli
i stvoreni naosnovi skupa mjernih podataka udaljenosti koji je dobiven iz pozi
ije pi).Poligoni istraºivanjaOvdje se uvodi kon
ept poligona istraºivanja PE(i) i pro²irenog poligona istraºivanja
EPE(i). Grani
a poligona istraºivanja PE(i) predstavlja se ure�enim parom (LE(i), BE(i))i stvara se dodavanjem bridova poligona mjerenja Pi poligonu istraºivanja PE(i − 1),gdje je PE(0) prazan poligon i ozna£ava se sa ∅. Ako b-brid od PE(i − 1) sije£e b-bridod Pi, tada se de�niraju £etiri para b-bridova, gdje svih osam b-bridova ima zajedni£kuto£ku. Na kraju slijede ekspanzija i fuzija kako je prethodno opisano.
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a pro²irenog poligona istraºivanja EPE(i) predstavlja se ure�enom trojkom
(ELE(i), EBE(i), EHE(i)) i stvara se uvo�enjem h-bridova izme�u nezajedni£kih kraj-njih to£aka svakog para b-bridova iz PE(i).Graf istraºivanjaDa bi se olak²alo planiranje putanje robota koristi se graf istraºivanja GE(i). GE(i) =
(NE, EE) je spojeni, neusmjereni graf, gdje su NE = {ni} skup £vorova i EE = {ei,j}skup bridova. �vorovi odgovaraju poloºajima mjerenja dok su bridovi de�nirani izme�uvidljivih £vorova. Nadalje, £vorovi ni imaju pridruºene vrijednosti dobitka gi, a bridovi
eij imaju pridruºene vrijednosti 
ijena cij . Vrijednost dobitka predstavlja pro
ijenjendobitak informa
ija na osnovi mjerenja u £voru, dok vrijednost 
ijene predstavlja 
ijenugibanja robota izme�u pozi
ija koje odgovaraju krajnjim to£kama bridova.Graf istraºivanja GE(i) dobiva se iz grafa istraºivanja GE(i − 1), gdje je GE(0) =

{(0, 0), ∅} te iz pro²irenog poligona istraºivanja EPE(i) kako je opisano u nastavku. Prvose grafu GE(i) dodjeljuje graf GE(i − 1). Zatim se za svaki h-brid u EPE(i) u GE(i)dodaje £vor koji se de�nira s odgovaraju¢im kandidatom za sljede¢u pozi
iju mjerenja.Nakon toga se provjeravaju rela
ije vidljivosti za £vorove u GE(i) te se u skladu s timdodaju novi bridovi. Na kraju se aºuriraju vrijednosti dobitka i 
ijene u GE(i).Planiranje putanjeKoristi se jednostavna strategija odabira £vora koji se sljede¢i mora posjetiti u grafuistraºivanja GE(i). Svaki je £vor u GE(i) posje¢en ili neposje¢en. �vor je posje¢en akoje robot obavio mjerenje s tog £vora. Ina£e je £vor neposje¢en. Neposje¢eni £vorovipredstavljaju kandidate za to£ke mjerenja. Za odabir to£aka mjerenja izme�u nepo-sje¢enih £vorova koristi se kriterijska funk
ija C(ni, nj). Kako je 
ilj izvesti strategijuistraºivanja koja pod odre�enim uvjetima jam£i potpuno istraºivanje prostora unutarkona£nog broja mjerenja, kriterijska funk
ija zadovoljava taj 
ilj, ali bez tvrdnje da jeoptimalan u smislu najmanjeg broja mjerenja koja su potrebna da se istraºi prostor.Kako se nova mjerenja robota odvijaju ispred prethodno neistraºenih podru£ja, do-bit ¢e se nove informa
ije. U skladu s tim, poligon istraºivanja ¢e nakon aºuriranjakonvergirati prema vjernom prikazu poligona. Posebi
e, opseg poligona istraºivanja ko-nvergira prema opsegu vjerno prikazanog poligona. Na konvergiranju opsega poligonazasnivaju se vrijednosti dobitka £vora te se najve¢a vrijednost dobitka pridaje onom£voru £iji poligon mjerenja daje najve¢e pro²irenje opsega poligona istraºivanja. Kakoje stvarno pove¢anje opsega a priori nepoznato, za pro
jenu iznosa novih informa
ijadobivenih iz mjerenja koristi se heuristika. Kori²tenje heuristike u vrijednosti dobitka£vora opravdava se £injeni
om da je potreban pravilan redoslijed kandidata za novuto£ku mjerenja.Neka S = hi,k ozna£ava skup h-bridova koji su vidljivi iz to£ke mjerenja pi−1. Svakividljivi h-brid hi,k de�nira trokut s odgovaraju¢im kandidatom za novu to£ku mjerenja
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pi,k. Unutarnji se kut αi,k trokuta u vrhu pi,k de�nira kao αi,k = ∢ (pi,k, hi,k). Kaoprimjer, na sli
i 4.7 poligon mjerenja Pi−1 sadrºi dva h-brida i sukladno su de�niranadva kandidata za novu to£ku mjerenja pi,1 i pi,2. Vrijednost dobitka gi−1 £vora ni−1de�nirana je kao zbroj kutova koji su de�nirani svim h-bridovima vidljivima iz pi−1

gi =
∑

k

αi,k. (4.1)Vrijednost 
ijene cij brida eij de�nira se kao Euklidska udaljenost izme�u pozi
ijakoje odgovaraju krajnjim to£kama brida:
cij = ‖ni − nj‖. (4.2)Kao kriterij za odabir £vora koristi se odnos dobitka i 
ijene u trenutnom £vorumjerenja ni:
C(ni, nj) =

gj
ci,j

. (4.3)Ako £vor nj nije vidljiv iz £vora ni, 
ijena se ra£una kao zbroj 
ijena vidljivih bridovaduº "najjeftinije" putanje izme�u ni i nj . �vor s najve¢im odnosom dobitka i 
ijeneizabire se kao nova to£ka mjerenja.

Slika 4.7. Ra£unanje vrijednosti dobitka £vora.
Algoritam istraºivanja prostoraPseudokod algoritma istraºivanja dan je algoritmom 4.1. Ini
ijalno, £vorovi n0 i n1predstavljaju istu pozi
iju, tako da pro
edura idi-na-novu-mjernu-pozi
iju ne radini²ta tijekom prve itera
ije, dok se poligonu istraºivanja dodjeljuje prazan poligon, agraf istraºivanja sadrºi £vor koji odgovara po£etnoj pozi
iji. Algoritam pretraºivanja



106 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaprostora prestaje nakon k -tog mjerenja ako svi £vorovi imaju iznos dobitka jednak nuli.Algoritam 4.1: Ekmanova strategija istraºivanja1: n0 ← (0, 0){Ini
ijaliza
ija}2: n1 ← (0, 0)3: PE(0)← ε4: GE(0)← ((0, 0), ∅)5: i← 16: ponavljaj7: idi-na-novu-mjernu-pozi
iju(ni)8: Ri ← novo-mjerenje9: Pi ← stvori-poligon-mjerenja(Ri)10: PE(i)← aºuriraj-poligon-istraºivanja(PE(i− 1), Pi)11: EPE(i)← stvori-pro²ireni-poligon-istraºivanja(PE(i))12: GE(i)← stvori-graf-istraºivanja(GE(i− 1), EPE(i))13: ni+1 ← odaberi-£vor(ni, GE(i))14: i← i+ 115: dok nije gi = 0Lema 4.1 izraºava kriterij za pronalazak trenutka kada pro²ireni poligon istraºivanjapostaje vjeran karti prostora.Lema 4.1. Ako neprazan pro²ireni poligon istraºivanja EPE(i) ne sadrºi sko£ne bri-dove tada je on jednak vjernom prikazu poligona PF . To jest, EHE(i) = ∅ ⇒ EPE(i) =

∗PF .Dokaz: Pretpostavimo EPE(i) 6= ∗PF , ali EHE(i) = ∅. Ako vrijedi EPE(i) 6= PF ,tada postoji dio brida l koji pripada bridu u LF , ali ne bilo kojem bridu u ELE(i).Bilo koji segment brida koji nije u ELE(i) je neistraºen. Kako je svaki neistraºeni diobrida odvojen sko£nim bridom od slobodnog prostora, l mora isto biti odvojen sko£nimbridom od slobodnog prostora. Slijedi da je EHE(i) 6= ∅ te imamo kontradik
iju.Opaºa se da implika
ija u suprotnom smjeru nije mogu¢a. To jest EPE(i) = PFne impli
ira nuºno EHE(i) = ∅. Iz leme 4.1 te gornje diskusije zaklju£uje se da seizvodi previ²e mjerenja, ali nikad premalo. Sljede¢i korolar, koji odmah slijedi lemu 4.1,izraºava kriterij brisanja iz grafa.Korolar 4.2. Ako najobe¢avaju¢i £vor ni+1 u GE(i) ima nulu za vrijednost dobitka
gi+1 tada je pro²ireni poligon istraºivanja vjeran karti prostora.Nakon uvo�enja kriterija za detek
iju trenutka kada je poligon istraºivanja postaovjerna karta prostora ostaje za pokazati da ¢e za bilo koji kona£an prostor kod kojegavrijedi ranije opisano prostorno ograni£enje biti stvorena vjerna karta iz kona£nog brojamjerenja. Uvjet kona£nosti broja mjerenja impli
ira postojanje najmanjeg kruga Cpolumjera D takvog da je PF ⊂ C. Svako mjerenje osim prvog izvodi se s udaljenosti
dm od h-brida. Nadalje, h-bridovi se mogu promatrati kao prozori izme�u istraºenog ineistraºenog podru£ja. �irina d bilo kojeg prozora h-brida ima vrijednost u intervalu
[∆r,D]. Primjer mjerenja ispred prozora h-brida veli£ine d prikazan je na sli
i 4.8(a).Lema 4.2. Uz dani (∆s, D) i prostor za koji vrijede prethodno opisana ograni£enja
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Slika 4.8. (a) prozor h-brida ²irine d, i (b) maksimalno podru£je C koje se moºe vidjeti krozprozor h-brida.prostora, postoji neki nein�nitezimalan ∆ϕ takav da je najmanje jedan brid prostorakoji je iza prozora h-brida prekriven BK-serijom.Dokaz: Neka je proizvoljan brid prostora, prikazan kao ure�ena £etvorka (q, l, γ, θ),izraºen u Kartezijevom koordinatnom sustavu i 
entriran oko to£ke mjerenja, koji imaX -os paralenu prozoru h-brida, kako je prikazano na sli
i 4.9. Najve¢i kutni dodatak
∆ϕ, koji ima mogu¢nost prekrivanja najmanje jednog brida BK -serijom, smanjuje seu sljede¢im slu£ajevima: 1) q se pove¢ava, 2) l se smanjuje, ili 3) (θ − γ) se smanjuje.Pokazat ¢e se da je iznos pove¢anja/smanjenja svakog parametra ograni£ena, te da jetada najve¢i ∆ϕ koji se moºe koristiti za pokrivanje najmanje jednog brida BK -serijomnein�nitezimalan.

Slika 4.9. Proizvoljan brid prostora prikazan kao ure�ena £etvorka (q, l, γ, θ).Pretpostavlja se da se robot nalazi na pozi
iji p ispred prozora h-brida, na grani
ikruga promjera D (slika 4.8(b)). Kako je D kona£an, q ima gornju grani
u. Podru£jeograni£eno s dvije 
rtkane linije, kruºnim segmentom C, i to£kastom linijom, odgovaranajve¢em podru£ju koje robotu moºe biti vidljivo kroz prozor h-brida. Pod pretpostav-kom da je prostor zatvoren, linija izme�u p i bilo koje druge pozi
ije na C sije£e baremjedan brid. Ako se dijelovi bridova koji nisu vidljivi robotu ignoriraju, linija izme�u p ibilo koje druge pozi
ije na C sje¢i ¢e to£no jedan brid. Iz Teorema 4.1 slijedi da bilo kojadva dijela brida koja ne pripadaju susjednim bridovima moraju imati duljinu koja je



108 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimave¢a od 2∆r. U skladu s tim podru£je sadrºi kona£an broj bridnih dijelova. Da bi linijaizme�u p i bilo koje druge to£ke na C sjekla vidljiv dio brida, niti jedan l niti (θ − γ)ne moºe biti proizvoljno malen za sve dijelove brida. Kako je pove¢anje/smanjenje svihparametara ograni£eno, najve¢i ∆ϕ koji se moºe koristiti za pokrivanje najmanje jednogbrida s BK -serijom, je nein�nitezimalan.Lema 4.3. Euklidska udaljenost izme�u krajnjih to£aka bilo koje BK-serije je najmanje
2dm sin(∆ϕ).Dokaz: Odabirom kandidata za novu to£ku mjerenja udaljenost izme�u svakog pret-hodno neistraºenog dijela brida i bilo kojeg kandidata za novu to£ku mjerenja prelazi vri-jednost dm. Zato je udaljenost izme�u krajnjih to£aka BK -serije najmanje 2dm sin(∆ϕ),odgovaraju¢i BK -seriji duljine 3. Druga to£ka uzorka odgovara smjeru o£itanja koji jeortogonalan na brid prekriven BK -serijom.Teorem 4.3. Za dane (∆s, D) i prostor s opsegom k, koji zadovoljava prethodnonavedena ograni£enja prostora, postoji neki nein�nitezimalni kutni dodatak ∆ϕ, takav daje broj mjerenja potrebnih da bi se potpuno istraºio prostor, tj. da algoritam konvergira,kona£an.Dokaz: Postojanje takvog ∆ϕ jam£i lema 4.2. Iz leme 4.3 slijedi da nikakav do-datak od LE(i) ne moºe biti manji od 2dm sin(∆ϕ). Pretpostavljaju¢i opseg k nijepotrebno vi²e mjerenja od k/2dm sin(∆ϕ). Kako je ta vrijednost kona£na, algoritamo£ito konvergira.4.2 Izdvajanje linijskih segmenata iz senzorskih mjerenjaIzdvajanje zna£ajki i grupiranje podataka vaºno je za primjene vezane za lokaliza
iju mo-bilnih robota i izgradnju karte prostora. Pronalaºenje linija koje dobro opisuju mjerneto£ke senzora udaljenosti znatno smanjuje sloºenost reprezenta
ije podataka. U lite-raturi postoje brojne metode koje izdvajaju linije iz senzorskih podataka [11℄, [119℄,[108℄. Neki autori koriste Houghovu transforma
iju za pronalaºenje linija koje opisujulaserske ili sonarske podatke, ali sama Houghova transforma
ija ne uzima u obzir nesi-gurnost i ²um pri pro
jenjivanju parametara linija. Pristup zasnivan na Kalmanovom�ltru [106℄ dopu²ta samo uniformno oteºavanje doprinosa to£aka u opisu linija. P�steret al. [94℄ razmatraju to£no pridjeljivanje linija skupu to£aka koje posjeduju odre�enunesigurnost. Njihova metoda zasniva se na oteºanom utje
aju svake to£ke na 
jelo-kupni postupak pridjeljivanja linija s obzirom na nesigurnost to£aka, koja je dobivenaiz modela za²umljenog senzora.U ovom je radu primijenjen algoritam izdvajanja linijskih segmenata prema [94℄,koji objedinjuje utje
aj nesigurnosti mjerenja i pozi
ije mobilnog robota. Algoritam sezasniva na Houghovoj transforma
iji, oteºanoj metodi najmanjih kvadrata i χ2-testu(hi-kvadrat).Houghova transforma
ija (HT) dobro je poznata metoda izlu£ivanja zna£ajki iz slike



4.2. Izdvajanje linijskih segmenata iz senzorskih mjerenja 109[55℄. Razmatraju¢i samo linijske segmente kao zna£ajke, HT pronalazi linije koje prolazekroz skup kolinearnih rubnih to£aka u sli
i. Veliki broj ra£unskih opera
ija glavni jenedostatak primjene te metode.Metode kori²tene u problemu istraºivanja nepoznatog prostora, moraju biti pogodneza rad u stvarnom vremenu, dok robot istraºuje prostor. Zato se u radu koristi vjerojat-nosna Houghova transforma
ija (VHT) s naknadnom obradom [79℄. VHT koristi samodio slu£ajno odabranih rubnih to£aka u sli
i £ime zna£ajno skra£uje vrijeme izra£unapotrebno za detek
iju linija. Tako�er, VHT odmah nalazi linijske segmente za razlikuod standardne HT koja nalazi linije.Grupiranje, odnosno spajanje, zna£ajki sli£nih atributa potrebno je da bi se detekti-rale linije koje odgovaraju istom prostornom zidu. Razli£ite metode spajanja djelomi£nopreklapaju¢ih linijskih segmenata izloºene su u [128℄. U ovome se radu za spajanjesli£nih linija koristi metoda zasnovana na χ2-testu. Pre
izno modeliranje nesigurnostipodataka klju£no je za problem grupiranja odnosno spajanja zna£ajki, budu¢i da jetest hipoteza zasnivan na χ2 metodi ispravan onoliko koliko je ispravno modelirananesigurnost.Opis pojmova iz teorije vjerojatnosti i statistike koji se koriste u nastavku, moºe sena¢i u [6℄.Postupak pronalaºenja linijskih segmenataU nastavku je opisano kako se iz laserskih o£itanja dobivaju linijski segmenti. Mjernisu poda
i laserskog senzora udaljenosti skup od n to£aka, R = {rk | k = 1, . . . , n},gdje je rk k-to o£itanje u Kartezijevim koordinatama. Cilj je ovog postupka detektiratii grupirati to£ke iz skupa o£itanja R u M podskupova tako da svaki podskup sadrºito£ke koje su kolinearne unutar nekakve grani
e pogre²ke. Pri tomeM nije predodre�enbroj. Za svaki se podskup odre�uje optimalni linijski segment S s pripadnom matri-
om kovarijan
i ΣS . Odre�ivanje je linijskih segmenata iz laserskih o£itanja iterativanpostupak koji se sastoji od sljede¢ih koraka:(1) Po£etna pro
jena linijskih segmenata. Iz skupa to£aka R odre�uju se po£etnepro
jene linijskih segmenata pomo¢u vjerojatnosne Houghove transforma
ije.(2) Grupiranje to£aka. Za svaki linijski segment Ŝi dobiven u prethodnom korakuodre�uje se podskup to£aka Ri
Ŝ
iz skupa R.(3) Modeliranje ²uma to£ke senzorskog mjerenja. Za svaki skup Ri

Ŝ
ra£unajuse matri
e kovarijan
i to£aka tog skupa Σrk .(4) Oteºana metoda pronalaºenja linijskog segmenta. Za svaki skup Ri

Ŝ
ra-£una se optimalni linijski segment Si = [α, ρ, ψa, ψb] pomo¢u pripadnih matri
akovarijan
i to£aka Σrk .
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jena kovarijan
i linija. Za svaki linijski segment Si pro
jenjuje se matri
akovarijan
i linije Σi
L koja odgovara tom segmentu.(6) Spajanje sli£nih linijskih segmenata. Svi parovi dobivenih linijskih segmenatau ovom i predhodnim mjerenjima poku²avaju se spojiti u jedan linijski segmentkori²tenjem χ2-testa.4.2.1 Po£etna pro
jena linijskih segmenataReprezenta
ija linijaPolarna reprezenta
ija linije omogu¢uje lako uspore�ivanje orijenta
ije i pozi
ije linije.Linija u polarnom zapisu de�nirana je kao:
Slika 4.10. Polarna reprezenta
ija linije.

L =

[
ρ

α

]
, (4.4)gdje su ρ i α duljina i kut vektora normale na liniju. Na sli
i 4.10 prikazana je linija upolarnom zapisu. Jednadºba linije dana je sljede¢im izrazom:

x cos(α) + y sin(α) = ρ. (4.5)Reprezenta
ija linijskih segmenataReprezenta
ija linijskog segmenta zasniva se na reprezenta
iji linije i pridruºivanju kraj-njih to£aka liniji. Krajnje to£ke linijskog segmenta predstavljene su skalarnim vrijed-nostima ψa i ψb (slika 4.11). Za liniju orijenta
ije α de�niran je ρ-ψ koordinatni sustavdobiven rotiranjem x-y koordinatnog sustava za kut α. Skalarne vrijednosti ψa i ψbmjere se u odnosu na ψ os i mogu poprimiti i pozitivne i negativne vrijednosti.Linijski segment de�niran je s:
S =




α

ρ

ψa

ψb


 . (4.6)
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Slika 4.11. Reprezenta
ija linijskog segmentaLinijski segment ima mogu¢nost vi²estrukog zapisa svih linijskih segmenata koji se na-laze na istoj liniji, kao ²to je prikazano na sli
i 4.12:
S =




α

ρ

ψa1

ψb1

.

.

.

ψan

ψbn




, (4.7)
gdje je n broj linijskih segmenata koji se nalaze na istoj liniji.

Slika 4.12. Dva linijska segmenta na istoj liniji.Houghova transforma
ijaHoughova transforma
ija (HT) je £esto kori²ten algoritam za detek
iju zna£ajki u ra£u-nalnom vidu. Svrha tog algoritma je pronalazak zna£ajki prema nekoj klasi de�niranihzna£ajki primjenom pro
edure glasovanja. Pro
edura glasovanja odvija se u Houghovomprostoru, gdje se kandidati odre�uju kao lokalni maksimumi. U primjeni HT za otkri-vanje linija svaka je to£ka {rk}, k = 1, . . . , n transformirana u diskretiziranu krivulju uHoughovom prostoru i pohranjena u polje, tzv. akumulator.



112 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaRazmotrimo liniju L u polarnom zapisu. Parametri ρ i α de�niraju dimenzije Ho-ughova prostora. Svaka to£ka iz skupa R prikazana je Kartezijevim koordinatama
rk = [xk, yk]. Houghov je prostor de�niran kao dvodimenzionalno polje s indeksima(koordinatama) i i j. Svaka koordinata de�nira diskretne vrijednosti α(j) i ρ(i). α(j)je diskretizirana po kora
ima ∆α u intervalu [−π

2 ,
π
2 ], dok je ρ(i) diskretiziran po ko-ra
ima ∆ρ u intervalu [0, Smax], gdje je Smax najve¢i domet senzora. Dakle {i, j}koordinata u diskretiziranom Houghovu prostoru prikazuje linije s parametrima unutarograda ρ(i) ±∆ρ/2 i α(j) ±∆α/2. Ini
ijalno je Houghov prostor prazan, odnosno po-punjen nulama. Za svaku zadanu to£ku rk mogu¢e je izra£unati liniju koja bi prolazilakroz tu to£ku i imala orijenta
iju vektora normale α(i):

ρik = xk cos(α(i)) + yk sin(α(i)) (4.8)Iz vrijednosti ρik mogu¢e je odrediti takav indeks j za koji je ρ(j)−∆ρ
2 < ρik ≤ ρ(j)+∆ρ

2 .Na svim se takvim koordinatama {i, j} pove¢ava vrijednost u Houghovu prostoru. Nakraju 
ijelog postupka koordinata u Houghovu prostoru s najve¢om vrijednosti prikazujeliniju za koju je glasovalo najvi²e to£aka.Na sli
i 4.13, lijevo, prikazana je to£ka i tri poten
ijalne linije koje prolaze krozto£ku, dok je na sli
i 4.13, desno, prikazan Houghov prostor s tri pripadne to£ke kojeodgovaraju trima linijama. Skup svih linija koje prolaze kroz to£ku predstavljaju sinu-

Slika 4.13. Poten
ijalne linije kroz jednu to£ku u Kartezijevim koordinatama i u Houghovuprostoru.soidu u Houghovu prostoru. Na sli
i 4.14, lijevo, prikazane su dvije kolinearne to£ke idobivena linija koja prolazi kroz te dvije to£ke, dok je na sli
i 4.14, desno, prikazanakrivulja u Houghovu prostoru za obje to£ke te njihovo sje
i²te koje predstavlja dobivenuliniju.Vjerojatnosna Houghova transforma
ijaVeliki broj ra£unskih opera
ija glavni je nedostatak primjene standardne HT koji seznatno ublaºava primjenom VHT koja koristi samo dijeli¢ slu£ajno odabranih to£aka.
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Slika 4.14. Dobivena linija kroz dvije to£ke u Kartezijevim koordinatama i Houghovom pros-toru.VHT odmah nalazi linijske segmente za razliku od standardne HT koja nalazi linije.Algoritam u£estalo odabire novu to£ku za glasovanje. Nakon ²to se otkrije linijato£ke koje su glasovale za tu liniju vi²e se ne razmatraju i tako algoritam nastavlja smanjim skupom to£aka. Algoritam ne zahtijeva kriterij za zaustavljanje ve¢ zavr²avakada su sve to£ke pridruºene linijama. VHT ima manje laºno pozitivnih otkrivenihlinija u odnosu na standardnu HT.4.2.2 Grupiranje to£akaNeka je po£etna pro
jena linijskog segmenta ozna£ena sa Ŝ, s parametrima ρ̂ i α̂, a skupto£aka koji odgovara tom segmentu ozna£en s R
Ŝ
. Skup R

Ŝ
odre�uje se tako ²to sera£una odstupanje to£aka od segmenta

δρk = |xk cos α̂+ yk sin α̂− ρ̂|, (4.9)gdje je rk = [xk, yk] k-ta to£ka iz skupa R. To£ke koje imaju odstupanje δρk manje odgrani
e ∆ρ dodaju se u skup R
Ŝ
, gdje je ∆ρ korak diskretiza
ije koordinate ρ Houghovaprostora.4.2.3 Modeliranje ²uma to£ke senzorskog mjerenjaLaserski senzor udaljenosti mjeri udaljenost do najbliºe prepreke u n = 361 smjerovau rasponu od −π

2
do π

2
. Skup R od n to£aka iz jedne mjerne pozi
ije zapisan jeu lokalnom koordinatnom sustavu robota. Zapi²imo koordinate stvarnih prepreka upolarnom zapisu:

rk = dk

[
cos(Θk)

sin(Θk)

]
, (4.10)gdje je dk udaljenost od prepreke, a Θk kut u odnosu na pozitivnu poluos x. Mjernavrijednost d̂k sastoji se od stvarne vrijednosti udaljenosti dk i dodatne pogre²ke zbog



114 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorima²uma ǫd:
d̂k = dk + ǫdk . (4.11)Analogno, mjerni kut Θ̂k sadrºi stvarni kut Θk i pogre²ku ǫΘ:
Θ̂k = Θk + ǫΘk

. (4.12)Stoga, mjernu to£ku moºemo prikazati kao:
r̂k = (dk + ǫdk)

[
cos(Θk + ǫΘk

)

sin(Θk + ǫΘk
)

]
. (4.13)Pretpostavimo da sve pogre²ke imaju Gaussovu razdiobu sa srednjom vrijedno²¢ujednakom nuli i pripadnim varijan
ama σ2d i σ2Θ. Uz pretpostavku da je ǫΘ << 1◦moºemo uvesti sljede¢u aproksima
iju:

sin(ǫΘ) ≈ ǫΘ, (4.14)
cos(ǫΘ) ≈ 1. (4.15)Mjernu to£ku tako�er moºemo prikazati kao zbroj stvarne komponente i pogre²ke:
r̂k = rk + δrk. (4.16)Iz jednadºbi (4.13) i (4.16) moºemo izraziti δrk kao:

δrk = (dk + ǫd)ǫΘ

[
− sin(Θk)

cos(Θk)

]
+ ǫd

[
cos(Θk)

sin(Θk)

]
. (4.17)Uz pretpostavku nezavisnosti ǫd i ǫΘ matri
a kovarijan
i mjerne to£ke je:

Σrk =
d2kσ

2
Θ

2

[
2 sin2(Θk)) − sin(2Θk)

− sin(2Θk) 2 cos2(Θk)

]
+
σ2d
2

[
2 cos2(Θk) sin(2Θk)

sin(2Θk) 2 sin2(Θk)

]
. (4.18)Za prakti£ne izra£une Θ̂k i d̂k su upotrebljeni umjesto Θk i dk za pro
jenu matri
ekovarijan
i to£ke.4.2.4 Oteºana metoda pronalaºenja linijskog segmentaOvdje su dani gotovi izrazi za ra£unanje pro
jene parametara linija prema [94℄. Izvodinavedenih izraza nalaze se u [93℄ i [92℄. Nakon po£etne pro
jene vjerojatnosnom Houg-hovom transforma
ijom, ra£unaju se parametri linija pomo¢u formula
ije maksimalnevjerodostojnosti. Pritom se minimizira udaljenost to£aka mjerenja od linija

δρk = d̂k cos(α̂− Θ̂k)− ρ̂. (4.19)
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jena parametra ρ je
ρ̂ =

∑n
k=1

d̂k cos(α̂− Θ̂k)

Σδρk

∑n
k=1

1

Σδρk

, (4.20)gdje je Σδρk

Σδρk = σ2dcos
2(α̂− Θ̂k) + σ2Θd

2
k sin

2(α̂− Θ̂k), (4.21)varijan
a udaljenosti δρk koja se minimizira. Neka je ψ̂k proji
irana to£ka mjerenja naliniju gledano u ρ− ψ koordinatnom sustavu:
ψ̂k = d̂k sin(α̂− Θ̂k). (4.22)Centar rota
ijske nesigurnosti obja²njen je u odlomku 4.2.5, a ovdje navodimo njegovupro
jenu prema izrazu:
ψ̂P =

∑n
k=1

ψ̂k

Σδρk

∑n
k=1

1

Σδρk

. (4.23)Neka je
δψk = ψ̂k − ψ̂P (4.24)udaljenost k-te to£ke mjerenja i pro
jene 
entra rota
ijske nesigurnosti. Iterativno rje-²enje za kut α dano je prema α = α̂+ δα:

δα =

∑n
k=1

δρkδψk

Σδρk

∑n
k=1

(δψk)
2

Σδρk

, (4.25)gdje su δρk, δψk i Σδρk dani izrazima (4.19), (4.24) i (4.21).Optimalni linijski segment odre�uje se iz dobivene linije projek
ijom rubnih to£aka,koje pripadaju po£etnoj pro
jeni linijskog segmenta, na optimalnu liniju. Jednostav-nosti radi, zanemarujemo nesigurnost krajnjih to£aka linijskih segmenata i matri
u ko-varijan
i linijskog segmenta poistovje¢ujemo s matri
om kovarijan
i linija.
4.2.5 Pro
jena matri
e kovarijan
i linijaNeka je pro
jenjena orijenta
ija linije de�nirana kao zbroj stvarne orijenta
ije i pogre²ke:

α̂ = α+ ǫα. (4.26)



116 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaSli£no, neka je udaljenost linije od ishodi²ta (duljina vektora normale) de�nirana kao:
ρ̂ = ρ+ ǫρ. (4.27)Za ǫρ i ǫα pretpostavimo da su slu£ajne varijable Gaussove raspodijele, srednje vrijed-nosti nula i pripadnih varijan
i σ2ρ i σ2α. Matri
a kovarijan
i linije de�nirana je kao:

ΣL = E
[
(ǫL)(ǫL)

T
]T
, (4.28)gdje je E operator o£ekivanja, a ǫL =

[
ǫρ ǫα

]T . Tada je matri
a kovarijan
i linijede�nirana sljede¢im izrazom:
ΣL =

[
E
[
ǫ2α
]

E [ǫαǫρ]

E [ǫαǫρ] E
[
ǫ2ρ
]

]
=

[
Σρρ Σρα

Σρα Σαα

]
, (4.29)gdje suΣρρ varijan
a udaljenosti linije od ishodi²ta, Σαα varijan
a orijenta
ije linije, doksu Σρα i Σαρ kovarijan
e. Kako je po de�ni
iji matri
a kovarijan
i simetri£na pozitivnode�nitna matri
a slijedi: Σρα = Σαρ.Prema oteºanoj metodi pronalaºenja linija matri
a kovarijan
i linije odre�uje seprema sljede¢im izrazima:

Σρρ =
1

∑n
k=1

1

Σδρk

, (4.30)
Σαα =

1

∑n
k=1

(δψk)
2

Σδρk

, (4.31)
Σρα = −ΣααΣρρ

N∑

k=1

δψk

Σδρk

, (4.32)gdje su δρk, δψk i Σδρk dani izrazima (4.19), (4.24) i (4.21).Nesigurnost odometrijeDe�nirajmo poloºaj robota u odnosu na globalni koordinatni sustav q0:
qi =



xi
yi
ϑi


 , (4.33)£ime je odre�en lokalni koordinatni sustav robota. Par (xi, yi) odre�uje pozi
iju, a ϑiorijenta
iju robota u odnosu na pozitivni smjer x-osi. Sustav odometrije pro
jenjujerelativni pomak robota, integriraju¢i brzine kota£a (kinemati£ki model robota opisan jeu potpoglavlju 5.1). Ako se robot giba od poloºaja qi do poloºaja qj de�niran je lokalni
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qij =



xij
yij
ϑij


 . (4.34)Matri
a kovarijan
i pomaka dana je sljede¢im izrazom:

Σqij =



Σxx Σxy Σxϑ

Σyx Σyy Σyϑ

Σϑx Σϑy Σϑϑ


 . (4.35)Ovo je op¢i oblik matri
e kovarijan
i. Izgled matri
e kovarijan
i ovisi o primijenjenommodelu odometrije. Uz pretpostavku da su, za mali pomak qij , ²umovi od x, y i ϑnezavisne slu£ajne varijable, slijedi:

Σqij =



σ2x 0 0

0 σ2y 0

0 0 σ2ϑ


 , (4.36)gdje su σ2x, σ2y i σ2ϑ pripadne varijan
e pozi
ije x i y te orijenta
ije ϑ.Neka je dan ini
ijalni poloºaj qi, pripadna matri
a kovarijan
i toga poloºaja Σqi telokalni pomak qij s pripadnom matri
om kovarijan
i Σgij . Tada je kombinirana matri
akovarijan
e Σqj u globalnom koordinatnom sustavu dana sljede¢im izrazom:

Σqj = QΣqiQ
T +KΣqijK

T , (4.37)gdje su:
Q =




1 0 −y cos ϑi − x sinϑi
0 1 −y sinϑi + x cos ϑi
0 0 1


 (4.38)i

K =




cos ϑi − sinϑi 0

sinϑi cos ϑi 0

0 0 1


 . (4.39)Transforma
ija matri
e kovarijan
i linije u globalni koordinatni sustavNeka je lokalni koordinatni sustav u i-tom poloºaju odre�en svojom pozi
ijom i orijen-ta
ijom u odnosu na globalni koordinatni sustav:

qi =



xi
yi
ϑi


 . (4.40)Ista se linija moºe promatrati iz razli£itih koordinatnih sustava, slika 4.15.



118 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaRazmotrimo liniju izmjerenu u i-tom lokalnom koordinatnom sustavu, gdje je Li =[
αi ρi

]T i transformirajmo ju u globalni koordinatni sustav gdje ¢emo ju ozna£avatisa L0:
L0 =

[
α0

ρ0

]
=

[
αi + ϑi
ρi + δρi

]
, (4.41)gdje su δρi i δψi dani izrazima:

δρi = xi cos(αi + ϑi) + yi sin(αi + ϑi), (4.42)
δψi = yi cos(αi + ϑi)− xi sin(αi + ϑi) (4.43)i ozna£eni na sli
i 4.15.

Slika 4.15. Linija u odnosu na globalni i lokalni koordinatni sustav. Vrijednosti δρ i δψpredstavljaju pomak koordinatnog sustava u ρ-ψ koordinatnom sustavu.Matri
u kovarijan
i ΣLi
linije Li u lokalnom koordinatnom sustavu qi moºe se tran-sformirati u globalni koordinatni sustav prema sljede¢im izrazima:

Σ̂L0
= HΣL1

HT , (4.44)gdje je:
H =

[
1 0

δψi 1

]
. (4.45)Vaºno je napomenuti da se svojstvene vrijednosti matri
e ne mijenjaju s promjenomkoordinatnog sustava.Nadalje, linija Li prikazana je u odnosu na lokalni koordinatni sustav qi, gdje isam poloºaj koordinatnog sustava ima nesigurnost zbog lokaliza
ije robota (koja moºebiti samo pomo¢u odometrije ili pomo¢u odometrije i lasera). Nesigurnost poloºajakoordinatnog sustava prikazana je matri
om Σqi . Neka je Σ̂q0 doprinos nesigurnostipoloºaja ukupnoj nesigurnosti linije u globalnom koordinatnom sustavu. Da bismoizra£unali Σ̂q0 , prvo zarotiramo Σqi u kut linije α0 u globalnom koordinatnom sustavu izatim preba
imo nesigurnost poloºaja u nesigurnost linije, kao ²to je prikazano na sli
i
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Σ̂q0 = KiΣqiK

T
i , (4.46)gdje je:

Ki =

[
0 0 1

cos(αi + ϑi) sin(αi + ϑi) 0

]
, (4.47)a matri
a nesigurnosti poloºaja Σqi opisana prema izrazu (4.37). Kona£na matri
a

Slika 4.16. Projek
ija nesigurnosti poloºaja u nesigurnost linije.kovarijan
i linije je zbroj transformirane matri
e kovarijan
i linije i matri
e kovarijan
ipoloºaja:
ΣL0

= HiΣLi
HT

i +KiΣqiK
T
i . (4.48)Centar rota
ijske nesigurnosti linijeJednadºba (4.45) de�nira matri
u transforma
ije matri
e kovarijan
i linije iz lokalnogkoordinatnog sustava qi u globalni q0. Za svaku matri
u kovarijan
i ΣL postoji posebnamatri
a HP de�nirana izrazom:

HP =

[
1 0

δψP 1

]
, (4.49)gdje je:

δψP = −Σρα

Σαα
. (4.50)Matri
a HP dijagonalizira matri
u kovarijan
i ΣL na sljede¢i na£in:

ΣL =

[
1 0

δψP 1

][
σ2α 0

0 σ2ρ

][
1 δψP

0 1

]
. (4.51)To£ka VP zove se 
entar rota
ijske nesigurnosti u kojoj su ǫα i ǫρ nezavisne slu£ajnevarijable:

VP =

[
xP
yP

]
=

[
ρ cos(α)− δψP sin(α)

ρ sin(α) + δψP cos(α)

]
. (4.52)



120 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaNa sli
i 4.17 prikazana je linija s pripadnim nesigurnostima. Crtkane linije predstav-ljaju nesigurnost kuta, a to£kaste linije dio prikazuju pripadnu nesigurnost udaljenostilinije od ishodi²ta. U sje
i²tu 
rtkanih linija nalazi se 
entar rota
ijske nesigurnosti VP .

Slika 4.17. Linija s ozna£enim 
entrom rota
ijske nesigurnosti i pripadnim nesigurnostima.4.2.6 Spajanje sli£nih linijskih segmenata
χ2-testDo sada smo mjerne podatke lasera opisivali linijama. Me�utim, nismo provjeravali sla-ganje pretpostavljenog modela linije s poda
ima, tj. to£nosti pretpostavljenog modela.U formula
iji testiranja hipoteza, ºelimo razlu£iti izme�u dvije hipoteze: H0 � model jeto£an i H1 � model je neto£an. Mogu¢e je testirati nultu hipotezu H0 za danu razinuzna£ajnosti p.

χ2-test uobi£ajena je metoda za testiranje ispravnosti hipoteze. Test se sastoji odizra£una slu£ajne varijable χ2
n koja ima χ2 razdiobu, odre�enu prema mjerenjima imodelu koji se testira. Za danu n-dimenzionalnu slu£ajnu varijablu V i mjerenje tevarijable V̂ mora vrijediti pretpostavka da V ima normalnu razdiobu, srednje vrijednosti0 i matri
e kovarijan
i ΣV . Vrijednost slu£ajne varijable χ2

n moºe se ra£unati prema:
χ2
n = (V − V̂ )T (ΣV )

−1(V − V̂ ). (4.53)Obi£no se za danu razinu zna£ajnosti p de�nira jednosmjerno podru£je odbijanja hipo-teze
χ2
n > c, (4.54)gdje konstanta c zadovoljava uvjet

∫ ∞

c

p(χ2
n)dχ

2
n = p, (4.55)gdje je p(χ2

n) gusto¢a χ2 razdiobe reda n. Za dane n i p, vrijednost c odre�uje senumeri£ki ili o£itavanjem iz χ2 tabli
e razdiobe vjerojatnosti.U radu je izabrana velika razina zna£ajnosti, jer se ne ºeli odba
iti niti jedna hipoteza



4.2. Izdvajanje linijskih segmenata iz senzorskih mjerenja 121koja bi mogla biti istinita. Vaºno je napomenuti da velika vrijednost χ2
n impli
ira maluvjerojatnost odba
ivanja istinitih hipoteza. Sam test ne impli
ira veliku vjerojatnostda je model to£an. On, naprotiv, samo sluºi kao u£inkovita metoda za odba
ivanjeneto£nih hipoteza.Spajanje sli£nih linija χ2-testomHipoteza koja se provjerava jest pripadnost dvaju linijskih segmenata pripadaju istojliniji. Spajanje sli£nih linija zasnivano je na najrobusnijim parametrima linijskog seg-menta, orijenta
iji α i duljini vektora normale ρ.Promatramo dva linijska segmenta Si

0 i Sj
0, njihove linije Li

0 i Lj
0 te pripadne ma-tri
e kovarijan
i linija u globalnom koordinatnom sustavu. Zatim zbrajamo matri
ekovarijan
e da izra£unamo ukupnu relativnu nesigurnost razlike izme�u dviju linija:

ΣδL = ΣLi
0

+Σ
L
j
0

. (4.56)Razlika izme�u dviju linija ra£una se prema:
δL =

[
δα

δρ

]
=

[
αi
0 − αj

0

ρi0 − ρj0

]
. (4.57)

χ2-test je oblika:
χ2
2 = (δL)T (ΣδL)

−1(δL) < 3. (4.58)Ovaj je test dovoljan za linijske segmente koji imaju vrlo malu nesigurnost orijenta
ije.Da bismo mogli koristiti linije s ve¢om rota
ijskom nesigurnosti, nelinearnosti uve-dene me�usobnom ovisnosti nesigurnosti parametara α i ρ moraju se umanjiti. To semoºe napraviti tako da linije uspore�ujemo u koordinatnom sustavu gdje je me�usobnaovisnost najmanja. Centar rota
ijske nesigurnosti de�niran je prema (4.52) kao to£kau kojoj se minimiziraju efekti ovisnosti parametara α i ρ. Obje se linije transformirajuu koordinatni sustav s ishodi²tem u 
entru rota
ijske nesigurnosti za kombiniranu nesi-gurnost (zbroj) obaju linija. Linije Li
0 i Lj

0 i matri
a kovarijan
e ΣδL transformiraju seu L̃i
0, L̃j

0 i Σ̃δL. Tada se izvodi sljede¢i test:
δL̃ =

[
δα̃

δρ̃

]
=

[
α̃i
0 − α̃j

0

ρ̃i0 − ρ̃j0

]
, (4.59)

χ̃2
2 = (δL̃)T (Σ̃δL)

−1(δL̃) < 3. (4.60)Ako je uvjet (4.60) ispunjen moºe se odrediti s odabranom razinom zna£ajnosti p da serazlika linija Li
0 i Lj

0 moºe opravdati modeliranim ²umom te hipoteza nije odba£ena.Primjenom formula
ije maksimalne vjerodostojnosti dobivaju se izrazi za spojenu
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ΣLs = ((ΣLi

0

)−1 + (Σ
L
j
0

)−1)−1, (4.61)
Ls = ΣLs((ΣLi

0

)−1Li
0 + (Σ

L
j
0

)−1Lj
0). (4.62)Krajnje se to£ke dobivaju projek
ijom postoje¢ih krajnih to£aka na novo dobivenu liniju.Kako smo zbog jednostavnosti zanemarili nesigurnost krajnjih to£aka, dva segmentakoja se nalaze na istoj liniji, a krajnje su im to£ke udaljene za manje od 3σd, smatramojednim linijskim segmentom.4.3 Algoritam istraºivanja nepoznatog prostora zasnivanna sko£nim bridovima i izgradnji linijske karteU ovom je potpoglavlju opisan je razvijeni algoritam istraºivanja prostora koji je pro²ire-nje Ekmanova algoritma. Pro²irenje uklju£uje promjenu kriterijske funk
ije i uklju£enjeutje
aja mjernog ²uma o£itanja senzora i nesigurnosti poloºaja.4.3.1 Kriterij odabira sljede¢e mjerne pozi
ijeRazvijeni algoritam istraºivanja koristi izmijenjeni kriterij izbora najboljeg sko£nogbrida [53℄, [54℄. Ekmanov algoritam koristi kriterij u obliku odnosa dobitka iz £vora

nj i 
ijene putanje od £vora ni do nj . Ve¢ malo manji iznos dobitka £vora, moºe sepromatrati kao da je duljina putanje do tog £vora toliko puta ve¢a. Prema tome, moºese odabrati dalji £vor, koji ima ve¢i iznos dobitka, umjesto nekog bliºeg £vora s manjimiznosom dobitka. Budu¢i da se svi £vorovi iz grafa istraºivanja trebaju posjetiti, to ¢ezna£iti da se robot mora kasnije vra¢ati na £vorove s malim iznosom dobitka. U unu-tarnjim prostorima s mnogo vrata, stolova i uskih prolaza, ta se situa
ija doga�a dosta£esto, ²to uzrokuje nezadovoljavaju¢e predugo trajanje pro
esa istraºivanja.Za ubrzanje pro
esa istraºivanja u radu je primijenjena kriterijska funk
ija kojaumjesto odnosa dobitaka koristi zbroj dobitka £vora i 
ijene putanje normirane premamaksimalnom dometu senzora. Pri tome se kao iznos dobitka £vora koristi duljinasko£nog brida, budu¢i da ona upu¢uje na veli£inu neistraºenog prostora. Kriterij zaizbor najboljeg sko£nog brida de�niran je kao:
C(ni, nj) =

|hj |
Rv

+
Rv

cij
, (4.63)gdje je hj sko£ni brid ispred mjernog poloºaja nj , Rv polumjer vidljivosti (maksimalandomet senzora), a cij 
ijena putanje od £vora ni do £vora nj . Ovaj oblik kriterijapodjednako oteºava dulje bridove i kra¢u putanju do poten
ijalne mjerne pozi
ije.



4.3. Algoritam istraºivanja nepoznatog prostora 1234.3.2 Odre�ivanje poligona mjerenja iz linijskih segmenataU Ekmanovu algoritmu istraºivanja poligon mjerenja Pi stvara se ekspanzijom i fuzi-jom zvjezdastog poligona dobivenog iz mjernih podataka senzora udaljenosti. Pro²irenipoligon mjerenja EPi stvara se iz poligona mjerenja Pi tako ²to se pro²iruje sko£nimbridovima. Pro²ireni poligon istraºivanja EPE(i) dobiva se iz pro²irenog poligona istra-ºivanja iz prethodnog mjerenja EPE(i − 1) i novog pro²irenog poligona mjerenja EPi.Dobiveni sko£ni bridovi de�niraju nove mjerne pozi
ije za neistraºeni prostor. Tijekomfuzije poku²avaju se otkriti kolinearni bridovi, koji se zamjenjuju jednim ve¢im bridom.Me�utim, kolinearni bridovi se £esto ne mogu otkriti zbog ²uma te se dobiva velik brojnepotrebnih bridova.Razvijeni algoritam istraºivanja koristi postupak izdvajanja linijskih segmenata kojipronalazi statisti£ki to£ne bridove iz za²umljenih o£itanja senzora i uzima u obzir ne-sigurnost poloºaja mjerenja. Dobiveni linijski segmenti zatvaraju se u poligon tako dase vrhovi linijskih segmenata poredaju u lokalnom koordinatnom sustavu po kutu uintervalu od [−π, π]. Tako poredani vrhovi s1, . . . , sn de�niraju pro²ireni poligon mje-renja. Posebno, ako pozi
ija robota pi nije kolinearna sa sns1, poligon se zatvara prekopozi
ije robota, odnosno umjesto sns1 nastaju snpi pis1. Linijski segmenti odgovaraju
l bridovima pro²irenog poligona mjerenja, a bridovi koji su potrebni za zatvaranje poli-gona odgovaraju h bridovima pro²irenog poligona mjerenja EPi. Zbog jasno¢e uvodimooznaku ẼP i, pod kojom se podrazumijeva dobiveni poligon iz linijskih segmenata. Akonema dobivenih linijskih segmenata iz mjerne pozi
ije, sko£ni se bridovi de�niraju takoda £ine trokut upisan u polukruºni
u odre�enu polumjerom vidljivosti laserskog sen-zora udaljenosti. Jedan sko£ni brid je promjer polukruºni
e, a druga dva brida spajajukrajnje to£ke promjera s to£kom na polukruºni
i prema kojoj je robot orijentiran, kao²to je prikazano na sli
i 4.18.

Slika 4.18. Dobivanje sko£nih bridova u slu£aju u kojem nema o£itanih prepreka.Na sli
i 4.19 prikazan je primjer mjerenja dijela nepoznatog prostora. Stvarna kartakoja je robotu nepoznata prikazana je to£kama. Crtkani bridovi (
rveni) su sko£ni bri-dovi, a puni bridovi (plavi) su linijski segmenti izdvojeni iz mjerenja lasera. Poloºajozna£en s qi je trenutni poloºaj robota, a poloºaj ozna£en s m je sljede¢i odabranimjerni poloºaj. Sljede¢i mjerni poloºaj odabran je ispred sko£nog brida, da bi se osi-guralo nadovezivanje poligona, odnosno njihovo djelomi£no preklapanje. Sko£ni bridovi
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Slika 4.19. Primjer odre�ivanja sko£nih bridova (
rtkane linije) i stvarnih bridova (pune linije)iz mjerenja laserskog senzora iz poloºaja qi.zajedno s linijskim segmentima £ine pro²ireni poligon mjerenja ẼP i.Slika 4.20 nadovezuje se na sliku 4.19 i prikazuje mjerenje iz odabranog sljede¢egmjernog poloºaja qi+1. Trenutni mjerni poloºaj ozna£en je s qi+1, a odabrani sljede¢i
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Slika 4.20. Odre�ivanje sko£nih bridova (
rtkane linije) i linijskih segmenata (pune linije) izodabranog sljede¢eg mjernog poloºaja qi+1.mjerni poloºaj s n. Sko£ni bridovi zajedno s linijskim segmentima £ine pro²ireni poligonmjerenja ẼP i+1.U Ekmanovu se algoritmu istraºivanja smanjuje broj sko£nih bridova u pro²irenompoligonu istraºivanja ponovnom ekspanzijom i fuzijom, a ovdje se koristi opera
ija unije



4.4. Eksperimentalni rezultati 125poligona prema postupku op¢enitog isije
anja poligona [133℄ nad pro²irenim poligonommjerenja ẼP i i pro²irenim poligonom istraºivanja iz prethodnog mjerenja ẼPE(i −
1). Unija poligona izvodi se tako da se od dva poligona sa£uvaju samo rubni bridovi(najudaljeniji). Na taj se na£in de�nira istraºeni prostor te sprje£ava stvaranje sko£nihbridova unutar istraºenog prostora. Sko£ni bridovi, £ija je duljina ve¢a od ²irine robota,smatraju se kandidatima za novo mjerenje. Primjer pro²irenog poligona istraºivanja
ẼPE(i + 1), dobivenog unijom poligona ẼP i i ẼP i+1 sa slika 4.19 i 4.20, prikazan jena sli
i 4.21. Pseudokod razvijenog algoritma istraºivanja dan je algoritmom 4.2.

−23 −22 −21 −20 −19 −18 −17 −16 −15 −14 −13 −12

−1

0

1

2

3

4

5

6

7

PSfrag repla
ements
x [m℄

y

[m℄
Slika 4.21. Poligon dobiven unijom poligona i pripadni sko£ni bridovi nakon unije poligona.4.4 Eksperimentalni rezultatiEkmanov algoritam i razvijeni algoritam istraºivanja testirani su u slimulatoru i eks-perimentalno na stvarnom robotu. Simula
ija je izvedena u karti prostora £itavog kataZavoda za automatiku i ra£unalno inºenjerstvo. Odabrana je lokaliza
ija zanemarivenesigurnosti. Laserski je senzor udaljenosti u simula
iji gotovo idealan te su time osi-gurani uvjeti za izvo�enje Ekmanova algoritma. I Ekmanov i razvijeni algoritam dajupodjednake rezultate koji su prikazani na sli
i 4.22, gdje je prikazana trajektorija robota.Oba su algoritma u potpunosti istraºili £itav prostor koji je dostupan robotu. Dobivenipoligon istraºivanja prikazan je na sli
i 4.23. Rezultati simula
ije gotovo u potpunostiodgovaraju zadanoj karti zbog zanemarivih nesigurnosti lokaliza
ije i laserskog senzoraudaljenosti.Eksperimenti su izvr²eni na stvarnom robotu na dijelu ogra�enog prostora Zavodaza automatiku i ra£unalno inºenjerstvo. Za provjeru uspje²nosti algoritma istraºivanjakori²tena je karta prostora prikazana to£kama, koja robotu nije poznata. Valja napome-nuti da ta karta ne odgovara u potpunosti stvarnom prostoru. Primjeri
e, u karti su sva



126 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorimaAlgoritam 4.2: Razvijeni algoritam istraºivanja1: n0 ← (0, 0){Ini
ijaliza
ija}2: n1 ← (0, 0)3: GE(0)← ((0, 0), ∅)4: i← 15: ponavljaj6: idi-na-novu-mjernu-pozi
iju(ni)7: Ri ← novo-mjerenje8: {Si} ← izdvoji-linijske-segmente(Ri)9: ako |{Si}| > 010: {S0
i } ← spoji-sli£ne-linijske-segmente({Si}, {S0})11: ẼLi ← poredaj-bridove-po-kutu({S0

i })12: ẼPi ← nadopuni-bridove-u-poligon(ELi)13: ina£e14: ẼPi ← sko£ni-bridovi-za-maksimalni-domet(Ri)15: kraj16: ẼPE(i)← ẼPE(i− 1) ∪ ẼPi17: GE(i)← stvori-graf-istraºivanja(GE(i− 1), ẼPE(i))18: ni+1 ← odaberi-£vor(ni, GE(i))19: i← i+ 120: dok nije gi = 0

Slika 4.22. Rezultati simula
ije razvijenog algoritma istraºivanja prostora.vrata prikazana kao otvorena, a u stvarnosti su zatvorena, a stube su zagra�ene ravnomlinijom. Tako�er, neke prepreke nisu zabiljeºene, kao ²to su stol, biljke i stol
i kojima suzagra�ene stube iz sigurnosnih razloga. Robot je lokaliziran AMCL lokaliza
ijom (engl.adaptive Monte Carlo lo
alization), koja koristi opisanu kartu. Gibanje robota izme�umjernih poloºaja izvo�eno je algoritmom planiranja gibanja koji objedinjuje planira-nje putanje i izbjegavanje prepreka (opisan u poglavlju 5). Na sli
i 4.24 prikazani sueksperimentalni rezultati Ekmanova algoritma istraºivanja prostora [58℄. Prikazana jetrajektorija robota za vrijeme istraºivanja i snimljena karta u obliku bridova. Robot
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Slika 4.23. Dobiveni poligon nakon zavr²enog simula
ijskog eksperimenta.
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Slika 4.24. Eksperimentalni rezultati Ekmanova algoritma istraºivanja prostora.
je snimao kartu iz 62 mjerne pozi
ije pri £emu je snimio 11547 linijskih segmenata kojipredstavljaju kartu istraºene prostorije.Na sli
i 4.25 prikazani su eksperimentalni rezultati razvijenog algoritma istraºivanja.Prikazana je trajektorija robota za vrijeme istraºivanja i snimljena karta u obliku bri-dova. Rezultati pokazuju samo 13 mjernih pozi
ija te 162 linijska segmenta. Dobivenipoligon prikazan je na sli
i 4.26.
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Slika 4.25. Eksperimentalni rezultati razvijenog algoritma istraºivanja prostora.
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Slika 4.26. Dobiveni poligon nakon zavr²enog eksperimenta.4.5 SaºetakU ovom je poglavlju razmatrano autonomno istraºivanje nepoznatog unutarnjeg poli-gonalnog prostora. Prikazan je razvijeni algoritam istraºivanja poligonalnih prostora,kao pro²irenje Ekmanova algoritma istraºivanja. Razvijenim su algoritmom istraºivanja



4.5. Saºetak 129uklonjena stroga ograni£enja Ekmanova algoritma koji pretpostavlja idealnu lokaliza-
iju robota i idealni senzor udaljenosti. Dok kod Ekmanova algoritma mjerni poda
isenzora udaljenosti predstavljaju uzorkovan poligon vidljivosti, razvijeni algoritam uklju-£uje algoritam izdvajanja linijskih segmenata prema P�steru et al., kojim se pronalazestatisti£ki to£ni bridovi poligona vidljivosti iz za²umljenih o£itanja senzora, uzimaju¢ipritom u obzir utje
aj nesigurnosti poloºaja mobilnog robota. U Ekmanovu se algoritmubridovi poligona vidljivosti, koji ne odgovaraju bridovima prostora, nazivaju sko£nimbridovima, a strategija se istraºivanja zasniva na £injeni
i da sko£ni bridovi navode nasmjerove vjerojatno neistraºenih podru£ja prostora. U razvijenom se algoritmu ra£u-naju aproksima
ije sko£nih bridova dobivene zatvaranjem linijskih segmenata u poligon.Kombiniranjem podataka senzora udaljenosti iz razli£itih mjernih poloºaja, postupnose izgra�uje karta, u kojoj sko£ni bridovi dijele istraºena i neistraºena podru£ja. Dok jekod Ekmanove metode pretpostavka da se poligoni vidljivosti iz dvaju susjednih mjernihpoloºaja savr²eno poklapaju ili nadovezuju, u razvijenom se algoritmu primijenjuje sta-tisti£ka metoda slaganja bridova iz dvaju mjernih poloºaja. Kod Ekmanova algoritmasavr²enim preklapanjem ili nadovezivanjem poligona vidljivosti nestaju sko£ni bridovikoji se nalaze u ve¢ istraºenom podru£ju. Nasuprot tomu, u razvijenom se algoritmukoristi postupak unije dvaju poligona za eliminiranje sko£nih bridova unutar ve¢ istra-ºenog prostora.U Ekmanovu je algoritmu pokazano da je prostor istraºen kada u karti vi²e nepostoji niti jedan sko£ni brid. Razvijeni algoritam naslje�uje to svojstvo, a stvorenakarta prostora objedinjuje utje
aj nesigurnosti senzorskih o£itanja i poloºaja mobilnogrobota, £ime je postignuta konvergen
ija algoritma istraºivanja u realnim uvjetima.Eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu potvr�uju prednosti razvijenog algoritmaistraºivanja nad Ekmanovim algoritmom.





Poglavlje 5
Slije�enje putanje i izbjegavanjeprepreka

Putanja dobivena algoritmom pretraºivanja grafa sastavljenog iz mreºaste karte zauze¢au prostoru mobilnog robota je geometrijska krivulja sastavljena od ravnih segmenata so²trim kutevima na prijelazu izme�u dvaju segmenata. Takva putanja nije prikladna zaslije�enje zbog kinemati£kih i dinami£kih ograni£enja robota. Naime, pra¢enje ravnihsegmenata kojima se smjer naglo mijenja mora rezultirati znatnim usporavanjem giba-nja mobilnoga robota. Me�utim, po dijelovima prekinuta geometrijska putanja moºese pretvoriti u neki oblik glatke krivulje koja u vremenu predstavlja trajektoriju mo-bilnog robota na osnovi koje se robotu zadaju referentne brzine gibanja. Razlikuju seneposredni i posredni pristupi generiranja trajektorije.U neposrednim se pristupima generiranja trajektorije, primjeri
e kubi£ni splajn[103℄, [102℄ ili interpola
ija gradijentnom funk
ijom [65℄, moraju uzeti u obzir dinami£kai kinemati£ka ograni£enja robota. Dobivena krivulja prostorno odstupa od izvorne ge-ometrijske putanje, pa se mora dodatno provjeriti prolazi li ona kroz neku prepreku uprostoru. U slu£aju dinami£kih prostora, reparametriranje globalne trajektorije ovak-vim metodama ra£unski je dosta zahtjevno.Posredni pristupi generiranja trajektorije zasnivaju se na primjeni algoritama izbje-gavanja prepreka. Naj£e²¢e kori²teni algoritmi izbjegavanja prepreka mogu se podijelitiu dvije skupine: (1) algoritmi smjernog pristupa i (2) algoritmi brzinskog pristupa.Algoritmi smjernog pristupa traºe optimalni smjer u kojem se robot treba gibati. Pri-mjeri algoritama smjernog pristupa su: metoda umjetnog poten
ijalnog polja [59℄, me-toda histograma vektorskog polja [10℄ i algoritam dijagrama blizine [82℄. Ovi algoritmine uzimaju u obzir dinami£ka ograni£enja robota, za razliku od algoritama brzinskogpristupa. U brzinskom pristupu pretraºuje se prostor transla
ijskih i rota
ijskih brzinarobota. Traºi se optimalan par brzina (transla
ijska i rota
ijska brzina) prema nekoj kri-terijskoj funk
iji koja uzima u obzir lokalnu kon�gura
iju prepreka i usmjerenost prema
ilju. Tipi£na pretpostavka kod algoritama ovog pristupa jest da se robot giba po kruº-nim lukovima. Primjeri algoritama brzinskog pristupa su: metoda krivulje-brzine [121℄,131



132 Poglavlje 5. Slije�enje putanje i izbjegavanje preprekametoda trake-krivulje [122℄ i algoritam dinami£kog prozora [36℄.Algoritmi izbjegavanja prepreka podloºni su problemu lokalnog minimuma. Lokalniminimum je pozi
ija koja nije 
ilj, a u kojoj se robot trajno zaustavi. Naj£e²¢i testpojave lokalnog minimuma jest postavljanje prepreke u obliku slova �U� izme�u robotai 
ilja, tako da ga gibanje prema 
ilju pribliºava prepre
i i njome je okruºen s tri strane.Odmi
anje od prepreke tako�er zna£i i odmi
anje od 
ilja i tako robot trajno ostajeu istoj to£ki. Rje²enje je ovoga problema integra
ija algoritma izbjegavanja prepreka ialgoritma planiranja putanje.Postoje brojni pristupi koji kombiniraju lokalnu metodu izbjegavanja prepreka s glo-balnom metodom planiranja putanje [13℄, [2℄, [5℄. Me�utim, ti pristupi nekad generirajugibanje koje nije optimalno. Primjera radi, zamislimo dva me�usobno okomita hodnikakoja tvore slovo �T�. Zadatak je robota prije¢i iz jednog hodnika u drugi. Zbog neplanira-nog pro�la brzina duº 
ijele trajektorije, robot moºe propustiti skretanje u drugi hodnikjer mu dinami£ka ograni£enja brane da ostvari proizvoljno nagli zaokret. Stoga morazaokrenuti i probati ponovo s druge strane istog hodnika. Iz drugog poku²aja uspjevaskrenuti, jer mu se brzina smanjila, no mogu¢e je zamisliti s
enarij u kojem robot trajnoos
ilira oko ulaza u drugi hodnik. Glavni je razlog ovog problema ²to se sljede¢a uprav-lja£ka ak
ija odabire s obzirom na trenutno stanje robota i globalnu isplaniranu putanju(samo x, y koordinate), a u odre�enim situa
ijama, posebno pri velikim brzinama ro-bota, nuºno je planirati i brzine robota. U [125℄ je opisan uspje²ni pristup zasnovan naalgoritmu dinami£kog prozora, koji planira gibanje u petero-dimenzionalnom prostorupoloºaja i brzina (x, y, ϑ, v, ω) u neposrednoj blizini robota. U [86℄ je opisan pristup zas-novan na algoritmu dinami£kog prozora kojem je dokazana konvergen
ija prema 
ilju.U nastavku ¢e biti detaljnije opisan algoritam dinami£kog prozora i predloºena metodaobjedinjavanja algoritma dinami£kog prozora i algoritma FD*.5.1 Kinemati£ki model mobilnog robota s diferen
ijalnimpogonomU radu je kori²ten mobilni robot s diferen
ijalnim pogonom. Sastoji se od tri kota£a.Dva su kota£a pogonska £ijim se kutnim brzinama moºe neovisno upravljati. Tre¢i je ko-ta£ kastorski kota£ koji se moºe slobodno okretati, a sluºi za stabiliza
iju gibanja robota.Oba pogonska kota£a sadrºe enkodere za mjerenje brzina ili prije�enih putova kota£a.Pomo¢u brzina kota£a mogu¢e je izra£unati pomak robota u prostoru. Odometrija jepostupak odre�ivanja trenutnog poloºaja mobilnog robota pomo¢u nekog prethodnoodre�enog poloºaja i poznatih brzina (mjerenih �odometrom�) u danom vremenu [9℄.Ovdje su izdvojena tri postupka odometrije prema [120℄ od kojih jedan koristimo zaodre�ivanje trajektorija.Neka je q = [x y ϑ]T poloºaj mobilnog robota, gdje su (x, y) Kartezijeve koordi-nate sredi²ta osovine kota£a robota, a ϑ je orijenta
ija glavne osi robota s obzirom napozitivnu poluos X (slika 5.1). Neka je Q skup svih poloºaja koje mobilni robot moºe
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Slika 5.1. Kinemati£ki model mobilnog robota s diferen
ijalnim pogonom.poprimiti u prostoru. Pretpostavljamo da je Q kontinuirani i ograni£eni podskup od
R3.Opisani mobilni robot moºe se gibati (uz isklju£eno klizanje) samo u smjeru svojeuzduºne osi. Prema tome sljede¢e kinemati£ko ograni£enje mora biti zadovoljeno:

ẋ sin(ϑ)− ẏ cos(ϑ) = 0. (5.1)Ovo ograni£enje svrstava mobilnog robota s diferen
ijalnim pogonom u neholonomskesustave. Neholonomski sustav je onaj u kojemu su kinemati£ka ograni£enja neintegra-bilna i ne mogu se pretvoriti u geometrijska ograni£enja [81℄. Geometrijska ograni£enjamobilnog robota uvode prepreke u prostoru. Dakle, kinemati£ko ograni£enje ne utje£ena geometrijsko ograni£enje mobilnog robota. Robot moºe do¢i do bilo koje to£ke u slo-bodnom prostoru, primjeri
e, okretanjem u mjestu pa gibanjem ravno naprijed. Drugimrije£ima u neholonomskim sustavima gibanje je ograni£eno lokalno, ali ne i globalno.Neholonomski sustavi nazivaju se jo² i sustavi s neholonomskim ograni£enjima.Kinemati£ki model podrazumijeva samo gibanje robota bez proklizavanja kota£a,ne ura£unava ubrzanja/usporenja i sve promjene brzina smatra trenutnima. Kinema-ti£ki model mobilnog robota primijenjuju¢i neholonomsko ograni£enje (5.1) opisan jesljede¢im jednadºbama:


ẋ

ẏ

ϑ̇


 =




cos ϑ

sinϑ

0


 v +




0

0

1


ω, (5.2)
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ijska brzina v i rota
ijska brzina ω dane sljede¢im rela
ijama:
v =

vD + vL
2

=
ωDkR + ωLkR

2

ω =
vD − vL

b
=
ωDkR − ωLkR

b
,

(5.3)gdje je kR polumjer kota£a, b duljina pogonske osovine, vL i vD obodne brzine lijevog idesnog kota£a, a ωL i ωD kutne brzine lijevog i desnog kota£a. Iako se robotom upravljapreko kutnih brzina lijevog i desnog kota£a, veli£ine v i ω smatraju se ulaznim veli£i-nama. Uvodimo pretpostavku da su brzine v i ω konstantne unutar svakog vremenskogintervala (
iklusa). Ta je pretpostavka op¢enito zadovoljena u implementa
ijama digi-talnog sustava upravljanja. Stoga slijedi da se za vrijeme k-tog intervala robot giba pokruºnom luku polumjera r =
v(k)

ω(k)
koji se preina£uje u linijski segment za ω(k) = 0.Pretpostavimo da je poloºaj robota q(k) u trenutku k poznat, zajedno s vrijednostimaupravlja£kih veli£ina v(k) i ω(k) primijenjenim u intervalu [t(k), t(k + 1)). Poloºaj ro-bota q(k + 1) u trenutku k + 1 moºe se rekonstruirati Eulerovom metodom numeri£keintegra
ije kinemati£kog modela (5.2):

x(k + 1) = x(k) + v(k)∆t cos ϑ(k)

y(k + 1) = y(k) + v(k)∆t sinϑ(k)

ϑ(k + 1) = ϑ(k) + ω(k)∆t, (5.4)gdje je ∆t = t(k + 1) − t(k) duljina trajanja vremenskog intervala, odnosno perioddiskretiza
ije. Pogre²ka u odre�ivanju x(k + 1) i y(k + 1) jest u tome ²to se uzimakonstantan iznos ϑ(k) u 
ijelom intervalu ∆t. Ovi su izrazi egzaktni za linijske segmente(ω(k) = 0). �esto se koristi i estima
ija kinemati£kog modela, dobivena drugim redomintegra
ijske metode Runge-Kutta:
x(k + 1) = x(k) + v(k)∆t cos(ϑ(k) +

ω(k)∆t

2
)

y(k + 1) = y(k) + v(k)∆t sin(ϑ(k) +
ω(k)∆t

2
)

ϑ(k + 1) = ϑ(k) + ω(k)∆t, (5.5)Prva dva izraza u (5.5) koriste srednju vrijednost orijenta
ije unutar intervala ∆t. Nu-meri£ka pogre²ka u ovim formulama je manja nego u izrazu (5.4).
Poloºaj robota q(k+1) u trenutku k+1 moºe se rekonstruirati egzaktnom integra-
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ijom kinemati£kog modela (5.2):
x(k + 1) = x(k) +

v(k)

ω(k)
(sinϑ(k + 1)− sinϑ(k))

y(k + 1) = y(k)− v(k)

ω(k)
(cos ϑ(k + 1)− cos ϑ(k))

ϑ(k + 1) = ϑ(k) + ω(k)∆t. (5.6)Ovi izrazi egzaktno opisuju kruºni luk i bit ¢e kori²teni u opisu trajektorija robota. Za
ω(k) = 0 prva dva izraza u (5.6) su i dalje de�nirane i jednake onima u (5.4) i (5.5) (lakose pokazuje kori²tenjem izraza lim

x→0

sinx

x
= 1). Me�utim, u implementa
iji je potrebnoposebno razdvojiti izraze na dva slu£aja.Kinemati£ki se model moºe zapisati u obliku prijelazne jednadºbe stanja

q(k + 1) = f(q(k), u(k)), (5.7)gdje je upravlja£ka vrijednost u(k) = [v(k) ω(k)]T . Pretpostavimo da robot trenutnopostiºe zadane upravlja£ke vrijednosti. U trenutku k+1, prije nego ²to je primijenjenanova upravlja£ka vrijednost u(k + 1) vrijedit ¢e stara vrijednost u(k):
vR(k + 1) = v(k)

ωR(k + 1) = ω(k),
(5.8)gdje s vR(k + 1) i ωR(k + 1) ozna£avamo transla
ijsku i rota
ijsku brzinu robota utrenutku k + 1. Poloºaj q(k) zajedno s brzinama vR(k) i ωR(k) nazivamo stanjemrobota, s(k) = [q(k) vR(k) ωR(k)]

T .Upravlja£ke vrijednosti posjeduju kinemati£ka i dinami£ka ograni£enja. Kinemati£kaograni£enja odre�ena su najmanjim i najve¢im brzinama (transla
ijskim i rota
ijskim)koje robot moºe ostvariti. Stoga za u(k) mora vrijediti sljede¢e:
0 ≤ v(k) ≤ vmax,

−ωmax ≤ ω(k) ≤ ωmax,
(5.9)gdje su vmax i ωmax pozitivne realne vrijednosti koje odgovaraju najve¢oj transla
ijskogbrzini (reverzne brzine su zabranjene) i najve¢oj rota
ijskoj brzini (robot i u lijevu iu desnu stranu moºe okretati jednako brzo). Dinami£ka ograni£enja odre�uju najve¢epromjene brzine u jednom vremenskom intervalu koje robot moºe ostvariti. Stoga za

u(k) s obizrom na u(k − 1) vrijedi sljede¢e:
−∆vmax ≤ v(k)− v(k − 1) ≤ ∆vmax,

−∆ωmax ≤ ω(k)− ω(k − 1) ≤ ∆ωmax,
(5.10)gdje su ∆vmax i ∆ωmax pozitivne realne vrijednosti koje odgovaraju najve¢oj promjenitransla
ijske brzine i najve¢oj promjeni rota
ijske brzine u intervalu ∆t, odnosno naj-



136 Poglavlje 5. Slije�enje putanje i izbjegavanje preprekave¢im primijenjenim ubrzanjima/usporenjima u intervalu ∆t.Neka je υ upravlja£ka sekven
a, a τ trajektorija robota de�nirane kako slijedi:
υ = {u(0), u(1), . . . , u(F − 1)},
τ = {q(0), q(1), . . . , q(F )},uz q(k + 1) = f(q(k), u(k)), k = 0, . . . , F − 1,

(5.11)gdje je q(0) po£etni poloºaj robota. Svako stanje q(k) na trajektoriji τ odre�eno jeprema prijelaznoj jednadºbi (5.7) iz prethodnog stanja q(k− 1) i vrijednosti u(k− 1) uupravlja£koj sekven
i, ra£unaju¢i redom za k = 1, . . . , F .5.2 Slije�enje putanje zasnovano na dinami£kom prozoru5.2.1 Algoritam dinami£kog prozoraAlgoritam dinami£kog prozora jest reaktivna metoda izbjegavanja prepreka u kojoj seoptimalna upravlja£ka vrijednost u = [v ω]T traºi u prostoru brzina koje robot moºeostvariti u sljede¢em vremenskom intervalu s obzirom na njegova kinemati£ka i dina-mi£ka ograni£enja. Trajektorija robota predstavljena je nizom kruºnih lukova i ravnihlinija [36℄ uz pretpostavku da su brzine robota konstantne unutar vremenskog intervala
[ti, ti+1].Po£etni skup brzina Vkin uklju£uje sve mogu¢e upravlja£ke vrijednosti s obzirom nakinemati£ka ograni£enja robota prema (5.9):

Vkin =
{
[v ω]T | v ∈ [0, vmax] ∧ ω ∈ [−ωmax, ωmax]

}
. (5.12)Skup brzina Vdin uklju£uje sve mogu¢e upravlja£ke vrijednosti s obzirom na dina-mi£ka ograni£enja robota prema (5.10). Taj se skup odre�uje prema trenutnoj brzinirobota u i-tom vremenskom trenutku vR(i) i ωR(i), koja je jednaka primijenjenoj uprav-lja£koj vrijednosti u (i−1)-vom vremenskom trenutku, vR(i) = v(i−1) i ωR(i) = ω(i−1):

Vdin =

{
[v ω]T | v ∈ [vR(i) −∆vmax, vR(i) + ∆vmax]∧

ω ∈ [ωR(i)−∆ωmax, ωR(i) + ∆ωmax]

}
. (5.13)Upravlja£ka vrijednost [v ω]T smatra se dopu²tenom ako se robot nakon primijenjeneupravlja£ke vrijednosti u stigne zaustaviti, po²tuju¢i ograni£enja (5.10), prije nego udariu prepreku. Skup dopu²tenih brzina Vdop odre�uje se prema:

Vdop =
{
[v ω]T | v ≤

√
2ρmin(v, ω)amax ∧ ω ≤

√
2ϕmin(v, ω)αmax

}
, (5.14)gdje ρmin(v, ω) i ϕmin(v, ω) predstavljaju udaljenost i kut do najbliºe prepreke po od-govaraju¢oj krivulji, a amax =

∆vmax

∆t
i αmax =

∆ωmax

∆t
su najve¢e transla
ijsko irota
ijsko ubrzanje/usporenje.



5.2. Slije�enje putanje zasnovano na dinami£kom prozoru 137Skup koji £ini rezultantni prostor pretraºivanja dobiven je presjekom navedenih trijuskupova brzina:
V = Vkin ∩ Vdin ∩ Vdop. (5.15)Pretpostavka je da robot moºe ostvariti bilo koju realnu vrijednost brzine unutar opi-sanih ograni£enja, prema tome V ⊂ R2. Me�utim, da bi pretraºivanje bilo ostvarivou stvarnom vremenu mora se napraviti diskretiza
ija skupa V tako da se novi prostorpretraºivanja Vd sastoji od kona£nog broja upravlja£kih vrijednosti. Primjer diskretizi-ranog prostora brzina Vd prikazan je na sli
i 5.2.
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Slika 5.2. Diskretizirani prostor brzina.Optimalna upravlja£ka vrijednost u∗ ∈ Vd je ona koja maksimizira odre�enu krite-rijsku funk
iju Γ. Da bi se odredila trajektorija iz poloºaja robota q(i) u trenutku i dodanog 
ilja u sljede¢ih T vremenskih intervala, moraju se odrediti vrijednosti ui(k) =
[vi(k) ωi(k)]

T koje se moraju izvr²iti u svim vremenskim intervalima k = 0, . . . , T − 1.Tada prostor pretraºivanja raste eksponen
ijalano u donosu na broj razmotrenih in-tervala. Da bi pretraºivanje bilo ostvarivo i prikladno za rad u stvarnom vremenu,algoritam dinami£kog prozora uzima u obzir samo prvi interval za odabir optimalnogpara brzina i pretpostavlja da brzine ostaju konstantne u preostalih T−1 interval. Timese pretraºuje dvodimenzionalan diskretan prostor brzina Vd, ²to je ostvarivo u polinom-nom vremenu. Pretraºivanje se izvr²ava svaki korak (vremenski interval), a optimalnaupravlja£ka vrijednost u∗i (0) = [v∗i (0) ω
∗
i (0)]

T proslje�uje se kao naredba izvr²nom £lanu.Svaka upravlja£ka vrijednost u ∈ Vd jednozna£no odre�uje kruºnu trajektoriju dinami£-kog prozora τui u sljede¢ih T vremenskih intervala s obzirom na trenutni poloºaj robota
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q(i):

τui = {qui (0), qui (1), . . . , qui (T )}uz qui (k + 1) = f(qui (k), u), k = 0, . . . , T − 1.
(5.16)gdje je qui (0) = q(i), a indeks i ozna£uje vremenski trenutak prora£una trajektorije usljede¢ih T vremenskih intervala. Primjer trajektorija dobivenih iz skupa Vd prikazanogna sli
i 5.2 prikazan je na sli
i 5.3.
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Slika 5.3. Trajektorije robota dobivene iz diskretiziranog prostora brzina sa slike 5.2.Kriterijska funk
ija Γ izraºena je kao oteºani zbroj triju kriterijskih funk
ija [36℄:
Γ(v, ω) = α1 prohodnost(v, ω) + α2 usmjerenje(v, ω) + α3 brizna(v, ω). (5.17)Kriterijska funk
ija prohodnost daje ve¢u vrijednost trajektorijama koje su dalje odprepreka. Kon�gura
ija prepreka u okolini robota uklju£ena je u ovu kriterijsku funk
ijutako ²to se po svakoj kruºnoj trajektoriji ra£una o£ekivani prevaljeni put ρmin od robotado najbliºe prepreke. Prepreke u lokalnoj okolini robota predstavljene su skupom to£akakoje je izmjerio senzor udaljenosti. U [97℄ se umjesto udaljenosti ra£una vrijeme dosudara s preprekom tsudar, ²to uzima u obzir brzinu trajektorije u = [v ω]T . Kriterijskafunk
ija de�nirana je kako slijedi:

prohodnost(v, ω) =





0 za tsudar ≤ Tz
tsudar − Tz
Tmax − Tz

za Tz < tsudar < Tmax,

1 za tsudar > Tmax

(5.18)



5.2. Slije�enje putanje zasnovano na dinami£kom prozoru 139gdje je Tz(v, ω) = max{ v

amax
,

ω

αmax
} vrijeme zaustavljanja po trajektoriji odre�enoj s

u = [v ω]T , a tsudar(v, ω) =
ρmin(v, ω)

v
vrijeme do sudara robota s najbliºom prepre-kom. To£ka sudara robota s preprekom jest to£ka na trajektoriji u kojoj robot svojomkonturom dodiruje prepreku. Umjesto ovakvog odre�ivanja to£ke sudara u [36℄ se koristitzv. brzinski ovisna bo£na prohodnost BPv kao dodatno pro²irenje polumjera robota paje to£ka sudara dodir pro²irene konture robota i prepreke. Bo£na prohodnost BPv rastelinearno s v, a njen je utje
aj prividno suºenje slobodnog prostora (hodni
i, prolazi iz-me�u prepreka) pri ve¢im brzinama. Tmax je dopu²teno vrijeme do sudara i predstavljagornju vremensku grani
u iznad koje se trajektorije smatraju slobodnima od prepreka.

Tmax predstavlja vremenski trenutak zadnje to£ke trajektorije dinami£kog prozora, od-nosno Tmax = T∆t. Broj vremenskih intervala T odabire se prema kori²tenom dometusenzora Smax i najve¢oj transla
ijskoj brzini na trajektoriji vmax

T = ⌊ Smax

vmax∆t
⌋. (5.19)Prema tome, sve trajektorije dinami£kog prozora nalaze se unutar okoline koju robotmoºe promatrati. Primjer kriterijske funk
ije prohodnost koja odgovara trajektorijamai kon�gura
iji prepreka na sli
i 5.3 prikazana je na sli
i 5.4.
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140 Poglavlje 5. Slije�enje putanje i izbjegavanje preprekaje robot daleko od 
ilja, a manju ako je blizu 
ilja:
brzina(v, ω) =





v

vmax
ako je robot daleko od 
ilja

1− v

vmax
ako je robot blizu 
ilja (5.20)Kriterijska funk
ija usmjerenje daje ve¢u vrijednost trajektorijama u smjeru 
ilja.Neka je poloºaj robota qP = [xP yP ϑP ]

T odre�en gibanjem robota jedan vremenski in-terval po kruºnom luku, odre�enom s u = [v ω]T , i nakon toga zaustavljanjem najve¢imkutnim usporenjem. Neka je to£ka P (xP , yP ) pozi
ija robota u prostoru koja odgovarapoloºaju qP , a to£ka G(xG, yG) 
ilj. Usmjerenje prema 
ilju odre�eno je kutom koji £ineos robota u poloºaju qP i vektor −−→GP :
usmjerenje(v, ω) =

1

2
− 1

2
cos(ϑP −

−−→
GP ). (5.21)Ovakvom de�ni
ijom usmjerenja prema 
ilju omogu¢eno je aperiodsko pribliºavanje ori-jenta
ije robota ºeljenoj orijenta
iji. De�ni
ija ovog kriterija samo preko inkremental-nog pomaka orijenta
ije u sljede¢em koraku, bez zaustavljanja [111℄, uzrokuje os
ila
ijeu postizanju ºeljene orijenta
ije robota prema 
ilju. Kao ²to je izloºeno u [32℄ i [36℄,ovaj je pristup podloºan lokalnom minimumu. Lokalni se minimum moºe izbje¢i uvo-�enjem povezanosti slobodnog prostora prema 
ilju. U algoritmu globalnog dinami£kogprozora [13℄ kriterijska funk
ija ima £etiri £lana:

Γ(v, ω) = α1 nf1(v, ω) + α2 usmjerenje(v, ω) + α3 brzina(v, ω) + α4 ∆NF1(v, ω).(5.22)Naviga
ijska funk
ija NF1 daje informa
iju o globalnoj putanji [68℄. Ova metoda pro-pagira valnu frontu od 
ilja pridjeljuju¢i svakoj to£ki mreºe 
ijenu putanje do 
ilja. Ubilo kojoj to£ki postoji informa
ija o gradijentu smanjenja udaljenosti do 
ilja.Iako je u (5.22) rije²en problem lokalnog minimuma, ostaje problem odre�ivanjaiznosa teºinskih koe�
ijenata α1, α2, α3, α4 koji zna£ajno utje£u na izvedbu gibanja ro-bota.Nasuprot naviga
ijskoj funk
iji NF1, algoritmi pretraºivanja grafova odre�uju je-dinstvenu putanju od starta do 
ilja, ²to omogu¢uje je odre�ivanje mjere slaganja tra-jektorija odre�enih dinami£kim prozorom i putanje. Algoritam redu
iranog dinami£kogprozora [2℄ koristi lokalnu geometrijsku putanju kojoj unaprijed pridjeljuje pro�l trans-la
ijskih brzina. Time ubrzava izvo�enje algoritma dinami£kog prozora (umjesto pretra-ºivanja dvo-dimenzionalnog prostora brzina pretraºuje se jedno-dimenzionalni prostor),ali ne osigurava glatko gibanje prema 
ilju. U ovome se radu predlaºe metoda obje-dinjavanja algoritma FD* i algoritma dinami£kog prozora koja izbjegava spomenutenedostatke.



5.2. Slije�enje putanje zasnovano na dinami£kom prozoru 1415.2.2 Objedinjavanje algoritma FD* i dinami£kog prozoraU ovome se radu predlaºe nova kriterijska funk
ija koja uspore�uje trajektorije robotadobivene algoritmom dinami£kog prozora s geometrijskom globalnom putanjom dobive-nom algoritmom FD* na mreºastoj karti zauze¢a. Kriterijska funk
ija Γ(v, ω) izraºenaje kao oteºani zbroj dviju kriterijskih funk
ija: funk
ije prohodnosti prohodnost(v, ω) ifunk
ije slaganja trajektorije s putanjom putanja(v, ω):
Γ(v, ω) = α prohodnost(v, ω) + (1− α) putanja(v, ω), (5.23)gdje je α teºinski koe�
ijent. Isti oblik kriterijske funk
ije Γ(v, ω) koristili smo u [113℄,ali je funk
ija slaganja trajektorije s putanjom bila druga£ija.Kriterijska funk
ija putanja(v, ω) mjeri slaganje mogu¢ih trajektorija robota s efek-tivnom putanjom. Efektivna je putanja duºina koja spaja trenutnu pozi
iju robota

R(x(i), y(i)) i referentnu to£ku na globalnoj putanji E(xE , yE), odnosno RE. Ori-jenta
ija efektivne putanje odre�uje referentnu orijenta
iju robota u odnosu na lokalnukon�gura
iju globalne putanje odre�uju¢i tako referentnu rota
ijsku brzinu robota ωref .Duljina efektivne putanje |RE| odre�uje referentnu udaljenost koju robot treba prije¢i,odre�uju¢i tako referentnu transla
ijsku brzinu robota vref . Efektivna je putanja para-metrizirana u vremenu tako ²to je opisana s T + 1 to£kom me�usobno ekvidistantnihrazmaka i odgovaraju¢im vremenskim trenu
ima 0,∆t, . . . , T∆t. Referentna to£ka Eima pridruºen vremenski trenutak Tmax = T∆t. Efektivna trajektorija τEi iz poloºajarobota q(i) dana je s:
τEi = {qEi (0), qEi (1), . . . , qEi (T )}uz qEi (k + 1) = f(qEi (k), u

E
i ), u

E
i = [vEi 0]T , k = 0, . . . , T − 1,

(5.24)gdje je: qEi (0) = q(i), vEi =
|RE|
Tmax

transla
ijska brzina efektivne trajektorije, a indeks ivremenski trenutak prora£una trajektorije u sljede¢ih T vremenskih intervala. Slaganjetrajektorije dinami£kog prozora i efektivne putanje odre�eno je zbrajanjem udaljenostito£aka na obje trajektorije, kako slijedi:
putanja(v, ω) = 1−

∑T
k=0 ‖(xui (k), yui (k))− (xEi (k), y

E
i (k))‖ −Dmin

Dmax −Dmin
, (5.25)gdje gornji indeks u ozna£ava trajektoriju dinami£kog prozora odre�enu s u = [v ω]T . Nataj je na£in odre�eno odstupanje trajektorije od globalne putanje. Grani£ne vrijednosti

Dmin i Dmax kori²tene su za normiranje kriterija u podru£je od 0 do 1 po svim mogu¢imtrajektorijama.Budu¢i da je globalna putanja sastavljena od ravnih segmenata promjenjive ori-jenta
ije, odabrali smo pozi
iju referentne to£ke E na drugoj promjeni orijenta
ije pu-tanje, kao ²to je prikazano na sli
i 5.5. Taj je izbor zasnovan na £injeni
i da drugapromjena orijenta
ije putanje odre�uje ho¢e li se smjer putanje vratiti na izvornu ori-
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Slika 5.5. Odre�ivanje referentne to£ke E na globalnoj putanji P∗.jenta
iju ili ¢e se nastaviti mijenjati, ²to posredno predstavlja mjeru zakrivljenosti pu-tanje. Pozi
ija referentne to£ke E tako�er je odre�ena s obzirom na njenu udaljenostod trenutne pozi
ije robota R. Udaljenost referentne to£ke ograni£ena je odozgo s

dEmax(vR) = (vR + ∆vmax)Tmax tako da uzima u obzir najve¢u transla
ijsku brzinukoja se moºe primijeniti u sljede¢em vremenskom intervalu ∆t. Ako je druga promjenasmjera putanje udaljenija od robota od duljine dEmax, referentna se to£ka odre�uje kaoto£ka na globalnoj putanji udaljena to£no dEmax od robota. Udaljenost referentne to£keograni£ena je odozdo s dEmin =
1

2
amaxT

2
zM , £ime se �ltriraju bezna£ajne promjene pu-tanje u blizini robota. Odre�ena je s obzirom na najve¢e transla
ijsko ubrzanje amax inajve¢e vrijeme zaustavljanja TzM =

vmax

amax
tako da se robot moºe zaustaviti po najkra-¢oj efektivnoj putanji, ako je prethodno postigao najve¢u transla
ijsku brzinu.Ova se metoda slije�enja putanje moºe primjeniti na bilo kojoj globalnoj geometrij-skoj putanji ako se odredi odgovaraju¢a efektivna putanja. Kori²tenje najkra¢e putanje

PW odre�enom algoritmom DD* (potpoglavlje 2.4) za odre�ivanje efektivne putanjeprikazano je na sli
i 5.6. Iz slika 5.5 i 5.6 mogu se usporediti efektivne putanje s global-
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5.2. Slije�enje putanje zasnovano na dinami£kom prozoru 143nim putanjama PD∗ i PW pod istim uvjetima. Kon�gura
ija prepreka prikazana je uobliku mreºaste karte zauze¢a sa sigurnosnom maskom 
ijena. Druga promjena smjeraglobalne putanje PW mnogo je dalje nego druga promjena smjera globalne putanje PD∗ .Ako je robot blizu prepreke, kriterij prohodnosti utje£e na biranje niºih brzina i stoga jeduljina dEmax manja. Prema tome, duljina efektivne putanje duºa je u slobodnom pros-toru, a kra¢a me�u preprekama. Duºa efektivna putanja zna£i grublju aproksima
ijugeometrijske globalne putanje i ve¢i odmak robota od globalne putanje.Kriterijska funk
ija putanja(v, ω) prikazana je na sli
i 5.7, a globalna kriterijskafunk
ija za koe�
ijent α = 0.5 prikazana je na sli
i 5.8. U ovome primjeru optimalnabrzina maksimizira kriterijsku funk
iju putanja(v, ω), ali ne maksimizira kriterijskufunk
iju prohodnosti. Ako se koe�
ijent α odabere tako da je slobodna trajektorijaoptimalna (α = 0.9 za ovaj slu£aj), robot ¢e usporiti (odabrat ¢e se najmanja brzinaiz Vd, 0.55m
s
umjesto 0.6m

s
). U slu£aju putanje odre�ene na mreºastoj karti zauze¢asa sigurnosnom maskom 
ijena, takva ¢e putanja biti udaljenija od prepreka pa ¢ekriterijska funk
ija biti manje ovisna o koe�
ijentu α. U tom je slu£aju kriterijskafunk
ija prohodnosti samo dodatno osiguranje za sigurno gibanje robota.
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Slika 5.7. Kriterijska funk
ija putanja(v, ω).Iako su simula
ijski rezultati zadovoljavaju¢i, ovaj pristup je heuristi£an i ne jam£ikonvergen
iju prema 
ilju. Potrebno je odrediti kriterijsku funk
iju i na¢i takvu uprav-lja£ku sekven
u da u sljede¢em koraku optimiza
ije postoji barem jedna ostvariva tra-jektorija koja ¢e smanjiti iznos kriterijske funk
ije. Teoretska razrada konvergen
ijealgoritma prema 
ilju opisana je u poglavlju 6.Objedinjeni algoritam uspje²no uzima u obzir dinami£ke promjene u prostoru brzimizra£unom nove putanje i izra£unom mogu¢ih trajektorija robota s obzirom na dinami£kai kinemati£ka ograni£enja. Me�utim, promjene u prostoru moraju biti spore dinamike da
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Slika 5.8. Globalna kriterijska funk
ija Γ(v, ω).bi putanja ra£unana u diskretnim intervalima bila vaºe¢a, odnosno, da bi se sve preprekeu svakom trenutku smatrale stati£nima. U sljede¢em odlomku predloºena je prilagodbaobjedinjenog algoritma za izbjegavanje gibaju¢ih prepreka u prostoru mobilnog robota.5.3 Izbjegavanje sudara s gibaju¢im preprekamaVeliki je izazov u planiranju gibanja mobilnih robota rije²iti probleme izazvane prisut-no²¢u gibaju¢ih prepreka u prostoru. Do sada opisani pristupi izbjegavanja preprekauspje²ni su sa stati£kim preprekama, ali nisu uvijek u£inkoviti u rje²avanju problemagibaju¢ih objekata.Dvije su glavne kategorije pristupa rje²avanju toga problema: prostorno�vremenskipristupi i pristupi pro²irenja poten
ijalnih polja.Prostorno�vremenski pristupi uklju£uju vrijeme kao dodatnu dimenziju modela pros-tora, u kojem gibaju¢e prepreke smatraju stati£nima [61℄, [37℄. Metoda predstavljenau [21℄ temelji se na analiti£kom izra£unu predik
ije sudara dvaju gibaju¢ih objekataproizvoljnog oblika. U [52℄ sudari se ra£unaju pomo¢u brzo-mar²iraju¢eg algoritmapropagiranja valne fronte. Metoda brzinske prepreke [35℄ planira gibanje u prostoru br-zina, ali ima problema u u£inkovitosti dobivene putanje. u toj se metodi stvara kruºniisje£ak izme�u prepreke i robota, tzv. stoºa
, koji u prostoru brzina £ini brzinsku pre-preku. Metoda ima nedostatak ²to ne uzima u obzir pravi trenutak sudara, nego robotpo£inje izbjegavati prepreku puno ranije nego ²to se pribliºi prepre
i i time radi preve-liki zaobilazak na putanji do 
ilja. Drugi nedostatak je da smatra da su brzine preprekekonstantne unutar vremenskog intervala robota. Pristup predloºen u [137℄ nastavlja sena metodu brzinske prepreke i rje²ava neke njene nedostatke. Uzima u obzir da se brzine



5.3. Izbjegavanje sudara s gibaju¢im preprekama 145gibaju¢ih prepreka kontinuirano mijenjaju, kao ²to je slu£aj u prostorima u kojima segibaju ljudi. Koristi se izraz dinami£ko gibanje prepreka. Prostorno�vremenski pristupiuglavnom pretpostavljaju a priori znanje o brzinama pokretnih prepreka. Me�utim,postoje metode koje uklju£uju i pra¢enje gibaju¢ih objekata u prostoru [20℄, [24℄, [22℄,[57℄.Pristupi pro²irenja poten
ijalnih polja generiraju umjetnu silu koja odbija robotaod pokretnih prepreka [59℄, [29℄, [40℄. Feder i Slotine [29℄ koriste harmoni£ko unifor-mno poten
ijalno polje prema [60℄ i razmatraju tri tipa pokretnih prepreka: preprekes transla
ijskom brzinom, prepreke koje se ²ire i skupljaju i rotiraju¢e prepreke. Ovametoda uklju£uje dinami£ke prepreke tako ²to uvodi pojam brzinskog polja ra£unatogprema poznatim brzinama pokretnih prepreka. Metode [63℄ i [85℄ temelje se na sli£nompristupu uklju£ivanja informa
ije o brzinama pokretnih prepreka u prora£un poten
ijal-nog polja. Drugi pristup koji ne zahtijeva poznate brzine prepreka, ra£una repulzivnipoten
ijal prema relativnoj pozi
iji i brzini robota u odnosu na prepreke [124℄, [40℄.Ve¢ina metoda izbjegavanja gibaju¢ih prepreka ima pretpostavku na oblik prepreka.Primjeri
e, prepreke su modelirane elipsama [52℄, kvadratima [20℄, poligonima [37℄, itd.U ovome se radu predlaºe algoritam koji pripada prostorno�vremenskom pristupuizbjegavanja gibaju¢ih prepreka [115℄. Algoritam se zasniva na pro²irenju objedinje-nja algoritma dinami£kog prozora i algoritma planiranja putanje. Izvorni algoritamobjedinjenja (opisan u odlomku 5.2.2) omogu¢ava sigurno gibanje robota u djelomi£nopoznatim prostorima sa stati£kim preprekama, ali ne osigurava sigurno gibanje robotau prostorima s gibaju¢im preprekama. Predloºena metoda ne radi nikakve pretpostavkena oblik prepreka i ne razmatra gibaju¢e prepreke kao objekte ve¢ kao gibaju¢a polja(GP) u mreºastoj karti zauze¢a. Metoda zahtijeva poznate transla
ijsku i rota
ijskubrzinu vgp, ωgp i smjer gibanja ϑgp svakog gibaju¢eg polja. Pro
jenjivanje tih trijuveli£ina ovdje nije razmatrano, nego se usredoto£ujemo na sami algoritam planiranjagibanja me�u gibaju¢im preprekama. Uz tri modi�ka
ije uvedene u izvorni algoritamobjedinjenja, osigurano je sigurno i glatko gibanje me�u gibaju¢im preprekama, uz pret-postavku da najve¢e brzine gibaju¢ih prepreka nisu ve¢e od najve¢e brzine robota.5.3.1 Odre�ivanje pozi
ije sudara s gibaju¢im poljimaRobot svojim senzorom otkriva pozi
ije gibaju¢ih prepreka u okruºenju. Prema ot-krivenim pozi
ijama gibaju¢ih prepreka, odgovaraju¢a polja u mreºastoj karti zauze¢apostaju zauzeta. Ta su polja progla²ena gibaju¢im poljima. Za svako gibaju¢e poljeodre�uje se trajektorija koja po£inje iz 
entra gibaju¢eg polja, koordinata cgp, s poz-natim smjerom gibanja ϑgp i sastoji se od T to£aka koje su odre�ene prema njegovojkonstantnoj brzini vgp i ωgp kako slijedi:
τ gpi = {qgpi (0), qgpi (1), . . . , qgpi (T )}uz qgpi (k + 1) = f(qgpi (k), ugp), ugp = [vgp ωgp]

T , k = 0, . . . , T − 1,
(5.26)
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T . Trajektorije gibaju¢ih polja ra£unaju se u svakom korakuiznova s obzirom na vrijednosti predik
ija ϑgp, vgp i ωgp. Za trajektoriju gibaju¢egpolja postavljen je isti vremenski horizont T kao i za trajektorije dinami£kog prozora.Ovakav pristup znatno pojednostavnuje izra£un vremena sudara tsudar, budu¢i da jenuºno samo provjeriti sudare to£aka istih indeksa k na trajektoriji dinami£kog prozorai trajektoriji gibaju¢eg polja, kao ²to je prikazano na sli
i 5.9 i tako za sve trajektorijegibaju¢ih polja i po svim trajektorijama dinami£kog prozora. Par to£aka koje su usudaru s najmanjim indeksom k odre�uje vrijeme sudara tsudar, koje se koristi priizra£unu kriterijske funk
ije prohodnosti prohodnost(v, ω) prema (5.18). Pri tome jeto£ka sudara ona to£ka u kojoj robot dodiruje prepreku svojom pro²irenom konturomza veli£inu BPv (opisano u odlomku 5.2.1). Ako gibaju¢e polje ima brzinu jednaku 0,tada njegova trajektorija ostaje u istoj to£ki, a izra£un vremena sudara podudara se sprethodno opisanim u poglavlju 5.2.1.
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Slika 5.9. Sudari trajektorija gibaju¢ih polja i dinami£kog prozora.5.3.2 Planiranje putanje oko to£ke sudaraKada se otkrije sudar k-tih to£aka na trajektoriji dinami£kog prozora i gibaju¢eg polja,gibaju¢a se polja za algoritam planiranja putanje smatraju slobodnima, a polja u kojimase nalaze to£ke sudara zauzetima. Algoritam planiranja putanje (algoritam FD*) dina-mi£ki planira putanju oko to£ke sudara, odnosno oko budu¢e pozi
ije gibaju¢e preprekeu karti. Prema tome, pozi
ija sudara utje£e i na kriterijsku funk
iju slaganja putanje
putanja(v, ω).Vrijednosti zauze¢a u mreºastoj karti mijenjaju se u svakom koraku u okoli
i gi-baju¢ih prepreka, a prema tome mijenjaju se i smjerovi pokaziva£a algoritma FD* iodre�uju nove putanje. Mogu¢a je situa
ija da FD* u nekoliko vremenskih koraka zaredom odredi dvije udaljene putanje vrlo bliskih vrijednosti 
ijena. Primjeri
e, u nepar-nim kora
ima odredi jedna putanja, a u parnim druga. Na takav odabir utje£u u£estale



5.3. Izbjegavanje sudara s gibaju¢im preprekama 147promjene pokaziva£a u okolini izme�u robota i gibaju¢e prepreke. Primjer te situa
ijeprikazan je na sli
i 5.10, gdje se upravljani robot (desno) i gibaju¢a prepreka (lijevo)gibaju ravno jedan prema drugome. Algoritam FD* postavlja pokaziva£e izme�u robota
Put 1 Put 2Slika 5.10. Preba
ivanje putanja: lijevo odre�ena putanja u neparnim kora
ima, desno uparnim.i prepreke koji naizmjen
e odre�uju parove simetri£nih putanja oko prepreke. Robot¢e naizmjen
e poku²ati pratiti dvije razli£ite udaljene putanje. Budu¢i da se ne moºebo£no gibati (zbog neholonomskih ograni£enja), nego zajedno s gibanjem prema na-prijed zakre¢e prema putanji, u£estalo preba
ivanje dovodi do os
ila
ija u orijenta
ijirobota, a gibanje prema naprijed dovodi do sudara s gibaju¢om preprekom.Opisani problem rije²en je razmatranjem putanja iz polja u blizini trenutne pozi
ijerobota, polja R, nazvanih susjednim putanjama. Sve su putanje ve¢ odre�ene algorit-mom FD*. Me�u susjednim se putanjama odre�uje ona koja je sli£na putanji odabranoju pro²lom koraku (staroj putanji). Sli£nost je putanja odre�ena me�usobnom udalje-no²¢u polja na putanjama, tako da se uspore�uje k-to polje na razmatranoj susjednojputanji s k-tim poljem stare putanje. Sli£na je putanja ona koja ima najmanji zbrojme�usobnih udaljenosti polja. Na sli
i 5.11 prikazan je primjer odabira sli£ne putanje.Nazna£ene su stara putanja iz polja s, optimalna putanja iz polja R i sli£na putanjaiz polja n. Ako optimalna putanja iz polja R nije bliska staroj putanji, prednost sedaje susjednoj putanji sli£noj staroj putanji. Me�utim, mora se provjeriti 
ijena sli£nojputanji, odnosno 
ijena g∗ po£etnom polju sli£ne putanje n. Ako je 
ijena g∗(n) ve¢a od
ijene trenutnog polja robota g∗(R) uve¢ana za 
ijenu prijelaza izme�u tih dvaju polja

g∗(n,R), odabire se optimalna putanja iz trenutnog polja robota R. Ovom se provjerom£uva optimalnost odabira susjedne putanje.Broj susjednih polja u okolini pozi
ije robota iz kojih se razmatraju susjedne pu-tanje odre�en je svojstom objedinjavanja algoritama FD* i dinami£kog prozora, ²to jeobja²njeno u nastavku. Pretpostavimo najgori slu£aj u kojem je najve¢i odmak robotaod globalne putanje, prikazan na sli
i 5.12. Putanja je sastavljena od duga£kih ravnihsegmenata i referentna je to£ka na najve¢oj udaljenosti od robota dEmax = Smax, po-ti£u¢i najve¢u transla
ijsku brzinu. Trajektorija je robota niz kruºnih lukova i ravnihlinija i stoga robot odmi£e od to£ke promjene smjera putanje za neku udaljenost d.
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ati od globalne putanje u trenutku kad se referentna to£ka preba
ina sljede¢i ravni segment putanje, odnosno kad se robot pribliºi to£ki promjene smjeraputanje tako da je od nje udaljen za manje od dEmax. Najve¢i odmak od putanje dmaxdan je s:
dmax = dEmax

1− sinα

cosα
= r

1− sinα

sinα
, (5.27)gdje je α = 3 · 45◦/2 (promjene smjera putanje algoritma FD* su vi²ekratni
i od 45◦),a r = dEmaxtgα polumjer kruºnog luka. Rota
ijska brzina pri kojoj bi robot putovao poovom kruºnom luku je ωr = vmax

r
, ako je ta brzina ostvariva. Zapravo se robot ne¢egibati po tom kruºnom luku zbog diskretnih trenutaka u kojima primjenjuje upravlja£kevrijednosti. Robot ¢e po£eti kasnije zakretati i praviti krivulju koja je bliºe globalnojputanji. Vrijednost dmax je zapravo gornja ograda odmaka robota od globalne putanje.Ovaj odmak uzet je u obzir pri gledanju susjednih polja. Sva polja koja su udaljenaod robota za manje od dmax kori²tena su kao po£etna polja za traºenje bliske susjedneputanje.



5.3. Izbjegavanje sudara s gibaju¢im preprekama 1495.3.3 Primjena sigurnosne maske 
ijenaZbog odmaka trajektorije robota od globalne putanje mogu¢e je da se robot previ²epribliºi gibaju¢im preprekama i neºeljeno uspori ili udari u prepreku. Da bi se izbjegletakve situa
ije koristi se sigurnosna maska 
ijena uklju£ena u mreºnu kartu zauze¢a,kao ²to je opisano u poglavlju 2.2.2. �irina sigurnosne maske odre�ena je ²irinom dmaxprema (5.27), budu¢i da je to najve¢i odmak robota od globalne putanje. Broj poljasigurnosne maske jednak je Mc = ⌈dmax/ecell⌉. U primjeru prikazanom na sli
i 5.13,²irina sigurnosne maske 
ijena jednaka je £etiri polja. Na sli
i 5.13, lijevo, prikazan je

Slika 5.13. Primjena sigurnosne maske 
ijena u izbjegavanju gibaju¢ih prepreka.trenutak otkrivanja gibaju¢e prepreke oko koje su bojama nazna£eni prijelazi 
ijena,od najsvijetlije � najmanje vrijednosti do najtamnije � najve¢e vrijednosti zauzetosti.Sredi²nji 
rveni kvadrati¢i su gibaju¢a polja, a oko njih su zauzeta polja (
rna boja)unutar maske robota. Algoritam je izra£unao budu¢a mjesta sudara trajektorija giba-ju¢ih polja s trajektorijama robota prikazanih na sli
i 5.13, desno. Ta budu¢a mjestasudara upisana su u kartu kao zauzeta polja, oko kojih se ra£unaju zauzeta polja unutarmaske robota i vrijednosti sigurnosnih 
ijena. FD* algoritam izra£unat ¢e putanju kojaprolazi izvan sigurnosne maske 
ijena, oko prepreka ako je mogu¢e, ili kroz sredinu uskihprolaza.5.3.4 Eksperimentalni rezultatiObjedinjeni algoritam testiran je u mnogim situa
ijama u kojima je robot izveo glatkogibanje bez sudara s gibaju¢im preprekama. Ovdje su prikazana dva testa algoritma.Rezultati na sli
i 5.14 prikazuju funk
ionalnost algoritma u prvom testu, gdje dva ro-bota predstavljaju gibaju¢e prepreke koje sijeku putanju upravljanom robotu. Doklijevi stupa
 predstavlja gibanje robota ostvareno izvornim objedinjavanjem algoritamaFD* i dinami£kog prozora, desni stupa
 predstavlja gibanje robota ostvareno objedi-njenim algoritmom s pro²irenjima za gibaju¢e prepreke. Obje metode testirane su pod
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Slika 5.14. Usporedba objedinjenih algoritama: lijevo, izvorni algoritam; desno pro²ireni algo-ritam.istim uvjetima. Simula
ijske s
ene sloºene su jedna ispod druge s pripadaju¢im indek-sima. Prva s
ena predstavlja ini
ijalnu kon�gura
iju u kojoj globalna putanja prolaziispred prve gibaju¢e prepreke koja se giba okomito na putanju robota. U drugoj s
enirobot upravljan izvornim objedinjenim algoritmom poku²ava zaobi¢i prvu gibaju¢u pre-preku najkra¢om putanjom s prednje strane gibaju¢e prepreke, dok pro²ireni objedinjenialgoritam odabire putanju iza prepreke. U tre¢oj s
eni, robot upravljan izvornim obje-dinjenim algoritmom zaustavlja se i okre¢e u mjestu zbog bliºe prepreke koja mu braniokretanje u lijevo, dok robot upravljan pro²irenim objedinjenim algoritmom nastavljaglatkim gibanjem prema 
ilju. Dinami£ki isplanirana putanja je kra¢a s pro²irenim obje-dinjenim algoritmom nego s izvornim, zbog uklju£ene predik
ije gibanja druge prepreke



5.3. Izbjegavanje sudara s gibaju¢im preprekama 151u algoritam planiranja putanje. U prve se tri s
ene podudaraju vremenski trenut
i sni-manja rezultata oba algoritma, dok su u £etvrtoj s
eni prikazane odvoºene trajektorijedo 
ilja za oba algoritma. Prikazani kvadrati¢i su mjesta sudara koja su ostala upisanau karti jer se nalaze u nepromatranom dijelu prostora (iza robota). Time se sprje£avastalni upis i brisanje iz karte prepreka koje se trenutno ne vide. Pro²ireni objedinjenialgoritam daje gla�u i kra¢u putanju nego izvorni objedinjeni algoritam. Pro�li brzinaizvornog algoritma prikazani su na sli
i 5.15, lijevo, a pro²irenog na sli
i 5.15, desno.Na slikama je vidljivo da robot dostiºe 
ilj dvaput brºe pro²irenim algoritmom (19 s u
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Slika 5.15. Usporedba algoritama objedinjavanja: Pro�li brzina izvornog algoritma (lijevo) ipro²irenog algoritma (desno).odnosu na 38 s).Drugi test algoritma uklju£uje vi²e robota, od kojih je svaki upravljan istim al-goritmom. Roboti me�usobno komuni
iraju tako ²to u svakom koraku, nakon ²to seizvr²i upravlja£ki algoritam, objave svoj trenutni poloºaj x, y, ϑ i trenutnu odluku �upravlja£ku vrijednost v i ω. Nisu uvedena nikakva �prometna� pravila zaobilaºenjaniti su zadani prioriteti robotima. Slika 5.16 pokazuje test zaobilaºenja dvaju robotau simetri£noj situa
iji. Roboti R1 (lijevi) i R2 (desni) kre¢u se jedan prema drugom.

Slika 5.16. Zaobilaºenje dvaju robota bez prometnih pravila.U trenutku k (slika 5.16, lijevo) svaki robot drugoga vidi kao skup gibaju¢ih polja s



152 Poglavlje 5. Slije�enje putanje i izbjegavanje preprekapoznatim trajektorijama. R1 i R2 odlu£e i¢i istom stranom (donjom), tako ²to su odre-dili optimalnu putanju koja zaobilazi mjesto sudara (nazna£eni kvadrati na sredini).Ve¢ u sljede¢em koraku, k + 1 (slika 5.16, desno) robot R2 promijeni odluku jer mu jeputanja s gornje strane jeftinija, budu¢i da su se, zbog prethodne odluke oba robota,mjesta sudara pomakla niºe. Me�utim u koraku k + 1 je i robot R1 mogao odreditikra¢u putanju s te iste strane i dalje bi se neprestano doga�alo preba
ivanje putanja.Problem os
ila
ija putanja zapravo je rije²en nesinkroniziranim vremenskim trenu
imaplaniranja. Jedan robot uvijek malo ranije otkrije drugog robota i sazna njegovu pro²luodluku. Odre�ene putanje koje su s razli£itih strana budu¢eg mjesta sudara dalje seu potpunosti preuzimaju, ²to je omogu¢eno pro
edurom biranja putanje sli£ne starojputanji iz okoline trenutne pozi
ije robota. Na sli
i 5.16, desno, da se primijetiti daputanja robota R1 po£inje iz daljeg polja, jer se odabrala putanja sli£na staroj putanji.Sljede¢i test prikazuje usporedbu izvorne metode objedinjavanja i pro²irene metodeobjedinjavanja u interak
iji triju robota s istim upravlja£kim algoritmom. Robotimasu zadani razli£iti 
iljevi, tako da im se isplanirane putanje me�usobno sijeku. Napo-menimo da nisu uvedena nikakva prometna pravila u gibanjima robota. U oba slu£ajasvi roboti dostiºu svoje 
iljeve u kona£nom vremenu i bez sudara s drugim robotima ipreprekama. Tragovi robota na slikama 5.17 i 5.18 prikazuju gla�e odvoºene trajekto-rije robota s pro²irenim algoritmom u odnosu na izvorni. Roboti upravljani izvornim

Slika 5.17. Putanje triju robota upravljanih izvornim objedinjenim algoritmom.objedinjenim algoritmom imaju lo²ije rezultate u brzini postizanja zadanog 
ilja. �estose zaustavljaju na putanji do 
ilja i vrte u mjestu, jer druge robote smatraju nepoznatimstati£kim preprekama. Pro�li brzina na sli
i 5.19 u usporedbi s 5.20 pokazuju o£ekivanuprednost pro²irenog algoritma me�u gibaju¢im preprekama.U ovom testu svi roboti uspje²no dostiºu svoje 
iljeve. Me�utim, mogu¢e je sloºitis
enarij u kojem je mjesto budu¢eg sudara na uskom prolazu tako da sprje£ava i jednom idrugom robotu nastavak gibanja. Takav problem nazivamo zastojima u uskim prolazima
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Slika 5.18. Putanje triju robota upravljanih pro²irenim objedinjenim algoritmom.
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t [sec]Slika 5.19. Pro�li brzina zaobilaºenja triju robota upravljanih izvornim objedinjenim algorit-mom.
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t [sec]Slika 5.20. Pro�li brzina zaobilaºenja triju robota upravljanih pro²irenim objedinjenim algorit-mom.
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k, 
on�i
t resolution). U literaturi se taj problem jo² naziva i zastojimaputanja (engl. path deadlo
k). U sljede¢em odlomku predloºena je strategija koja rje²avaproblem zastoja u uskim prolazima.5.4 Izbjegavanje zastoja u uskim prolazimaZastoj putanje mogu¢a je situa
ija u planiranju gibanja u kojoj se rje²enje ne moºena¢i, iako ono postoji. Tipi£no je uzrokovana robotima koji jedan drugom blokirajuputanje, a algoritam ne moºe prona¢i rje²enje deblokade putanja [90℄. U literaturi seovaj problem javlja u koordina
iji vi²e mobilnih robota u prostoru.Postoje dva pristupa koordiniranja vi²e robota u prostoru za njihovo postizanje 
iljnepozi
ije: 
entralizirani pristup i de
entralizirani pristup.Centralizirani pristup pretpostavlja kori²tenje 
entralnog nadgledanja i upravljanja,kojim se planira gibanje svih mobilnih robota uz sprje£avanje sukoba s drugim robo-tima na njihovim putanjama. Brojni 
entralizirani pristupi koriste shemu upravljanjaprometom u mreºi. Kao primjer, metoda u [70℄ koristi takvu shemu kojom se, iz skupaini
ijalno izra£unatih mogu¢ih putanja odabiru one koje osiguravaju najkra¢e trajanjegibanja svih mobilnih robota bez sukoba s drugim robotima. Nedostatak 
entraliziranogpristupa je eksponen
ijalni porast sloºenosti problema s brojem upravljanih mobilnihrobota.Nasuprot 
entraliziranom pristupu, u de
entraliziranom se pristupu putanje robo-tima planiraju zasebno, a nakon toga se primijenjuje odre�ena strategija za rje²ava-nje mogu¢ih sukoba na njihovim putanjama. Ove su metode nekompletne, u smisluda ne jam£e pronalazak rje²enja iako ono postoji. Popularni pristup je planiranje uprostorno-vremenskom kon�gura
ijskom prostoru za svakog robota, uz pretpostavku dasu u svakom trenutku poznati poloºaji drugih robota [28℄. Metode tog pristupa pri-djeljuju prioritete mobilnim robotima. Gibanja robota planiraju se prema redoslijeduzadanom prioritetima, tako ²to se trajektorija robota niºeg prioriteta ra£una uzimaju¢iu obzir ve¢ izra£unate trajektorije svih robota vi²ih prioriteta [15℄, [87℄, [73℄. Metodakoja se zasniva na pona²anju kolonija mrava [74℄ rje²ava zastoje na putanjama nak-nadno, nakon ²to su putanje izra£unate. Pritom se koristi pretpostavka da se robotimogu me�usobno otkriti senzorima i saznati vrijednosti brzina otkrivenih robota. Ve¢iprioritet pridjeljen je onom robotu koji ima ve¢u brzinu. Nedostatak je spomenutihpristupa ²to dodjeljivanje prioriteta robotima ne jam£i uspje²nost metode u svim si-tua
ijama [7℄. Brojni su pristupi zasnovani na pona²anjima koji primijenjuju teorijuodlu£ivanja u izbjegavanju prepreka i sprje£avanju zastoja [100℄, [99℄. U [71℄ koriste ko-ordina
ijske grafove za izbjegavanje zastoja u uskim prolazima. Metoda pati od velikera£unske sloºenosti koja raste s brojem uskih prolaza. Koordina
ijski se graf konstruiraza svaki uski prolaz. To je tehnika iz podru£ja umjetne inteligen
ije za odlu£ivanje iplaniranje kooperativnih vi²e-agentnih dinami£kih sustava [45℄.Opisane su metode vezane uglavnom za vi²e robotske sustave koji ne uklju£uju ljude.



5.4. Izbjegavanje zastoja u uskim prolazima 155U literaturi postoje brojne metode koje su dizajnirane za naviga
iju me�u ljudima i in-terak
iju s ljudima. Primjeri
e, robot RHINO [17℄ dizajniran je kao muzejski vodi£. Ima£itavu hijerarhijsku strukturu razli£itih algoritama koji rje²avaju pojedine podzadatke.Problem zastoja rje²ava brzim odabirom drugih lokalnih putanja, a ako su zastoji uzas-topni, prera£unava novu globalnu putanju. Sli£no pona²anje ima i robot muzejski vodi£MINERVA [129℄.U ovom se radu predlaºe strategija rje²avanja problema zastoja u uskim prolazimaprouzrokovang mobilnim robotima, ljudima i drugim gibaju¢im preprekama. Rje²avase problem uz najstroºi uvjet: robot s gibaju¢im preprekama ne moºe komuni
irati ve¢samo opaºa njihovu prisutnost svojim senzorom. Problem zastoja rje²en je jednostav-nom strategijom kao ²to je slu£ajna varija
ija u sprje£avanju zastoja u ethernet mreºama[8℄. Eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu i sustavni simula
ijski testovi osmi²-ljeni su tako da se provjeri uspje²nost predloºene strategije u rje²avanju zastoja u uskimprolazima.5.4.1 Strategija izbjegavanja zastojaPredloºena strategija sastoji se od sljede¢ih koraka:Otkrivanje situa
ije zastoja Uski prolazi izolirani su iz mreºaste karte zauze¢ametodom opisanom u odlomku 3.4.1. Robot svojim senzorom otkriva koja su polja umreºastoj karti zauze¢a postala zauzeta. Ako se ta polja nalaze u skupu uskih prolaza
U , to zna£i da se novo otkrivena prepreka u prostoru nalazi u uskom prolazu. Zastoj uuskom prolazu moºe se dogoditi u dva slu£aja:a) prepreka koja se nalazi u uskom prolazu blokira putanju robota (slika 5.21a).b) robot se nalazi u uskom prolazu, a prepreka blokira putanju (slika 5.21b).U slu£aju b) robot koji se nalazi u uskom prolazu moºe prouzro£iti situa
iju a) nekomdrugom robotu.PSfrag repla
ements
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)Slika 5.21. Slu£aj zastoja: a) prepreka Z u uskom prolazu blokira putanju robotu R1; b) robot
R1 je u uskom prolazu, a prepreka Z mu blokira putanju; 
) odabir polja promatranja P zaslu£aj a).



156 Poglavlje 5. Slije�enje putanje i izbjegavanje preprekaOdabir polja promatranja Da robot svojom pozi
ijom u zastoju ne bi blokiraoputanje drugim gibaju¢im objektima, odabire se sigurna pozi
ija u prostoru iz kojerobot moºe promatrati mjesto na kojem je putanja blokirana. Neka je R polje u kojemse robot nalazi, a Z prvo zauzeto polje na blokiranoj putanji, gledaju¢i od polja R.Polje promatranja P odabire se kao bilo koje polje (slu£ajnim odabirom), koje se nalazi uslobodnom dijelu prostora izvan uskog prolaza, udaljeno od Z manje od dometa senzora
Smax i udaljeno od R manje od ‖Z−R‖ (slika 5.21
). Radi jednostavnosti koristi se L1norma. Zadnjim uvjetom se sprje£ava odabir polja promatranja s druge strane prolaza.Dodatno, mora biti ispunjena vidljivost izme�u P i Z. Mogu¢e je da, zbog napu£enostiprostora drugim gibaju¢im objektima, polje P postane u me�uvremenu zauzeto. Tadase postupak odabira polja P ponavlja.�ekanje i ponovni poku²aj Robot u polju promatranja P £eka slu£ajan broj vre-menskih intervala Tz ∈ {0, . . . , Tzmax}. Za vrijeme £ekanja stalno prati zauzetost polja
Z. Ako se za vrijeme 
jelokupnog £ekanja prolaz nije oslobodio, a postoji alternativnaputanja do 
ilja, odustaje od prvotne putanje i odabire novu. Ako ne postoji alterna-tivna putanja i ako je prvotna putanja i dalje blokirana, nakon Tz broja intervala odabirenovi slu£ajan broj iz dvaput ²ireg skupa mogu¢ih intervala Tz ∈ {0, . . . , 2Tzmax}. Daljese svakim poku²ajem dvostruko pro²iruje skup mogu¢ih intervala. Nakon ²to isteknemaksimalni broj poku²aja, odustaje od putanje i odabire novi 
ilj. Prolaz se moºe oslo-boditi £im robot stigne u polje promatranja. Me�utim, £ekanje slu£ajnog broja intervalanuºno je za rje²avanje situa
ije u kojoj dva robota, upravljana istim algoritmom, jedandrugom blokiraju putanje. U tom slu£aju bi svaki robot oti²ao u svoje polje proma-tranja i prolaz bi bio slobodan. Tada bi krenuli u isto vrijeme i zastoj bi se ponovodogodio.5.4.2 Testiranje strategije izbjegavanja zastojaNa sli
i 5.22 prikazana su £etiri isje£ka iz simula
ijskog testa izbjegavanja zastoja uuskom prolazu, u kojem su dva robota upravljana istim algoritmom. Putanje koje ro-boti slijede prikazane su odgovaraju¢om bojom: zeleni (svijetlosivi) robot slijedi zelenu(svijetlosivu) putanju, a 
rveni (tamnosivi) robot slijedi 
rvenu (tamnosivu) putanju.Kad se roboti me�usobno otkriju senzorima, putanje se prera£unavaju tako da zaobi-laze o£itana mjesta prepreka (isje£ak 1). Nedugo zatim, roboti jedan drugom blokirajuputanju i odre�uju pozi
ije promatranja s orijenta
ijama prema blokiranom prolazu (is-je£ak 2), ozna£ene s rombovima i 
rti
ama koje ozna£avaju orijenta
ije. Nakon dolaskau svoju pozi
iju promatranja, svaki robot £eka slu£ajan broj koraka. Zeleni robot £ekakra¢e, i svojim nastavkom gibanja do 
ilja blokira prolaz 
rvenom robotu (isje£ak 3).Crveni robot nastavlja gibanje do 
ilja kad mu se oslobodi prolaz (isje£ak 4).Na sli
i 5.23 prikazan je rezultat eksperimenta na stvarnom robotu me�u gibaju-¢im preprekama � ljudima koji prolaze kroz prolaze i otvaraju i zatvaraju vrata [26℄.Eksperiment je osmi²ljen tako da ini
ijalna putanja do 
ilja G1 prolazi kroz donji prolaz



5.4. Izbjegavanje zastoja u uskim prolazima 157

1) 2)
3) 4)Slika 5.22. Izbjegavanje zastoja dva robota u uskom prolazu.
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Slika 5.23. Izbjegavanje zastoja na stvarnom prostoru.2, na kojem stoje ljudi, a postoji alternativna putanja (ozna£ena 
rtkanom linijom) krozprolaz 3, koji ima zatvorena vrata. Robot poku²ava pro¢i kroz prolaz 2, budu¢i da jetrajno zauzet odabire alternativnu putanju, koja prolazi kroz prolaz 3. Budu¢i da jei prolaz 3 trajno zauzet, opet odabire prvu putanju, kroz prolaz 2. Nakon ²to isteknemaksimalni broj poku²aja (pet poku²aja), odustaje od prvotnog 
ilja G1 i odabire novi,
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G2. Putanja do 
ilja G2 prolazi kroz prolaz 1, koji ima zatvorena vrata. Me�utim, vratase ubrzo otvaraju i nakon £ekanja iz pozi
ije promatranja, robot nastavlja do 
ilja G2.Odvoºenja putanja prikazana je krivudavom linijom, a laserska o£itanja u pojedinimtrenu
ima to£kama razli£itih boja, tako da se mogu zamijetiti tragovi otvaranja vratau prolazu 1 i gibanja ljudi u prostoru.5.5 SaºetakU ovom su poglavlju opisane metode slije�enja isplanirane putanje zasnovane na algo-ritmu dinami£kog prozora koje prora£unavaju mogu¢e trajektorije s obzirom na kine-mati£ka i dinami£ka ograni£enja robota. Predloºen je kriterij objedinjavanja algoritmaplaniranja putanje i algoritma dinami£kog prozora, tako ²to se uspore�uju trajektorijedinami£kog prozora s globalnom putanjom. Razvijenim objedinjenim algoritmom pla-niranja gibanja jam£i se sigurno gibanje robota do globalnog 
ilja u prisustvu stati£kihprepreka, ali ne i dinami£kih (gibaju¢ih) prepreka.Uz odre�ene modi�ka
ije uvedene u izvorni objedinjeni algoritam planiranja gibanja,osigurano je sigurno i glatko gibanje me�u gibaju¢im preprekama, uz pretpostavku danajve¢e brzine gibaju¢ih prepreka nisu ve¢e od najve¢e brzine robota. Gibanje preprekepredstavljeno je gibanjem zauzetih gibaju¢ih polja u mreºastoj karti zauze¢a. Predvi-�ene trajektorije svakog gibaju¢eg polja kori²tene su u izra£unu sudara s trajektorijamadinami£kog prozora. Algoritmom FD* ra£una se nova putanja oko pozi
ije budu¢egsudara s preprekom. Kori²tenjem sigurnosne maske 
ijena, dodatno se odmi£e novaputanja od budu¢eg mjesta sudara. Problem uzastopnog preba
ivanja izme�u dvijurazli£itih putanja u simetri£nim situa
ijama, koje su £este u zaobilaºenju gibaju¢ih pre-preka, rije²en je odabirom odgovaraju¢e putanje iz okoline trenutne pozi
ije robota.Pritom se £uva optimalnost odabrane putanje.Eksperimenti potvr�uju prednost pro²irenog objedinjenog algoritma planiranja gi-banja nad izvornim algoritmom u u£inkovitom gibanju robota me�u gibaju¢im prepre-kama. Dodatno, ostvareno je u£inkovito gibanje vi²e robota koji su upravljani pro²i-renim objedinjenim algoritmom bez uvo�enja prometnih pravila i uz pretpostavku dasvaki robot zna zadnju odluku drugih robota.Da bi pro²ireni objedinjeni algoritam planiranja gibanja bio primijenjiv u dugotraj-nom gibanju robota kroz prostor popunjen mnogim gibaju¢im preprekama uvedena jestrategija koja rje²ava problem zastoja u uskim prolazima. Zastoj se javlja u situa
ijamakada se robot i neka gibaju¢a prepreka (drugi robot, £ovjek) sretnu u uskom prolazui jedno drugom onemogu¢e nastavak gibanja prema 
ilju. Uz pretpostavku najstroºeguvjeta, tj. da robot s gibaju¢im preprekama ne moºe komuni
irati ve¢ njihovo pona-²anje samo opaºa svojim per
ep
ijskim senzorima, predloºena strategija, zasnovana nakon
eptu sprje£avanja zastoja u ethernet mreºama, uspje²no rje²ava zastoje u uskimprolazima. Uspje²nost strategije provjerena je eksperimentima na stvarnom robotu.



Poglavlje 6
Planiranje gibanja s ograni£enjimazasnovano na pomi£nom horizontu

6.1 Pojmovi stabilnostiDefini
ija 6.1 (Ravnoteºna to£ka i stabilnost po Ljapunovu). Neka je sustav dan s
q(i+ 1) = f(q(i)), (6.1)gdje je q(i) ∈ Rn, i ≥ 0, f : Rn → Rn takva da f(Q) ⊂ Q za dani neprazni skup

Q ⊂ Rn. Neka je qG ∈ Q ravnoteºna to£ka sustava (6.1), tj. f(qG) = qG, i neka je
{q(i)}, i ≥ 0, trajektorija koja zadovoljava (6.1). Kaºemo da je qG stabilna ravnoteºnato£ka po Ljapunovu ako za bilo koji ε > 0, postoji δ > 0 takav da

q(0) ∈ Q i ‖q(0) − qG‖ < δ =⇒ ‖q(i) − qG‖ < ε za svaki i ≥ 0. (6.2)
PSfrag repla
ements
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O2Slika 6.1. Stabilnost po Ljapunovu: za bilo koju okolinu O1 postoji okolina O2 takva da tra-jektorije koje kre¢u iz O2 ne mogu napustiti O1.Stabilnost po Ljapunovu ne jam£i da q(i) konvergira prema qG kad i → ∞ negosamo da trajektorije sustava ostaju u okolini qG (slika 6.1).Defini
ija 6.2 (Asimptotska stabilnost). Ravnoteºna to£ka sustava (6.1), qG ∈ Q,159



160 Poglavlje 6. Planiranje gibanja zasnovano na pomi£nom horizontuasimptotski je stabilna ako vrijedi:1. (stabilnost) qG je stabilna u Q po Ljapunovu.2. (konvergen
ija) postoji η > 0 takav da
q(0) ∈ Q i ‖q(0) − qG‖ < η =⇒ lim

i→∞
q(i) = qG. (6.3)De�ni
ija 6.2 opisuje lokalnu asimptotsku stabilnost jer je de�nirana za lokalnuokolinu oko qG. Globalna ina£i
a asimptotske stabilnosti uklju£uje 
ijeli skup Q.Defini
ija 6.3. Ravnoteºna to£ka sustava (6.1), qG ∈ Q, globalno je asimptotskistabilna ako je stabilna u Q po Ljapunovu i ako

q(0) ∈ Q =⇒ lim
i→∞

q(i) = qG. (6.4)U planiranju gibanja preferira se dostizanje qG u kona£nom vremenu umjesto ubeskona£nosti. Ako se 
ilj opi²e malim krugom oko qG, takav ¢e 
ilj biti dostignut ukona£nom vremenu [69℄.6.1.1 Test stabilnostiJedna od naj£e²¢ih metoda dokazivanja stabilnosti nelinearnih sustava zasniva se nakonstruk
iji tzv. Ljapunovljeve funk
ije [69℄.Teorem 6.1 (Test konvergen
ije po Ljapunovu). Neka je skup Q ⊂ Rn, f : Rn → Rn,
f(qG) = qG i f(Q) ⊂ Q. Neka postoji Ljapunovljeva funk
ija V : Q → [0,∞〉 kojazadovoljava sljede¢a svojstva:1(i) V (·) se smanjuje po trajektorijama (6.1) koje po£inju u Q na sljede¢i na£in: postojikontinuirana funk
ija γ : [0,∞〉 → [0,∞〉, γ(t) > 0 za sve t > 0, tako da

V (f(q))− V (q) ≤ −γ(‖q − qG‖) za svaki q ∈ Q, (6.5)(ii) Za svaku neograni£enu trajektoriju {y(i)} ⊂ Q postoji neki j takav da vrijedi
lim
i→∞

supV (y(i)) > V (y(j)). (6.6)Tada ako je qG ∈ Q, qG je globalno konvergentna to£ka u Q.Dokaz: Dokaz je dan u [44℄.Teorem 6.2 (Test stabilnosti po Ljapunovu). Neka skup Q ⊂ Rn sadrºi okolinu to£ke
qG, Oη = {q ∈ Rn | ‖q−qG‖ < η}. Neka je f : Rn → Rn, f(qG) = qG i f(Q) ⊂ Q. Neka1Svojstvo (ii) se moºe presko£iti ako je Q ograni£en skup.



6.2. Naviga
ijska funk
ija 161postoji Ljapunovljeva funk
ija V : Q → [0,∞〉, V (qG) = 0, koja zadovoljava sljede¢asvojstva:(i) V (·) je kontinuirana na Oη;(ii) ako je trajektorija {y(k)} ⊂ Q takva da lim
k→∞

V (k) = 0 tada lim
k→∞

y(k) = qG;(iii) V (f(q))− V (q) ≤ 0, za svaki q ∈ Oη.Tada je qG stabilna ravnoteºna to£ka za (6.1) u Q.Dokaz: Dokaz je dan u [44℄.6.2 Naviga
ijska funk
ijaNeka je qG 
iljno stanje u kon�gura
ijskom prostoru mobilnog robota Q. Neka je Llokalni operator koji iz nekog stanja q odre�uje susjedno stanje q′ = L(q) koje imanajmanju vrijednost funk
ije φ od svih susjednih stanja (stanje s najmanjom vrijednosti
ijene od svih stanja iz skupa koji vra¢a funk
ija sljednika S, 2.1). Funk
ija φ : Q → Rzove se naviga
ijska funk
ija ako vrijede sljede¢a svojstva:1. φ(qG) = 02. φ(q) =∞ ako i samo ako 
iljno stanje qG nije dohvatljivo iz q (ne postoji putanjaod q do qG).3. Za svako dohvatljivo stanje q lokalni operator odre�uje stanje q′ = L(q) za kojeje φ(q′) < φ(q).U literaturi postoje brojne naviga
ijske funk
ije. Jedna od prvih naviga
ijskih funk-
ija jest funk
ija umjetnih poten
ijalnih polja [105℄. Funk
ija je de�nirana tako dazadovoljava sva tri navedena uvjeta, me�utim ograni£ena je na prostore s preprekamau obliku diskova. Metode poten
ijalnih polja op¢enito promatraju robota kao to£ku uprostoru na koju djeluju sile odbijanja od prepreka i sile privla£enja k 
ilju. Ve¢inametoda ima problem lokalnog minimuma koji nije 
ilj. Poten
ijalna polja spajaju trikoraka naviga
ije robota � planiranje putanje, planiranje trajektorije i upravljanje ro-botom u jedan korak, koriste¢i upravlja£ki zakon preko negativnog gradijenta funk
ijepoten
ijalnih polja. Za metodu se lako pokazuje konvergen
ija prema 
ilju, odnosnoasimptotska stabilnost po Ljapunovu [105℄.Mnoge u literaturi kori²tene naviga
ijske funk
ije zasnovane su na mreºi (diskretnenaviga
ijske funk
ije) i mogu se shvatiti kao spe
ijalni slu£ajevi poten
ijalnih polja. Ve¢spomenuti primjer je naviga
ijska funk
ija NF1 [68℄. Bilo koji algoritam pretraºivanjagrafa moºe se iskoristiti za izra£un diskretne naviga
ijske funk
ije. Primjeri
e, Dijkstrinalgoritam s 
iljem kao po£etnim £vorom pretraºivanja, odre�uje optimalnu diskretnu na-viga
ijsku funk
iju. Prednost je tih metoda ²to nemaju lokalni minimum, ali nedostatak



162 Poglavlje 6. Planiranje gibanja zasnovano na pomi£nom horizontuim je ra£unanje na diskretnom skupu stanja u prostoru. To bi zna£ilo da trajektorijarobota mora prolaziti kroz 
entre polja. Ako bi se kontinuirana funk
ija 
ijene puta-nje koristila kao naviga
ijska funk
ija, tada bi trajektorija mogla konvergirati pravomoptimalnom rje²enju.U prostorima R2 moºe se primijeniti kontinuirana ina£i
a Dijkstrinog algoritma zara£unanje najkra¢e Euklidske putanje iz bilo koje to£ke prostora [83, 49℄ i tako odreditikontinuiranu naviga
ijsku funk
iju. Nedostatak je takvog postupka velika ra£unskasloºenost.U [86℄ koriste diskretnu naviga
ijsku funk
iju prora£unanu na mreºi iz koje interpo-la
ijom odre�uju kontinuiranu naviga
ijsku funk
iju. Nedostatak te naviga
ijske funk-
ije je kori²tenje L2 metrike (nema dijagonalnih prijelaza) za prora£un 
ijena puta-nje u mreºnim to£kama. Metoda izloºena u [95, 96℄ koristi brzomar²iraju¢i algoritam[118, 23℄ kojim odre�uje diskretnu naviga
ijsku funk
iju u kojoj su vrijednosti 
ijenaEuklidske najkra¢e putanje do 
ilja. Iz takve diskretne naviga
ijske funk
ije ra£una seinterpola
ijom kontinuirana naviga
ijska funk
ija. Glavna prednost te metode je glatkanaviga
ijska funk
ija, ²to pobolj²ava kvalitetu putanje robota za vrijeme silaºenja pogradijentu. Nedostatak je velika ra£unska sloºenost interpola
ije, ²to se nadokna�ujesvojstvom dinami£kog planiranja (brzog replaniranja u dinami£kim prostorima).Ljapunovljeve su funk
ije usko povezane s naviga
ijskim funk
ijama [69℄. U dis-kretnim naviga
ijskim funk
ijama, svaki prijelaz iz aktivnog polja u polje s najmanjom
ijenom putanje do 
ilja zna£i smanjenje 
ijene putanje do 
ilja (u novom stanju robota)sve dok se ne dosegne 
ijena 0 u 
ilju G. I naviga
ijska funk
ija i Ljapunovljeva funk
ijaosiguravaju da trajektorije ne budu zaustavljene u lokalnom minimumu. Ljapunovljevesu funk
ije op¢enitije od naviga
ijskih funk
ija jer ne zahtijevaju optimalnost. Svojstvanaviga
ijske funk
ije vrlo su sli£na pozitivno de�nitnom svojstvu Ljapunovljeve funk-
ije. Ljapunovljeve funk
ije ozna£avaju neki oblik udaljenosti do qG i stvaraju monotonogibanje prema qG, koje ne mora biti i optimalno.U ovome se radu predlaºe metoda koja koristi diskretnu naviga
ijsku funk
iju odre-�enu algoritmom D* na mreºastoj karti zauze¢a, a interpola
ija se ra£una samo u to£-kama trajektorija robota. Naviga
ijska funk
ija ra£una se samo za Kartezijeve koordi-nate u prostoru, za skup C ⊂ R2. Dodatno, 
iljno stanje qG odre�eno je Kartezijevimkoordinatama (xG, yG), a orijenta
ija ϑG je proizvoljna. Pretpostavka je da je pozi
ija
ilja u 
entru polja mreºaste karte zauze¢a, odnosno (xG, yG) = cG, gdje je G ∈ N 
iljni£vor.6.2.1 Interpola
ija 
ijene putanjeNeka je za zadani 
iljni £vor G algoritam D* odredio optimalnu 
ijenu putanje iz sva-kog £vora n ∈ N do G, ozna£enu s g∗(n) (zbog zadanog 
ilja G koristimo skra¢eni
u
g∗(n) umjesto g∗(n,G)). Za £vorove iz kojih ne postoji putanja do 
ilja je g∗ = ∞.Vrijednosti g∗ odre�ene su algoritmom D* samo za to£ke 
entara polja. Vrijednosti
ijene putanje u proizvoljnoj to£ki prostora mogu se pak dobiti interpola
ijom. Neka



6.2. Naviga
ijska funk
ija 163je kontinuirana funk
ija 
ijene putanje φ : R2 → R2
+ ostvarena u obliku simpli
ijalnogkompleksa [109℄ sastavljenog od standardnih 2-simpleksa nalijepljenih jedan na drugogtako da se nastavljaju bez prekida. Standardni 2-simpleks, ozna£en kao △2, de�niranje s

△2 =
{
α1p1 + α2p2 + α3p3 ∈ R2 | α1, α2, α3 ≥ 0 i α1 + α2 + α3 = 1

}
, (6.7)gdje su p1, p2, p3 nekolinearne to£ke u R2. Svako polje (kvadrat) mreºne karte podijeljenoje na £etiri trokuta jednakih povr²ina sa zajedni£kim vrhom u 
entru polja, kao ²to jeprikazano na sli
i 6.2, lijevo. Da bi se odredila vrijednost φ u proizvoljnoj to£ki c ∈ R2,potrebno je odrediti vrijednosti φ u najbliºe tri to£ke od c (dva vrha i jedan 
entar polja,na sli
i 6.2 ozna£eni s ci, bj i bk). Centri polja imaju svoju g∗ vrijednost izra£unanualgoritmom D* pa vrijedi φ(ci) = g∗(i), ∀i ∈ N . Skup koordinata vrhova polja de�niranje kao B = {b :=

cn + cm
2

| n,m ∈ K i ‖cn − cm‖ = dpolje}. Vrijednost φ u vrhovimapolja ra£una se prema vrijednostima 
ijena u 
entrima polja koja dodiruju promatranivrh bj ∈ B,
φ(bj) =

dcell
2 + min

i
g∗(i)u.u. i ∈ N , ‖bj − ci‖ = dpolje

2

(6.8)Vrijednosti u vrhovima mogu se izra£unati i algoritmom D*, tako da se svi slobodni
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Slika 6.2. Lijevo: podijela polja na £etiri trokuta. Desno: kontinuirana funk
ija φ kao simpli-
ijalni kompleks.vrhovi polja (oni koji dodiruju barem jedno slobodno polje) uklju£e u skup £vorova ugrafu G(N , E ,W). Me�utim, to nije nuºno, budu¢i da su vrijednosti φ potrebne samou to£kama trajektorija robota i potrebno je ra£unati φ za mali broj vrhova. Vrijednost
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φ u to£ki c ∈ R2 odre�uje se rje²avanjem sustava triju jednadºbi s tri nepoznani
e:

α1ci + α2bj + α3bk = c,

α1 + α2 + α3 = 1. (6.9)Na kraju slijedi
φ(c) = α1φ(ci) + α2φ(bj) + α3φ(bk). (6.10)Primjer kontinuirane funk
ije φ odre�ene opisanim postupkom za jedno polje prikazanaje na sli
i 6.2, desno.6.3 Ostvarive trajektorije dinami£kog prozoraTrajektorije kori²tene u algoritmu dinami£kog prozora kruºni su lukovi, odre�eni izskupa brzina Vd, kojima je dopu²ten sudar u nekoj daljoj to£ki trajektorije. Takvetrajektorije nisu ostvarive u 
ijelom horizontu od T vremenskih intervala, odnosno ro-bot ne smije pratiti takvu trajektoriju duº 
ijelog horizonta. Ovdje de�niramo skupnjima ostvarivih trajektorija u trenutku i ozna£en s Xi i skup odgovaraju¢ih ostvarivihupravlja£kih sekven
i Yi.Ostvariva je trajektorija kruºni luk (ili ravni segment), odre�en upravlja£kom vrijed-no²¢u iz diskretiziranog skupa brzina dinami£kog prozora (5.2.1) u ∈ Vd i parametrom

T0, koji ne sije£e prepreku i £iji je pro�l brzina odre�en kako slijedi (slika 6.3. PrvihPSfrag repla
ements
u

u′

T0TM T tSlika 6.3. Primjer upravlja£ke sekven
e za odabrane u ∈ Vd i T0.
TM + 1 upravlja£kih vrijednosti konstantnog su iznosa u = [v ω]T ∈ Vd, a sljede¢ih
TN linearno su padaju¢e upravlja£ke vrijednosti koje £ine to£ke na istom kruºnom lukupolumjera r =

v

ω
. Ura£unavaju¢i ograni£enja (5.9) i (5.10) TN i TM odre�ene su kakoslijedi:

TN = max

{⌈
v

∆vmax

⌉
,

⌈ |ω|
∆ωmax

⌉}
,

TM = T0 − TN ,
(6.11)gdje je T0 ≤ T vremenski trenutak u kojem se primijenjuje zavr²na upravlja£ka vrijed-nost uz = [0 0]T . Da bi trajektorija bila de�nirana mora vrijediti uvjet TN ≤ T0 takoda vrijedi TM ≥ 0. Trajektorija robota τu,T0

i i upravlja£ka sekven
a υu,T0

i , za u ∈ Vd i



6.3. Ostvarive trajektorije dinami£kog prozora 165parametar T0, de�nirane su u odnosu na trenutni poloºaj robota q(i) kako slijedi:
υu,T0

i = {ui(0), ui(1), . . . , ui(T − 1)},
τu,T0

i = {qi(0), qi(1), . . . , qi(T )},u.u. ui(k) =





u za k = 0, . . . , TM ,

u
T0 − k
TN

za k = TM + 1, . . . , T0 − 1,

uz ako T0 < T, za k = T0, . . . , T − 1,

qi(k + 1) = f(qi(k), ui(k)), k = 0, . . . , T − 1,

(6.12)
gdje je qi(0) = q(i) po£etni poloºaj robota, a indeks i vremenski trenutak prora£unatrajektorije u sljede¢ih T vremenskih intervala. Budu¢i da je horizont T odre�en premadometu senzora Smax i najve¢oj brzini robota vmax, T = ⌊ Smax

vmax∆t
⌋, sve ¢e se trajektorijenalaziti unutar okoline o kojoj robot dobiva sve informa
ije o poloºaju prepreka u i-tom trenutku planiranja trajektorija. Trajektorije su odre�ene tako da se robot moºezaustaviti do kraja horizonta T .Parametrom T0 utje£e se na duljinu trajektorije unutar horizonta T , odnosno naduljinu niza upravlja£kih vrijednosti razli£itih od nule. Parametar T0 odre�uje se premaparametru T ∗

0 optimalne trajektorije iz pro²log koraka i − 1. Svaka se trajektorijara£una za vrijednosti parametra T0 ∈ {T ∗
0 − 2, T ∗

0 − 1, T ∗
0 , T

∗
0 +1} za koje su zadovoljeniuvjeti T0 ≤ T i TN ≤ T0. Poºeljno bi bilo ra£unati trajektorije za sve parametre

TN ≤ T0 ≤ T , ²to je ra£unski prezahtjevno. Ograni£ili smo izbor T0 na £etiri vrijednostipodrazumjevaju¢i da se optimalna trajektorija nalazi u blizini optimalne trajektorije izprethodnog vremenskog trenutka. Optimalna trajektorija iz koraka i − 1 pojavljuje seu koraku i kao ostvariva trajektorija kojoj je po£etna upravlja£ka vrijednost ui−1(0) =

u∗i (1), a vrijednost T0 = T ∗
0 − 1. Okolinu te trajektorije prema parametru T0 £inevrijednosti T0 = T ∗

0 − 2 i T ∗
0 . Dodatno jo² uzimamo i vrijednost T0 = T ∗

0 +1 tako da seduljina niza upravlja£kih vrijednosti razli£itih od nule moºe pro²iriti na puni horizont T .U slobodnom ¢e se prostoru pri ravnom gibanju parametar T0, odabirom T0 = T ∗
0 + 1,postupno pove¢avati do najve¢og iznosa T , a u zaokretima me�u preprekama ¢e sesmanjivati odabirom T0 = T ∗

0 − 1 i T0 = T ∗
0 − 2.Potrebno je za svaku trajektoriju provjeriti postoji li sudar s preprekom. Provjerasudara s preprekom opisana je u odlomku 6.3.1. Ako sudar za neku trajektoriju pos-toji, ona je zabranjena. Me�utim, mogu¢e je provesti postupak kra¢enja trajektorija iodrediti nove ostvarive trajektorije. Trajektorija se ponovno izra£unava prema (6.12) zamanji broj vremenskih intervala T0, tako da se postigne kra¢a kruºna trajektorija kojane sje£e prepreku. Pritom mora biti zadovoljen uvjet TN ≤ T0, tako da se robot stignezaustaviti prije sudara s preprekom. Postupak kra¢enja trajektorija daje ve¢i izbor os-tvarivih trajektorija u skupu Xi, odnosno upravlja£kih sekven
i u skupu Yi koje imajuve¢u vrijednost ui(0). Bez postupka kra¢enja trajektorija odabrale bi se trajektorijekoje su kra¢e zbog manje vrijednosti ui(0), ²to bi rezultiralo sporijim gibanjem robota.
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6.3. Ostvarive trajektorije dinami£kog prozora 167Na sli
i 6.4, lijevo, prikazan je primjer skupa ostvarivih trajektorija bez kra¢enjazbog prepreka. Trajektorije su odre�ene prema brzinama iz skupa Vd i prema £etirimavrijednostima parametra T0 ∈ {T ∗
0 − 2, T ∗

0 − 1, T ∗
0 , T

∗
0 + 1}. Parametar T0 utje£e samona duljinu trajektorije, tako da se one preklapaju. Pripadaju¢e su upravlja£ke sekven
ena sli
i 6.5, lijevo, gdje se mogu razlu£iti vrijednosti parametra T0. Prva po reduprikazana vrijednost brzine je trenutna brzina robota oko koje se ra£una skup Vd. Moºese primijetiti da sve trajektorije imaju istu vrijednost ω. Za ostale vrijednosti ω ∈ Vdtrajektorije sjeku prepreku. Na sli
i 6.4, desno, prikazan je skup skra¢enih trajektorija,kojima je parametar T0 znano smanjen da bi se zaustavile prije prepreke. Pripadaju¢e suupravlja£ke sekven
e na sli
i 6.5, desno. Skra¢ene trajektorije iskori²tavaju 
ijeli skup

Vd i zajedno sa ostalim ostvarivim trajektorijama daju dobru pokrivenost prostora.Na sli
i 6.6 prikazane su sve ostvarive trajektorije u prostoru brzina. Prikazane su
0 100 200 300 400 500 600

0

20

40PSfrag repla
ements
v [mm/s℄ω

[◦ /s℄
Slika 6.6. Prikaz trajektorija u prostoru brzina. Skup Vd ozna£en je kvadrati¢ima. �uti prav
iodgovaraju skra¢enim trajektorijama.trajektorije u prostoru brzina prav
i koji prolaze kroz ishodi²te. Prava
 ozna£uje da seradi o konstantnom polumjeru kruºne trajektorije, odnosno kruºnog luka.Postupak kra¢enja trajektorija moºe se raditi i kod ulaska u 
iljnu pozi
iju. Prvije korak odrediti je li 
ilj dohvatljiv nekom od ostvarivih trajektorija. To se odre�ujeusporedbom duljine trajektorije i vrijednosti φ u trenutnoj pozi
iji robota R(x(i), y(i)).Ako je duljina trajektorije ve¢a od ili jednaka φ(R), tada se postavlja zastavi
a da je
ilj dohvatljiv i od tog se trenutka pa do kraja gibanja svaka trajektorija skra¢uje takoda joj duljina bude manja od ‖cG − R‖. Time se postiºe da niti jedna trajektorija neprelazi 
ilj.6.3.1 Provjera sudara pomo¢u mreºaste karte zauze¢aZa svaku je to£ku trajektorije (xi(k), yi(k)) potrebno provjeriti nalazi li se unutar za-uzetog polja2. Dodatno, potrebno je provjeriti sjeku li prepreku lukovi izme�u dvijuslijednih slobodnih to£aka na trajektoriji. Ozna£imo s aA,B luk de�niran dvijema slijed-nim to£akama A(xi(k), yi(k)) i B(xi(k + 1), yi(k + 1)) na trajektoriji. Neka je najve¢aduljina luka aA,B (za najve¢u transla
ijsku brzinu) manja od epolje i neka se luk moºeaproksimirati ravnom linijom (kao ²to je slu£aj u na²oj implementa
iji). Postoje tri2Podsjetimo se da su stvarne prepreke u mreºastoj karti zauze¢a pro²irene za dimenzije robota takoda su vrhovi pro²ireni √2 puta vi²e nego ²to je nuºno (slika 2.1)



168 Poglavlje 6. Planiranje gibanja zasnovano na pomi£nom horizontuslu£aja poloºaja to£aka A i B: 1) obje su u istom polju koje je slobodno; 2) nalaze seu dvama razli£itim poljima koja se dodiruju strani
om; i 3) nalaze se u dvama dijago-nalnim poljima. U prva je dva slu£aja jasno da je luk aA,B slobodan, a jedino za tre¢islu£aj treba provjeriti sje£e li luk prepreku. Luk moºe sje¢i jedno od dva preostala polja(slika 6.7). Potrebno je provjeriti zauzetost onom polju koje se nalazi s unutarnje stranePSfrag repla
ements
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Slika 6.7. Provjera sudara s preprekom.tupog kuta koji zatvaraju duºine AT i TB, gdje je to£ka T zajedni£ki vrh dijagonalnimpoljima. Prema sli
i 6.7 trebaju se provjeriti sljede¢e nejednadºbe:
y′ =

b

a
xako y < y′, provjeriti P1ako y > y′, provjeriti P2

(6.13)U implementa
ijama u kojima je najve¢a duljina luka aA,B ve¢a od epolje, trebanapraviti �niju diskretiza
iju luka tako da nove to£ke budu me�usobno razmaknutemanje od epolje. Tada se na novim to£kama primjenjuje opisana metoda provjere sudara.6.4 Optimiza
ija pomi£nim horizontom ura£unavaju¢i ogra-ni£enjaIdeja je upravljanja pomi£nim horizontom [44℄ optimirati neku kriterijsku funk
iju za�ksni horizont duljine T ura£unavaju¢i ograni£enja sustava i koriste¢i trenutno stanjesustava kao po£etno stanje. Zatim je od dobivene optimalne sekven
e od T upravlja£kihvrijednosti primjenjuje samo prva vrijednost. Vrijeme zatim ide naprijed jedan koraki isti se optimiza
ijski problem promatra u �ksnom horizontu duljine T , koriste¢i novomjereno stanje sustava kao po£etno. Tako se kontinuirano mijenja trenutna upravlja£kavrijednost na osnovi trenutnog stanja sustava i ograni£enja sustava unutar optimiza
ij-skog horizonta duljine T .



6.4. Optimiza
ija pomi£nim horizontom ura£unavaju¢i ograni£enja 169Pomi£ni horizont primijenjuje samo prvu optimalnu upravlja£ku vrijednost i u sva-kom koraku ponavlja 
ijelu optimiza
iju za sljede¢ih T koraka horizonta. Svaka optimi-za
ija ovisi o trenutnom mjerenom stanju robota u prostoru. Bez ikakvog poreme¢ajana sustav (promjene u prostoru mobilnog robota) mjereno stanje bit ¢e jednako onomstanju koje je predvi�eno modelom. Ako su model i kriterijska funk
ija vremenski ne-promijenjivi, tada je jasno da ¢e se ista upravlja£ka vrijednost ui primijeniti kada stanjesustava zauzme istu vrijednost. Optimiza
ija pomi£nim horizontom daje vremenskinepromjenjiv upravlja£ki zakon u povratnoj vezi.U implementa
iji pomi£nog horizonta za upravljanje gibanjem mobilnog robota de-�niramo sljede¢i optimiza
ijski problem. U vremenskom trenutku i i za trenutni poloºajrobota q(i) = [x(i) y(i) ϑ(i)]T rje²ava se:
J∗(q(i)) = min

υi

T∑

k=0

φ(xi(k), yi(k)) +

T−1∑

k=0

ρvi(k), (6.14)uz uvjete: υi ∈ Yi, (6.15)
ui(k) = [vi(k) ωi(k)]

T ∈ υi, za k = 0, . . . , T − 1, (6.16)
qi(k + 1) = f(qi(k), ui(k)), za k = 0, . . . , T − 1, (6.17)
qi(0) = q(i) (6.18)
qi(k) = [xi(k) yi(k) ϑi(k)]

T , za k = 0, . . . , T, (6.19)
φ(xi(T ), yi(T )) ≤ φ(xi(k), yi(k)), za k = 0, . . . , T − 1, (6.20)gdje je ρ mala pozitivna realna vrijednost, Yi skup svih ostvarivih upravlja£kih sekven
aza trenutno stanje robota i φ naviga
ijska funk
ija.Pro
edura pomi£nog horizonta impli
itno de�nira vremenski nepromjenjiv uprav-lja£ki zakon κ : Q → V u obliku

κ(q(i)) = u∗i (0), (6.21)gdje stroga de�ni
ija funk
ije κ(·) zahtjeva da optimalna vrijednost u∗i (0) bude jedins-tvena.6.4.1 Stabilnost upravljanja pomi£nim horizontomNije trivijalno pokazati da upravljanje pomi£nim horizontom £ini zatvoreni sustav sta-bilnim. Optimiza
ijski problem koji rje²avamo de�niran je na kona£nom horizontu, dokje stabilnost svojstvo koje mora vrijediti na beskona£nom horizontu. Taj se problem za-obilazi na sljede¢i na£in (a) dodavanjem posebnog oteºavanja stanja na kraju horizontatako da se moºe ura£unati utje
aj doga�aja iza kraja �ksnog horizonta; (b) uvo�enjemterminalnog upravlja£kog zakona koji dovodi sustav u ograni£eno terminalno podru£je
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ijskog prozora i (
) osiguranjem da je terminalno podru£je invarijantnou odnosu na terminalni upravlja£ki zakon, ²to zna£i da jednom kada stanje do�e u ter-minalni skup ostaje unutar skupa ako se primijeni terminalni upravlja£ki zakon. Ovasu tri uvjeta nuºna za uspostavu stabilnosti i nazivaju se terminalnom trojkom [44℄.Rezultati stabilnosti implementa
ije pomi£nog horizontaFunk
iju J∗(q(i)) optimiza
ijskog problema (6.14)�(6.20) koristimo kao Ljapunovljevufunk
iju da bismo dokazali asimptotsku stabilnost implementa
ije pomi£nog horizonta,gdje funk
ija J∗(q(i)) ovisi samo o po£etnom poloºaju pomi£nog horizonta, qi(0) =

q(i). Nadalje, budu¢i da je φ(x, y) > 0 za sve (x, y) osim za 
ilj (xG, yG), za koji je
φ(xG, yG) = 0, a transla
ijske brzine nisu nikad negativne, slijedi da je J∗(q) > 0 za sve
q ∈ Q osim za 
ilj qG. Iako je sustav q(i+1) = f(q(i), u(i)) funk
ija poloºaja q(i) ∈ Q,planirane su samo pozi
ije, a orijenta
ija ϑ(i+1) je rezultat upravlja£ke vrijednosti ω(i).Zbog neholonomskih ograni£enja robota orijenta
iju odre�uju pozi
ija x(i) i y(i) prema(5.6). Prema tome, dolaskom u 
iljnu pozi
iju x(i) = xG, y(i) = yG, vrijednost ϑ(i) bit¢e rezultat samog gibanja do 
ilja. Ako bi se zahtijevala 
iljna orijenta
ija ϑG, moºe seprimijeniti zakretanje robota u 
iljnoj pozi
iji, dok robot ne ostvari 
iljnu orijenta
iju.U nastavku ¢emo �ksirati 
iljnu orijenta
iju ϑG i uz primjenu odgovaraju¢e pro
edurepokazati asimptotsku stabilnost 
iljnog poloºaja qG.Prema [44℄ potrebne su sljede¢e de�ni
ije za dokaz stabilnosti.Defini
ija 6.4. Skup QT ostvarivih po£etnih poloºaja skup je po£etnih poloºaja q ∈ Qza koje postoje ostvarive trajektorije i upravlja£ke sekven
e za optimiza
ijski problem(6.14)�(6.20).U ovoj je implementa
iji to skup svih poloºaja iz kojih postoji putanja do 
ilja,odnosno QT = {q = [x y ϑ]T | q ∈ Q i φ(x, y) <∞}.Defini
ija 6.5. Skup Q pozitivno je invarijantan za sustav q(i + 1) = f(q(i), u(i))uz primijenjenu upravlja£ku vrijednost u(i) = κ(q(i)), ako je f(q, κ(q)) ∈ Q za svaki
q ∈ Q.U ovoj je implementa
iji skup slobodnih pozi
ija C ⊂ R2 ograni£en rubovima unu-tarnjeg prostora mobilnog robota, a skup kutova Θ ⊂ R ograni£en je vrijednostima
0◦ − 360◦. Prema tome skup Q = C ×Θ tako�er je ograni£en. Dalje, odre�ivanjem os-tvarivih trajektorija i ostvarivih upravlja£kih sekven
i prema (6.12), koje ne dopu²tajuda se poloºaj robota q na�e u prepre
i, ostvarili smo pozitivnu invarijantnost 
ijelogskupa Q za f . Za ograni£en i pozitivno invarijantan skup Q za f , prema de�ni
ijistabilnosti po Ljapunovu 6.1 slijedi da je qG ∈ Q stabilna ravnoteºna to£ka za f .Teorem 6.3. Za sustav

q(i+ 1) = f(q(i), u(i)), za i ≥ 0, f(qG, uz) = qG, (6.22)upravljan algoritmom pomi£nog horizonta (6.14)�(6.20) vrijedi:



6.4. Optimiza
ija pomi£nim horizontom ura£unavaju¢i ograni£enja 171(i) skup QT ostvarivih po£etnih poloºaja pozitivno je invarijantan za zatvoreni sustav.(ii) qG je globalno asimptotski stabilan u QT za zatvoreni sustav.Dokaz: (i) Pozitivna invarijantnost skupa QTNeka je q(i) ∈ QT . Pretpostavimo da u trenutku i i za trenutno stanje q(i), algoritampomi£nog horizonta rje²ava optimiza
ijski problem J∗(q(i)) prema (6.14)�(6.20) i dobivaoptimalnu upravlja£ku sekven
u i trajektoriju:
υ∗i = {u∗i (0), u∗i (1), . . . , u∗i (T − 1)}, (6.23)
τ∗i = {q∗i (0), q∗i (1), . . . , q∗i (T )}. (6.24)Tada se na sustav (6.22) primijeni prvi element upravlja£ke sekven
e (6.23),

u(i) = κ(q(i)) = u∗i (0). (6.25)Neka je q(i+1) = f(q(i), κ(q(i))) sljede¢i poloºaj robota u trenutku i+1. Prema (6.12)postoji ostvariva upravlja£ka sekven
a υu,T0

i+1 ∈ Yi+1 i pripadna trajektorija τu,T0

i+1 ∈ Xi+1,za T0 = T ∗
0 − 1 i u = u∗i (1) ∈ Vd koje nisu nuºno optimalne u izra£unu pomi£noghorizonta J∗(q(i+ 1)) i za koje vrijedi:

υi+1 = {ui+1(0), ui+1(1), . . . , ui+1(T − 1)}, (6.26)
τi+1 = {qi+1(0), qi+1(1), . . . , qi+1(T )}, (6.27)

ui+1(k) = u∗i (k + 1), za k = 0, . . . , T − 2,

ui+1(T − 1) = [0 0]T ,

qi+1(k) = q∗i (k + 1), za k = 0, . . . , T − 1,

qi+1(T ) = q∗i (T ).

(6.28)Prema tome q(i+1) ∈ QT , ²to pokazuje da je QT pozitivno invarijantan skup za sustavs povratnom vezom q(i+ 1) = f(q(i), κ(q(i))).(ii) Globalna asimptotska stabilnostBudu¢i da je φ(xG, yG) = 0 tada optimalna upravlja£ka sekven
a u (6.14)�(6.20) za
q = qG ima sve elemente jednake 0 pa je stoga i J∗(qG) = 0. Stoga κ(qG) = uz. Budu¢ida je f(qG, uz) = qG tada je qG ravnoteºna to£ka za zatvoreni sustav q+ = f(q, κ(q)).Budu¢i da je qG ∈ Q stabilna ravnoteºna to£ka potrebno je jo² pokazati za J∗ davrijedi konvergen
ija prema (6.5) teorema 6.1, £ime ¢e se dokazati globalna asimptotskastabilnost zatvorenog sustava.Za optimalnu upravlja£ku sekven
u i trajektoriju u i-tom koraku (6.23) i (6.24)
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ije je
J∗(q(i)) =

T∑

k=0

φ(x∗i (k), y
∗
i (k)) +

T−1∑

k=0

ρv∗i (k). (6.29)Neka su u koraku i + 1 za sljede¢i poloºaj q(i + 1) = f(q(i), κ(q(i))) ostvarive i nenuºno optimalne upravlja£ka sekven
a i trajektorija dane izrazima (6.26)�(6.28). Premaoptimalnosti znamo da je
J∗(q(i+ 1)) ≤

T∑

k=0

φ(xi+1(k), yi+1(k)) +

T−1∑

k=0

ρvi+1(k). (6.30)Dalje, kombiniraju¢i (6.29), (6.28) i (6.30) proizlazi:
J∗(q(i+ 1)) ≤

T∑

k=1

φ(x∗i (k), y
∗
i (k)) +

T−1∑

k=1

ρv∗i (k) + φ(x∗i (T ), y
∗
i (T )),

≤ J∗(i)− φ(x∗i (0), y∗i (0)) − ρv∗i (0) + φ(x∗i (T ), y
∗
i (T )),

J∗(q(i+ 1)) − J∗(q(i)) ≤ φ(x∗i (T ), y
∗
i (T ))− φ(x∗i (0), y∗i (0)) − ρv∗i (0). (6.31)Supstitu
ijom (6.20) u (6.31) slijedi

J∗(q(i+ 1)) − J∗(q(i)) ≤ −ρv∗i (0), (6.32)s jednako²¢u samo kada je v∗i (0) = 0. Najmanja vrijednost v∗i (0) > 0 odre�ena jediskretiza
ijom skupa Vd, koju ozna£avamo s vmin. Budu¢i da je skup Q ograni£enpostoji R > 0 takav da je Q ⊂ {q ∈ R3 | ‖q − qG‖ < R}. Prema tome moºe seodabrati kontinuirana funk
ija γ : [0,∞〉 → [0,∞〉, γ(t) > 0 za sve t > 0 kao primjeri
e
γ(t) =

vmin

R
· t, za koju vrijedi

J∗(q(i+ 1)) − J∗(q(i)) ≤ −ρv∗i (0) ≤ −γ(‖q(i)− qG‖). (6.33)Prema tome, izraz (6.5) je zadovoljen za v∗i (0) > 0.Potrebno je jo² pokazati da ¢e se robot zaustaviti na putanji do 
ilja kona£an brojputa, a pri svakom zaustavljanju izvesti odgovaraju¢u pro
eduru kojom se vrijednost
J∗ ne pove¢ava.Razmotrimo slu£aj u kojem je trenutni poloºaj robota q(i) unutar polja kojem je
entar cj , j ∈ N i sve ostvarive upravlja£ke sekven
e imaju vi(0) = 0 i proizvoljnuvrijednost ωi(0) ∈ Vd. Takva je situa
ija prikazana na sli
i 6.8, lijevo. Robot je usmjerenprema prepre
i u smjeru porasta 
ijene putanje i niti jedna prikazana trajektorija nezadovoljava (6.20). Da bi se realiziralo kretanje prema 
ilju, robot se mora zakretatiprema slobodnom prostoru i gibati u smjeru padaju¢e vrijednosti φ sve dok ne napustikriti£no podru£je. Ovdje se uvodi klju£na pro
edura koja uklju£uje prvo zakretanje, a
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Slika 6.8. Lijevo: robot je usmjeren prema prepre
i i ne postoji ostvariva upravlja£ka sekven
as v∗i (0) 6= 0. Nijedna prikazana trajektorija ne zadovoljava (6.20). Desno: robot se po£injezakretati prema izlaznoj to£ki i £im se pojavi bolje rje²enje po£inje slijediti kruºnu trajektoriju,²to opet dovodi do slu£aja v∗i (0) = 0, a jo² nije stigao do izlazne to£ke.onda gibanje do to£ke minimalne vrijednosti φ dohvatljive iz trenutne pozi
ije gibanjempo pravo
rtnoj putanji koja ne sije£e niti jednu prepreku. Ta je to£ka nazvana izlaznomto£kom, ozna£enom s I.Odvajanje ove pro
edure od optimiza
ije (6.14)-(6.20) i nakon toga nastavak optimi-za
ije je op
ionalno. Alternativno, moºe se provjeravati za vrijeme izvo�enja pro
edureu svakom trenutku postoji li rje²enje optimiza
ijskog problema (6.14)-(6.20) koji ima
v∗i (0) 6= 0 i primijeniti ovu upravlja£ku vrijednost. Me�utim, mogu¢e su situa
ije ukojima je alternativna metoda sporija od prve. Primjeri
e, situa
ija prikazana na sli
i6.8, desno. Robot po£inje zakretati prema izlaznoj to£ki i £im se pojavi bolje rje²enjepo£inje slijediti kruºnu trajektoriju, ²to opet zbog ograni£enja gibanja dovodi do slu£aja
v∗i (0) = 0, a jo² nije stigao do izlazne to£ke.Izlazna je to£ka de�nirana s obzirom na poloºaj robota. Moºe biti vrh polja ili 
entarpolja. Postoji op¢i slu£aj de�niranja izlazne to£ke (i), i dva spe
ijalna slu£aja (ii) i (iii)(slika 6.9).PSfrag repla
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174 Poglavlje 6. Planiranje gibanja zasnovano na pomi£nom horizontu(i) Dva vrha polja najbliºa to£ki R(x(i), y(i)) i 
entar polja (koji formiraju trokutunutar kojeg se nalazi to£ka R) su cj , bk, bl. U op¢em je slu£aju izlazna to£ka de�niranakao jedna od te tri to£ke s najmanjom vrijednosti φ:
I = argmin{φ(cj), φ(bk), φ(bl)}. (6.34)Ako dvije to£ke imaju jednaku najmanju vrijednost, proizvoljno se odabire jedna odnjih. Gibanjem do izlazne to£ke po pravo
rtnoj putanji, vrijednost od φ se smanjujezbog konstruk
ije 2-simpleksa nad kojima je funk
ija 
ijene putanje interpolirana. Zbognumeri£kih izra£una pozi
ioniranje u izlaznoj to£ki unutar je male ε okoline od izlazneto£ke. Mogu¢e su situa
ije u kojima je robot tik ispred izlazne to£ke, ali ju nikada nedosiºe jer ne moºe ostvariti proizvoljno mali pomak. Stoga su razmotreni spe
ijalnislu£ajevi (ii) i (iii):(ii) Ako je pozi
ija robota R(x(i), y(i)) unutar ε okoline od cj , tada su razmotrenisvi vrhovi od polja u kojem se nalazi R i svi 
entri susjednih polja koji imaju zajedni£kustrani
u s tim poljem:

I = min
n,b

{φ(cn), φ(b)}u.u. n ∈ N i ‖cj − cn‖ = epolje,

b ∈ B i ‖cj − b‖ = dpolje
2

.

(6.35)(iii) Ako je pozi
ija robota R(x(i), y(i)) unutar ε okoline od vrha polja bk, tada surazmotreni svi vrhovi polja koji leºe na istoj strani
i polja s bk i svi 
entri polja kojimaje zajedni£ki taj vrh:
I = min

n,b
{φ(cn), φ(b)}u.u. n ∈ N i ‖bk − cn‖ = dpolje

2
,

b ∈ B i ‖bk − b‖ = epolje.

(6.36)Gibanje do izlazne to£ke za slu£ajeve (ii) i (iii) uglavnom je po bridu trokuta (2-simpleksa) duº kojega se vrijednost φ smanjuje. Jedino u slu£aju (ii), ako je izlaznato£ka u 
entru susjednog polja (od polja u kojem se R(x(i), y(i)) nalazi), gibanje je doizlazne to£ke po pravo
rtnoj putanji koja prolazi kroz dva trokuta. Duº te linije vrijed-nost φ tako�er se smanjuje jer vrijedi φ(I) < φ(cj). Ova nejednakost ne vrijedi jedinou slu£aju ako je cj 
iljna koordinata, ²to zna£i da je robot dostigao 
iljnu pozi
iju.Nakon dolaska u izlaznu to£ku, ako ni dalje ne postoji v∗i (0) 6= 0 u optimiza
ijskomproblemu, robot mora zakretati i gibati se prema novoj izlaznoj to£ki. Izlazna to£kamoºe od pozi
ije robota biti udaljena najvi²e duljinu epolje, a kut za koji se robot morazakrenuti iznosi najvi²e 180◦. Prema tome, pro
edura zakreta i dolaska u jednu izlaznu



6.5. Eksperimentalni rezultati 175to£ku zavr²ava u kona£nom vremenu ograni£enom odozgo
TΘ ≤ 180◦

∆t · ωmin
,

Ts ≤
epolje

∆t · vmin
,

Tizlaz = TΘ + Ts, (6.37)gdje su |ωmin| ≤ ∆ωmax i |vmin| ≤ ∆vmax najmanje odabrane brzine iz diskretizira-nog skupa brzina, razli£ite od nule. Najmanji razmak dviju susjednih izlaznih to£akaje dpolje
2

. Duljina putanje koju bi robot pre²ao uzastopnim gibanjem od trenutne po-zi
ije (x(i), y(i)) preko nove izlazne to£ke sve do 
ilja, usko je povezana s vrijedno²¢u
φ(x(i), y(i)). Stoga je najve¢i broj zaustavljanja ograni£en s

M = ⌈2φ(x(i), y(i))
dpolje

⌉. (6.38)6.5 Eksperimentalni rezultatiImplementa
ija pomi£nog horizonta testirana je u prostoru predstavljenim mreºastomkartom zauze¢a. Iako je u dosada²njim ilustra
ijama bio kori²ten diskretizirani skupbrzina Vd s 35 parova (7 rota
ijskih brzina i 5 transla
ijskih), to za izvo�enje algo-ritma predstavlja zahtjevan vremenski izra£un. U trenutnoj implementa
iji iznosi do50% trajanja vremenskog intervala (50 ms). Testiranja algoritma pokazuju vrlo dobrerezultate s najmanjim skupom Vd koji uklju£uje samo rubne i trenutne brzine, odnosnoza devet parova brzina. Tada je srednje vrijeme izra£una, utro²eno na ra£unanje svihostvarivih trajektorija i optimiza
iju funk
ije J∗, 5 ms, a najve¢e vrijeme izra£una 14ms. U testovima je zadana samo pozi
ija 
ilja, a orijenta
ija je proizvoljna. Zadana
iljna orijenta
ija u ovoj implementa
iji ostvaruje se samo dodatnim zakretom na 
iljnojpozi
iji. Algoritam prekida izvo�enje kada odabere v∗(0) = 0, a nalazi se unutar krugapola polumjera robota od 
ilja. Dakle, ne £eka se zavr²etak pro
edure zakreta i dolaskau izlaznu to£ku - 
ilj. U tabli
ama 6.1 i 6.2 dani su parametri koje koristi algoritam:najve¢a transla
ijska i rota
ijska brzina vmax i ωmax, najve¢e promjene brzina ∆vmaxi ∆ωmax, trajanje jednog vremenskog intervala ∆t, duljina horizonta T , najve¢i kori-²teni domet senzora Smax, broj upravlja£kih vrijednosti u diskretiziranom skupu Vd,polumjer robota rr i ²irina polja epolje. Izvedena su dva testa algoritma. Prvi je testTabli
a 6.1. Kinemati£ka i dinami£ka ograni£enja robota
vmax [mm/s℄ ωmax [◦/s℄ ∆vmax [mm/s℄ ∆ωmax [◦/s℄ ∆t [s℄

600 100 30 10 0.1



176 Poglavlje 6. Planiranje gibanja zasnovano na pomi£nom horizontuTabli
a 6.2. Vrijednosti parametara kori²tenih u implementa
iji pomi£nog horizonta
T [intervali℄ Smax [mm℄ |Vd| rr [mm℄ epolje [mm℄

50 3000 9 260 100izveden u prostoru u kojem su prepreke gusto raspore�ene, tako da na nekim mjestimarobot ima slobodu gibanja unutar samo jednog polja, slika 6.10. Start i 
ilj odabrani sutako da se robot po£etno mora udaljavati od 
ilja. Sve su prepreke upisane u mreºastukartu zauze¢a i tijekom 
ijelog gibanja robota kroz prostor nema nikakvih promjena.
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Slika 6.10. Trajektorija robota u prvome testu.Odvoºena je trajektorija robota glatka i niti na jednom mjestu ne prolazi kroz prepreku,²to je osigurano postupkom opisanom u 6.3.1. Iako od algoritma nije zahtijevano to£nopozi
ioniranje u 
ilju, zavr²na to£ka trajektorije u ovom testu udaljena je 0.6 mm od po-zi
ije 
ilja. Pro�l brzina dan je na sli
i 6.11. Najve¢a transla
ijska brzina ostvarena je usvim dijelovima prostora u kojima robot ne mora naglo skretati. Na sli
i 6.12 prikazanesu vrijednosti funk
ije J∗ po svakoj to£ki trajektorije. Vidljivo je da vrijednosti funk
ije
J∗ nikada ne rastu pove¢anjem vremenskog koraka. Na sli
i 6.13 prikazan je uve¢anidio odvoºene trajektorije. Streli
e predstavljaju pokaziva£e algoritma D*, a kvadrati¢iputanju koja je odre�ena algoritmom D* od starta do 
ilja. To£ke na trajektoriji oz-na£avaju pozi
iju robota u vremenskim trenu
ima prora£una upravlja£kih vrijednosti.Gu²¢e to£ke upu¢uju na sporije gibanje robota.Drugi test izveden je u prostoru u kojem se nalaze tri skupine nepoznatih prepreka,
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t [s℄Slika 6.12. Vrijednosti funk
ije J∗ u to£kama trajektorije prvog testa.ozna£ene na sli
i 6.14. Ini
ijalna optimalna putanja prolazi kroz nepoznatu prepreku1. Robot otkriva nepoznatu prepreku svojim senzorom kada joj se pribliºi na udaljenost

Smax. Informa
ije o novoj zauzetosti upisujuju se u mreºastu kartu zauze¢a. Vrijednosti
ijena g∗ aºuriraju se minimalnom broju £vorova algoritmom D* i preusmjeravaju sepokaziva£i tako da tvore nove optimalne putanje iz svakog £vora do 
ilja. Nepoznataprepreka 2 nalazi se na novom optimalnoj putanji i ponovo se aºuriraju 
ijene g∗ i po-kaziva£i. Zadnja promjena u ovom testu je otkrivanje prepreke 3. Promjene 
ijena zbognepoznatih prepreka vidljive su u skokovitim porastima vrijednosti funk
ije J∗ na sli
i6.15. Nad svakim skokom u vrijednosti J∗ nazna£ena je prepreka koja ga je uzrokovala.Nakon skoka u vrijednosti J∗ u daljnjim kora
ima vrijednost J∗ nikada ne raste (donovog skoka zbog promjene u prostoru). Za svaku promjenu u prostoru algoritam sepona²a kao da je u tom trenutku po£eo ra£unati, osim ²to mu po£etna brzina nije 0 negoneka trenutna. Pro�l brzina dan je na sli
i 6.16. Najve¢a mogu¢a transla
ijska brzinaostvarena je u svim slobodnim dijelovima prostora udaljenijim od prepreka. Vidljivo
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Slika 6.13. Trajektorija robota u prvom testu (uve¢ano) s pokaziva£ima i putanjom algoritmaD*.
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Slika 6.14. Trajektorija robota u prostoru s tri skupine nepoznatih prepreka.je da je u svim trenu
ima replaniranja transla
ijska brzina ostala na najve¢oj mogu¢ojvrijednosti. Na sli
i 6.17 prikazan je uve¢ani dio prostora u blizini prepreke 1 u tre-nutku prije otkrivanja prepreke. Ostvarive trajektorije prikazane su bojama premaparametru T0, kao i na sli
i 6.4, a optimalna trajektorija prikazana je svjetloplavim
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t [s℄Slika 6.16. Pro�l brzina robota u drugom testu s nazna£enim trenu
ima replaniranja.zvjezdi
ama. Optimalna putanja prikazana je kvadrati¢ima, a streli
e predstavljaju po-kaziva£e algoritma D*. Trenutni poloºaj robota ozna£en je s R. U sljede¢em je korakurobot otkrio prepreku 1 svojim senzorom, slika 6.18. Crne trajektorije predstavljaju onekoje ne zadovoljavaju uvjet (6.20) zbog promjena 
ijena u prostoru. Valja primijetiti,iako nova putanja nakon replaniranja zbog prepreke 1 prolazi kroz uski prolaz izme�udviju prepreka, da robot odabire trajektoriju u skladu s ograni£enjima, koja ima naj-ve¢u brzinu i prolazi kroz ²iri slobodni prostor. Pra¢enje optimalne putanje zahtijevalobi zaustavljanje, zakretanje u smjeru optimalne putanje i dalje nastavljanje gibanjem,²to u ovom slu£aju i prema kriterijskoj funk
iji (6.14) nije optimalno rje²enje. Ovaj testpokazuje da je algoritam e�kasan i u dinami£kim prostorima. Odvoºena je trajektorijaglatka i zaobilazi nepoznate prepreke. Zavr²na to£ka trajektorije udaljena je 0.4 mm odpozi
ije 
ilja.Za uspje²nost algoritma u dinami£kim prostorima mora vrijediti pretpostavka da
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Slika 6.17. Trajektorija robota u trenutku k, prije otkrivanja prepreke 1.
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Slika 6.18. Trajektorija robota u trenutku k + 1, nakon replaniranja zbog prepreke 1.



6.6. Saºetak 181se promjene doga�aju najvi²e jednom u vremenskom koraku tako da ih senzor moºeotkriti. Budu¢i da algoritam D* ima sposobnost brzog replaniranja, prostor se moºesvaki vremenski korak smatrati stati£nim. U dinami£kim prostorima nije mogu¢e jam£itikonvergen
iju gibanja do 
ilja u kona£nom vremenu. Algoritam D* samo uzima u obzirmogu¢e putanje u svakom koraku, i tako postoji mogu¢nost da zapne u alterniraju¢emotvaranju i zatvaranju mogu¢ih putanja do 
ilja.6.6 SaºetakU ovom je poglavlju predloºen algoritam planiranja gibanja pomo¢u upravljanja po-mi£nim horizontom. Predloºena je kriterijska funk
ija J∗ koja objedinjuje algoritamdinami£kog prozora i algoritam D*. Kriterijska se funk
ija J∗ minimizira po unaprijedsloºenim ostvarivim trajektorijama dinami£kog prozora s obzirom na trenutno stanjerobota i njegova ograni£enja, a vrijednosti kriterijske funk
ije ra£unaju se prema vri-jednostima naviga
ijske funk
ije u to£kama trajektorija dobivene interpola
ijom 
ijenaalgoritma D*. U svakom diskretnom trenutku izvodi se optimiza
ija kriterijske funk
ije
J∗ za T vremenskih intervala. Primjenjuje se samo prvi £lan prora£unane optimalneupravlja£ke sekven
e duljine T . De�niranjem ostvarivih trajektorija dinami£kog prozoras odgovaraju¢im pro�lom brzina, odnosno upravlja£kim sekven
ama, omogu¢eno je dau sljede¢em koraku optimiza
ije postoji barem jedna ostvariva trajektorija koja ¢e sma-njiti iznos kriterijske funk
ije. Za predloºeni je algoritam planiranja gibanja dokazanaasimptotska stabilnost 
iljne to£ke kori²tenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti, gdje jekriterijska funk
ija J∗ iskori²tena kao Ljapunovljeva funk
ija. Dodatno, odre�ivanjemkontinuirane naviga
ijske funk
ije jednostavnim postupkom interpola
ije, omogu¢enoje da trajektorije konvergiraju pravom optimalnom rje²enju. Kontinuirana naviga
ij-ska funk
ija odre�uje se samo u to£kama ostvarivih trajektorija robota ²to omogu¢ujeizvr²avanje algoritma u stvarnom vremenu i u slu£aju promjena u prostoru. Eksperi-mentalni rezultati potvr�uju o£ekivane prednosti ovoga algoritma planiranja gibanja iza smanjen skup diskretnog prostora brzina. Algoritam pokazuje dobre rezultate i udinami£kim prostorima pod pretpostavkom da su promjene spore dinamike.





Poglavlje 7
Zaklju£ak

U ovom su radu istraºeni algoritmi planiranja gibanja autonomnih mobilnih robota udinami£kim i nepoznatim unutarnjim prostorima. Istraºivanja su posebno bila usmje-rena razvoju algoritama koji su prikladni za rad u stvarnom vremenu i koji osiguravajuu£inkovito gibanje robota u velikim unutarnjim prostorima uz zajam£eno izbjegavanjegibaju¢ih prepreka u prostoru. Problem planiranja gibanja razloºen je na dva glavnapotproblema: (1) planiranje geometrijskih putanja robota i (2) generiranje trajektorijegibanja robota radi osiguranja dobrog slije�enja geometrijske putanje robota, po²tuju¢injegova kinemati£ka i dinami£ka ograni£enja i raspored prepreka u njegovoj okolini.U kontekstu planiranja geometrijskih putanja robota u poznatim prostorima, ali smogu¢no²¢u pojave nepoznatih stati£kih i dinami£kih prepreka u njima, istraºeni sualgoritmi zasnovani na pretraºivanju mreºastih karata zauze¢a. Posebno su istraºenialgoritmi D* i FD* jer imaju svojstvo dinami£kog planiranja putanje, tj. jer omogu¢ujupromjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama u prostoru. Me�utim, algo-ritmi planiranja putanje zasnovani na mreºastim kartama zauze¢a imaju dva zna£ajnanedostatka: (1) dobivena je putanja sastavljena od niza povezanih linijskih segmenatas promjenama u orijenta
iji segmenata koje su vi²ekratni
i od 45◦ i (2) ra£unski su pre-vi²e zahtjevni za planiranje putanje u velikim prostorima. Prvi se nedostatak odraºavau potrebi za znatnim usporavanjem (£esto i zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robotazbog skokovitih promjena orijenta
ije pri prelasku s pra¢enja jednog linijskog segmentaputanje na drugi. S 
iljem rje²avanja toga problema, u ovom je radu razvijen algoritamplaniranja putanje, nazvan dvosmjernim algoritmom D*. Razvijeni algoritam izra£u-nava najkra¢u putanju u geometrijskom prostoru na osnovi mreºaste karte zauze¢a, pri£emu orijenta
ije segmenata putanje nisu vi²ekratni
i 45◦ ve¢ su proizvoljne. Algori-tam naslje�uje svojstvo dinami£kog planiranja putanje od algoritma D*. Razvijeni jealgoritam provjeren eksperimentalno i uspore�en sa standardnim algoritmom D* podistim uvjetima. Eksperimentima su potvr�ene o£ekivane prednosti razvijenog algoritmaplaniranja putanje.Problem planiranja putanje u velikim unutarnjim prostorima, primjeri
e prostorima183



184 Poglavlje 7. Zaklju£aksastavljenima od vi²e katova ili £ak vi²e zgrada, rije²en je hijerarhijskom apstrak
ijomprostora. Izvedena je nova hijerarhijska organiza
ija karte prostora kojom je osiguranooptimalno horizontalno (u jednom katu) i vertikalno planiranje putanje (izme�u katovazgrade). Razvijena je metoda automatske izgradnje takve hijerarhijske karte iz mreºastekarte zauze¢a. Metoda jam£i konzistentnost stvorene hijerarhije i omogu¢uje optimalnohijerarhijsko planiranje putanje u dinami£kim prostorima. Nadalje, razvijen je hijerar-hijski algoritam planiranja putanje, nazvan FHD*, koji osigurava optimalnost putanje ipobolj²ava dinami£ke karakteristike Cagigasova hijerarhijskog algoritma D*. Zna£ajnosu smanjeni vrijeme izra£una, 
ijena puta i utro²ak memorije. Razvijena je strategijaoptimalnog postavljanja tzv. mosnih £vorova izme�u kojih su izra£unani predodre�enipar
ijalni putovi, £ime je postignuto znatno ubrzanje pro
esa planiranja. Uspje²nostalgoritma FHD* usko je povezana s hijerarhijskom kartom, koja koristi znatno manjepar
ijalnih putova izme�u mosnih £vorova od Cagigasova algoritma i time ²tedi memo-riju. Eksperimentima je potvr�ena o£ekivana prednost razvijenog algoritma FHD*.Problem planiranja geometrijske putanje dodatno se usloºnjava ako se mobilni robotmora autonomno gibati u nepoznatome prostoru, tj. u prostoru za koji mu karta nijedostupna. Taj se problem naziva problemom istraºivanja prostora. S 
iljem rje²avanjatoga problema razvijen je algoritam istraºivanja poligonalnog prostora, kao pro²irenjeEkmanova algoritma istraºivanja. Razvijenim su algoritmom istraºivanja uklonjenastroga ograni£enja izvornog Ekmanova algoritma koji pretpostavlja idealnu lokaliza
ijurobota i idealni senzor udaljenosti. Razvijeni algoritam naslje�uje svojstvo konver-gen
ije izvornog algoritma, a stvorena karta prostora objedinjuje utje
aj nesigurnostisenzorskih o£itanja i poloºaja mobilnog robota, £ime je postignuta konvergen
ija al-goritma istraºivanja u realnim uvjetima. Eksperimentalnim rezultatima na stvarnomrobotu potvr�ene su prednosti razvijenog algoritma istraºivanja nad izvornim Ekmano-vim algoritmom.U kontekstu generiranja trajektorija gibanja istraºeni su algoritmi slije�enja putanjei izbjegavanja prepreka. Algoritmi izbjegavanja prepreka podloºni su problemu lokalnogminimuma pa ih je potrebno kombinirati s algoritmom planiranja globalne geometrij-ske putanje. Opisane su metode slije�enja isplanirane putanje zasnovane na algoritmudinami£kog prozora koje prora£unavaju mogu¢e trajektorije s obzirom na kinemati£kai dinami£ka ograni£enja robota. Uveden je kriterij objedinjavanja algoritma planiranjaputanje i algoritma dinami£kog prozora, prema kojemu se uspore�uju trajektorije dina-mi£kog prozora s globalnom putanjom. Razvijenim objedinjenim algoritmom planiranjagibanja jam£i se sigurno gibanje robota do globalnog 
ilja u prisustvu stati£kih prepreka.Algoritam je zatim pro²iren tako da osigurava sigurno i glatko gibanje i me�u gibaju¢impreprekama, uz pretpostavku da najve¢e brzine gibaju¢ih prepreka nisu ve¢e od najve¢ebrzine robota. Gibanje prepreka predstavljeno je gibanjem zauzetih gibaju¢ih polja umreºastoj karti zauze¢a. Predvi�ene trajektorije svakog gibaju¢eg polja kori²tene suu pro
jeni to£ke sudara s trajektorijama dinami£kog prozora. Eksperimentima je po-tvr�ena u£inkovitost razvijenog objedinjenog algoritma planiranja gibanja. Dodatno,



185ostvareno je u£inkovito gibanje vi²e robota koji su upravljani pro²irenim objedinjenimalgoritmom bez uvo�enja prometnih pravila i uz pretpostavku da svaki robot zna zad-nju odluku drugih robota. Nadalje, da bi pro²ireni objedinjeni algoritam planiranjagibanja bio primjenjiv u dugotrajnom gibanju robota kroz prostor popunjen mnogimgibaju¢im preprekama uvedena je strategija koja rje²ava problem zastoja u uskim prola-zima. Zastoj se javlja u situa
ijama kada se robot i neka gibaju¢a prepreka (npr. drugirobot ili £ovjek) sretnu u uskom prolazu i jedno drugom onemogu¢e nastavak gibanjaprema 
ilju. Uz pretpostavku najstroºeg uvjeta, tj. da robot s gibaju¢im preprekama nemoºe komuni
irati ve¢ njihovo pona²anje opaºa samo svojim per
ep
ijskim senzorima,razvijena je strategija sprje£avanja zastoja zasnovana na kon
eptu sprje£avanja zastojau ethernet mreºama. Uspje²nost razvijene strategije provjerena je eksperimentima nastvarnom robotu.U zavr²nom je poglavlju rada opisan integrirani algoritam planiranja gibanja mo-bilnog robota koji osigurava konvergen
iju gibanja robota prema zadanoj 
iljnoj pozi-
iji. Razvijeni se algoritam planiranja gibanja zasniva na kon
eptu pomi£nog horizonta.Uvedena je takva kriterijska funk
ija koja objedinjuje unaprijed sloºene trajektorije di-nami£kog prozora i naviga
ijsku funk
iju izvedenu iz 
ijena algoritma D*. Uvedenomkriterijskom funk
ijom osigurano je da u sljede¢em koraku optimiza
ije postoji baremjedna ostvariva trajektorija koja ¢e smanjiti iznos kriterijske funk
ije. Za razvijeni jealgoritam planiranja gibanja dokazana asimptotska stabilnost 
iljne to£ke kori²tenjemLjapunovljeve analize stabilnosti. Eksperimentima su potvr�ena o£ekivana svojstvaovoga algoritma planiranja gibanja, kao i mogu¢nost njegova izvr²avanja u stvarnomvremenu u slu£aju promjena u prostoru.





Dodatak A
Opis mobilnog robota PIONEER3-DX

Prijenosno
računalo

Stereo
kamera

Laserski
senzor

Senzor kutne
brzine kotača
(enkoder)

Odbojnici

Ultrazvučni
senzori

Slika A.1. Mobilni robot PIONEER 3-DX.Mobilna platforma PIONEER 3-DX kori²tena u svim eksperimentima prikazana jena sli
i A.1. Kretanje omogu¢uju dva pogonska kota£a, koje pokre¢u dva nezavisnaelektromotora. Zahvaljuju¢i tome ovakav robot posjeduje svojstvo holonomi£nosti, tj.mogu¢nost okretanja u mjestu. Tre¢i kota£ je kastorski kota£, koji osigurava stati£kustabilnost. Maksimalna linearna brzina robota je 1.6 m/s. Na osovine pogonskih kota£augra�eni su enkoderi. Oni omogu¢uju odre�ivanje prije�enog puta na temelju podatakao zakretu osovine kota£a. Za²titu pri sudaru robotu pruºaju odbojni
i, tj. kontaktniprekida£i koji signaliziraju dodir tijela robota s okolinom. Ultrazvu£ni senzori � sonariraspore�eni su u dva polukruºna polja smje²tena na prednjoj i straºnjoj strani plat-forme. Iznad sonarskih polja montiran je laserski senzor udaljenosti (engl. laser range�nder, LRF), koji se vrlo dobro moºe nadopunjavati sa sonarima za potrebe npr. lo-187



188 Dodatak A. Opis mobilnog robota PIONEER 3-DXkaliza
ije i izbjegavanja prepreka. Njegove prednosti su vrlo visoka pre
iznost i kutnarazlu£ivost, znatno ve¢i domet od sonara, te vrlo velika brzina rada i vrlo mali brojlaºnih o£itanja. S druge strane nedostat
i su mu ²to pokriva samo vrlo tanku plohuu prostoru i ne moºe detektirati opti£ki prozirne objekte. Robot je tako�er oprem-ljen i elektroni£kim kompasom, £iji je osnovni problem osjetljivost na vanjske smetnje.Pogonski su motori i senzori (osim laserskog senzora udaljenosti i kamera) upravljaniSiemens-ovim C166 mikrokontrolerom s P2OS ugradbenim opera
ijskim sustavom zarad u stvarnom vremenu. Sve upravlja£ke ak
ije vi²e razine odvijaju se na prijenosnomra£unalu postavljenom na robotsku platformu, pod Linux opera
ijskim sustavom.
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Saºetak
U ovom je radu istraºen problem planiranja gibanja autonomnih mobilnih robota udinami£kim i nepoznatim unutarnjim prostorima s posebnim naglaskom na algoritmeprikladne za rad u stvarnom vremenu koji osiguravaju u£inkovito gibanje robota uzzajam£eno izbjegavanje gibaju¢ih prepreka u prostoru. Razvijen je algoritam planira-nja geometrijske putanje zasnovan na mreºastoj karti zauze¢a koji izra£unava najkra¢uputanju u geometrijskom prostoru. Razvijen je algoritam izgradnje hijerarhijske karteprostora te algoritam hijerarhijskog planiranja putanje £ime je osigurano planiranje gi-banja mobilnog robota u stvarnom vremenu u velikim unutarnjim prostorima. Problemplaniranja gibanja mobilnog robota u nepoznatim prostorima rije²en je razvijenim algo-ritmom istraºivanja prostora kojime je postignuta konvergen
ija algoritma istraºivanjau realnim uvjetima. Opisane su metode slije�enja isplanirane putanje, zasnovane naalgoritmu dinami£kog prozora, koje prora£unavaju mogu¢e trajektorije s obzirom na ki-nemati£ka i dinami£ka ograni£enja robota. Uveden je kriterij objedinjavanja algoritmaplaniranja putanje i algoritma dinami£kog prozora. Razvijenim objedinjenim algorit-mom planiranja gibanja osigurano je sigurno i glatko gibanje bez zastoja me�u stati£kimi gibaju¢im preprekama. Naposlijetku, razvijen je algoritam planiranja gibanja zasno-van na kon
eptu pomi£nog horizonta, za koji je dokazana asimptotska stabilnost 
iljneto£ke kori²tenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti. Svi su predloºeni algoritmi testiranisimula
ijski i eksperimentalno na stvarnom robotu.Klju£ne rije£i:mobilni robot, planiranje putanje, hijerarhijska apstrak
ija prostora, hijerarhij-sko planiranje, istraºivanje prostora, planiranje gibanja, izbjegavanje prepreka,izbjegavanje gibaju¢ih prepreka
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Abstra
tMotion planning of autonomous mobile robots in dynami
and unknown indoor environmentsThis thesis fo
uses on the problem of path planning for autonomous mobile robotsin dynami
 and unknown indoor environment. Spe
ial emphasis is set on algorithmssuitable for real-time appli
ations whi
h should ensure the e�
ient movement of a robotwith guaranteed moving obsta
les avoidan
e in the environment. A path planning al-gorithm based on the grid map that 
al
ulates the shortest path in the geometri
 spa
eis proposed. An algorithm of automati
 
reation of the hierar
hi
al graph is propo-sed together with the hierar
hi
al path planning algorithm suitable for mobile robot'smotion in real-time in a 
omplex indoor environment. The problem of motion plan-ning of mobile robot in unknown environment is solved by the proposed explorationalgorithm, by whi
h 
onvergen
e of the exploration task in real terms is a
hieved. Thepath following methods based on dynami
 window approa
h are 
onsidered, whi
h takeinto a

ount kinemati
 and dynami
 
onstraints of the robot. The 
riterion for integra-tion of the path planning algorithm and the dynami
 window algorithm is introdu
ed.The integrated motion planning algorithm is proposed whi
h ensures a safe and smoothmotion among moving obsta
les. Finally, the motion planning algorithm based on the
on
ept of re
eding horizon 
ontrol is proposed, for whi
h asymptoti
 stability of thegoal point is proven via Lyapunov stability analysis. All proposed algorithms are testedby simulation and experimentally on a real robot in laboratory environments.Keywords:mobile robot, path planning, hierar
hi
al abstra
tion of spa
e, hierar
hi
al plan-ning, exploration, motion planning, obsta
le avoidan
e, moving obsta
les avo-idan
e
199





�ivotopis
Marija �akulovi¢ (ro�ena Seder) ro�ena je 18. svibnja 1981. u Zagrebu. Maturiralaje 1999. godine u prirodoslovno matemati£koj V. Gimnaziji u Zagrebu. Studij na Fa-kultetu elektrotehnike i ra£unarstva u Zagrebu zapo£ela je 1999. godine. Godine 2001.upisala je smjer automatika, te joj je 2002. Fakultetsko vije¢e odobrilo zavr²etak stu-dija s naglaskom na znanstvenoistraºiva£kom radu pod mentorstvom prof.dr.s
 IvanaPetrovi¢a u podru£ju mobilne robotike. Dobitni
a je nagrade Fakulteta Josip Lon£arza osobit uspjeh na drugoj i £etvrtoj godini dodiplomskog studija i rektorove nagradeza studentski rad na petoj godini dodiplomskog studija. Diplomirala je u svibnju 2004.godine. Od srpnja 2004. godine radi na Zavodu za automatiku i ra£unalno inºenjerstvoFakulteta elektrotehnike i ra£unarstva kao znanstveni novak. Glavno podru£je nje-nog znanstvenog interesa je mobilna robotika (posebno planiranje putanje, izbjegavanjeprepreka i planiranje gibanja). Kao asistent sudjeluje u nastavi na Fakultetu iz pred-metâ Automatsko upravljanje, Ra£unalno upravljanje sustavima i Laboratorij i vje²tineMatlab. Odrºava te£ajeve za programiranje programirljivih logi£kih kontrolera tvrtkeSiemens.

201





Curri
ulum Vitae
Marija �akulovi¢ (born Seder) was born on May 18, 1981 in Zagreb, Republi
 of Croatia.She graduated in 1999 at the High s
hool of natural s
ien
es and mathemati
s in Zagreb.She enroled the Fa
ulty of Ele
tri
al Engineering and Computing in 1999, where in2001 she took her spe
ialization in the �eld of automati
 
ontrol. In 2002 the Fa
ulty
oun
il a

epted her study 
ompletion with emphasis on s
ienti�
 resear
h under thesupervison of prof. Ivan Petrovi¢ in the �eld of mobile roboti
s. She re
eived the JosipLon£ar award for outstanding results in the se
ond and fourth year of undergraduatestudy, and the Vi
e-
han
ellor award for student work in the �fth year of undergraduatestudy. She re
eived the M.S
. degree in Ele
tri
al Engineering from the Fa
ulty ofEle
tri
al Engineering and Computing (FER Zagreb), University of Zagreb, Croatia inMay, 2004. In the same year in July she joined the Department of Control and ComputerEngineering at FER Zagreb as a resear
h assistant. Her main resear
h interest are inthe �eld of mobile roboti
s (espe
ially path planning, obsta
le avoidan
e and motionplanning). She is a tea
hing assistant in the following undergraduate 
ourses: Automati
Control, Computer-Controlled Systems and Laboratory and Skills - Matlab. As a partof an ongoing FER and Siemens 
ollaboration she holds 
ourses on programmable logi

ontrollers and their appli
ation.

203


	Uvod
	Planiranje putanje u poznatim dinamičkim prostorima
	Definicija procesa pretraživanja prostora stanja
	Prostor mobilnog robota kao graf
	Skupovi i liste
	Mrežaste karte zauzeća
	Definicije grafa

	Pregled algoritama planiranja putanje u grafu
	Algoritam A*
	Algoritam D*
	Fokusirani algoritam D*
	Witkowskijev algoritam
	Usporedba algoritma FD* i Witkowskijeva algoritma

	Dvosmjerni algoritam D* dinamičkog planiranja putanje
	Određivanje najkraće putanje u binarnoj mrežastoj karti zauzeća
	Algoritam DD* za izračunavanje najkraće putanje u grafovima s proizvoljnim težinama
	Dinamičko planiranje algoritmom DD*
	Eksperimentalni rezultati

	Sažetak

	Hijerarhijsko planiranje putanje
	Hijerarhijska karta
	H-graf
	Kategorije čvorova i njihova svojstva
	Parcijalne putanje
	Modeliranje prostora H-grafom

	Hijerarhijski algoritam D*
	Inicijalno planiranje putanje
	Dinamičko planiranje putanje
	Diskusija

	Fokusirani hijerarhijski algoritam D*
	Optimalno postavljanje mosnih čvorova
	Organizacija hijerarhije
	Usmjeravanje hijerarhijskog pretraživanja oko optimalne putanje
	Inicijalno planiranje putanje
	Dinamičko planiranje putanje

	Automatska izgradnja hijerarhijske karte
	Izdvajanje uskih prolaza
	Određivanje pozicije mosnih čvorova
	Određivanje soba
	Organiziranje viših razina hijerarhijske apstrakcije

	Eksperimentalni rezultati
	Sažetak

	Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorima
	Pregled strategija istraživanja nepoznatih prostora
	Strategija promatrača
	Ekmanova strategija

	Izdvajanje linijskih segmenata iz senzorskih mjerenja
	Početna procjena linijskih segmenata
	Grupiranje točaka
	Modeliranje šuma točke senzorskog mjerenja
	Otežana metoda pronalaženja linijskog segmenta
	Procjena matrice kovarijanci linija
	Spajanje sličnih linijskih segmenata

	Algoritam istraživanja nepoznatog prostora
	Kriterij odabira sljedeće mjerne pozicije
	Određivanje poligona mjerenja iz linijskih segmenata

	Eksperimentalni rezultati
	Sažetak

	Slijeđenje putanje i izbjegavanje prepreka
	Kinematički model mobilnog robota s diferencijalnim pogonom
	Slijeđenje putanje zasnovano na dinamičkom prozoru
	Algoritam dinamičkog prozora
	Objedinjavanje algoritma FD* i dinamičkog prozora

	Izbjegavanje sudara s gibajućim preprekama
	Određivanje pozicije sudara s gibajućim poljima
	Planiranje putanje oko točke sudara
	Primjena sigurnosne maske cijena
	Eksperimentalni rezultati

	Izbjegavanje zastoja u uskim prolazima
	Strategija izbjegavanja zastoja
	Testiranje strategije izbjegavanja zastoja

	Sažetak

	Planiranje gibanja zasnovano na pomičnom horizontu
	Pojmovi stabilnosti
	Test stabilnosti

	Navigacijska funkcija
	Interpolacija cijene putanje

	Ostvarive trajektorije dinamičkog prozora
	Provjera sudara pomoću mrežaste karte zauzeća

	Optimizacija pomičnim horizontom uračunavajući ograničenja
	Stabilnost upravljanja pomičnim horizontom

	Eksperimentalni rezultati
	Sažetak

	Zaključak
	Opis mobilnog robota PIONEER 3-DX
	Literatura
	Sažetak
	Abstract
	Životopis
	Curriculum Vitae

