Modeliranje korelacija financijskih vremenskih nizova
zasnovano na latentnim faktorima

Papak, Mate

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Electrical Engineering and Computing / SveuciliSte u Zagrebu, Fakultet
elektrotehnike i racunarstva

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/um:nbn:hr:168:722699

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-21

Repository / Repozitorij:

FER Repository - University of Zagreb Faculty of
Electrical Engineering and Computing repozitory

AN

zir.nsk.hr

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:168:722699
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.fer.unizg.hr
https://repozitorij.fer.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/fer:12616
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/fer:12616
https://dabar.srce.hr/islandora/object/fer:12616

SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE | RACUNARSTVA

ZAVRSNI RAD br. 1639

MODELIRANJE KORELACIJA FINANCIJSKIH VREMENSKIH
NIZOVA ZASNOVANO NA LATENTNIM FAKTORIMA

Mate Papak

Zagreb, lipanj 2024.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE | RACUNARSTVA

ZAVRSNI RAD br. 1639

MODELIRANJE KORELACIJA FINANCIJSKIH VREMENSKIH
NIZOVA ZASNOVANO NA LATENTNIM FAKTORIMA

Mate Papak

Zagreb, lipanj 2024.



SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE | RACUNARSTVA

Zagreb, 4. ozujka 2024.

ZAVRSNI ZADATAK br. 1639

Pristupnik: Mate Papak (0036543707)

Studij: Elektrotehnika i informacijska tehnologija i Racunarstvo

Modul: Racunarstvo

Mentor: doc. dr. sc. Stjepan Begusié

Zadatak: Modeliranje korelacija financijskih vremenskih nizova zasnovano na latentnim
faktorima

Opis zadatka:

U sklopu ovog zavr§nog rada potrebno je razmotriti problem procjene i predvidanja korelacijskih koeficijenata
parova vremenskih nizova povrata financijskih imovina, te standardne procjenitelje kao Sro je uzoracki
Pearsonov korelacijski koeficijent. Potom je potrebno razviti model financijskih vremenskih nizova zasnovan na
latentnim faktorima, kao i algoritme za procjenu koeficijenata faktorskog modela iz podataka. Takoder je
potrebno razviti i pristup zasnovan na strojnom ucenju za predvidanje buduéih vrijednosti koeficijenata
faktorskog modela. Poseban naglasak potrebno je staviti na integraciju predvidenih matrica korelacije u matrice
kovarijance financijskih vremenskih nizova, te razviti okvir za usporedbu tako sastavljenih matrica kovarijance.
Razvijene metode potrebno je primijeniti na povijesnim trziSnim podatcima i provesti statisticku analizu
rezultata.

Rok za predaju rada: 14. lipnja 2024.



Zahvaljujem se svom mentoru doc. dr. sc. Stjepanu Begusicu na savjetima i pomoci pri

pisanju rada, te obitelji i prijateljima koji su bili uz mene za vrijeme studiranja.



Sadrzaj

VO ettt et h ettt s bttt e a e b et e it e s bt et e et e bt et et e naeenee 1
1. Modeliranje multivarijatnih financijskih vremenskih nizova..........cccccccoevvvieinieeennen. 3
1.1.  Financijski vIemensKi NIZOVI........cceevuieeriiieeiiiieeiiieeiieeeieeeereeesreeesreeesveeesvee e 3
1.2.  Portfelj minimalne VArijance ..........ccoeeveevieeriieeiieeniieeieeneeeieesiee e seeeeveesee e e 7
1.3.  Problem inverza kovarijacijske MatriCe ...........cceeovverirevuienieenienieeiieeieenieeeieens 10
1.4, Faktorski model.........cooiiiiiiiiie e 12
2. Modeli za procjenu i predvidanje korelacijskih matrica ...........cccoevveiiiiniiiennnen. 16
2.1.  Procjena koeficijenata faktorskog modela.............cccccvvevieriiiniiniiieniecieeies 16
2.2.  Kovarijacijska matrica standardiziranih povrata ..........cccccceeeviierciieneenieeninennnenns 21
2.3.  Modeli za nadzirano ucenje korelacijskih matrica ..........cocceeveeniieiienieiniienes 22
2.4, IMPLEMENLACIIA ..oeeieiieiiieeiie ettt ettt ettt et e st e et e e ens 26
3 REZUIALI. ettt 28
3.1, KOTIStENT POAACT....eeeeiiieeiiieiiiie ettt ettt e e e rte e et eeeeaeesteeessaeeseseeennseeenns 28
3.2, Prediktivid MO .....oovieiiiiiiiie e 28
3.3. Mjere za evaluaciju predvidanja........c..ccoeeverierienienienieneneneeeeese e 30
3.4.  Evaluacija portfeljskih modela............coooviiviiiiiiiiiiiieeeeeee e, 32
3.5. Rezultati na skupu za ucenje (in-SAMPLe) ..........cccueeeeueeerciieeiiieeiieeeeeeeie e 32
3.6.  Rezultati na skupu za ispitivanje (0ut-of-Sample) ...........cccceeeveveeeeceenceeennennnnns 34
ZAKIJUCAK ..ottt ettt et e et e et e et e e enbeebeeenaeenneas 36
LIEEIATUTA ..ttt ettt e b e st e bt e s et e e s bt e et e e bt e e b e e eaeeeateas 37
SAZETAK ...ttt ettt ettt 38



Uvod

U dana$njem dinami¢nom financijskom okruZenju, tocna procjena i predvidanje financijskih
vremenskih nizova postaju klju¢ni izazovi u analizi trziSta. Financijski vremenski nizovi,
poput cijena dionica, predstavljaju nizove podataka koji se biljeze u redoslijedu vremena 1
¢ija analiza moze pruziti vrijedne uvide u kretanja trzista. Klju¢na karakteristika tih nizova
jenjihova inherentna volatilnost i kompleksnost, §to otezava precizne procjene i predvidanja.
Upravo je ova problematika sredi$nja tema ovog rada, koji se fokusira na metode za procjenu

i predvidanje korelacijskih koeficijenata medu vremenskim nizovima povrata dionica.

Korelacija u financijama oznacava stupanj do kojeg se dva ili viSe financijskih instrumenata
medusobno krecu. Dobra procjena tih korelacija je klju¢na za izgradnju uc¢inkovitih portfelja
1 razumijevanje medusobnih odnosa izmedu razlicitih financijskih instrumenata. Medutim,
standardni pristupi poput Pearsonovog korelacijskog koeficijenta, iako Siroko koriSteni,
¢esto nisu adekvatni za visoko-dimenzionalne financijske podatke, posebice kada se radi o
velikom broju instrumenata [1]. Uzoracki Pearsonov koeficijent moZze biti neprikladan za
procjenu nesingularne korelacijske matrice kod velikih portfelja, Sto je neophodno za

konstruiranje optimalnih portfelja.

Kako bi se prevladali ti izazovi, ovaj rad istrazuje naprednije metode procjene koje bolje
odgovaraju specifi¢nostima financijskih vremenskih nizova. Temeljni pristup je koriStenje
jednofaktorskog modela koji pretpostavlja da povrate dionica mozemo objasniti pomocu
jednog zajednickog latentnog faktora. Ovaj model omogucava konstrukciju pozitivno
definitnih korelacijskih matrica, §to je nuzno za izgradnju optimalnih portfelja. Modeliranje
povrata kroz jednofaktorski model pomaze u identificiranju skrivenih struktura u podacima,
¢ime se poboljSava razumijevanje kako razli¢ite dionice reagiraju na promjene ekonomskih

uvjeta.

Predvidanje bududih korelacija predstavlja dodatni izazov, ali je takoder od velike vaznosti
za investitore koji Zele optimizirati svoje portfelje. Tradicionalne statisti¢ke tehnike Cesto
nisu dovoljne za hvatanje sloZzenih uzoraka u povijesnim podacima. Stoga, u ovom radu ¢e
se koristiti metode strojnog ucenja koje imaju sposobnost prepoznavanja slozenih obrazaca

i predvidanja budu¢ih korelacija. Implementacijom algoritama strojnog uc¢enja nastojat ¢emo



predvidjeti kako ¢e se korelacije medu dionicama mijenjati u buduénosti, sto ¢e omoguditi

investitorima bolje planiranje i alokaciju kapitala.

Glavni ciljevi ovog rada su: prvo, istraziti problem procjene korelacijskih koeficijenata
pomocu standardnih metoda kao Sto je Pearsonov koeficijent; drugo, razviti jednofaktorski
model za financijske vremenske nizove i analizirati njegovu ucinkovitost; i trece, razviti
pristup zasnovan na strojnom ucenju za predvidanje buducih korelacija. Na kraju, rad ¢e se
fokusirati na integraciju predvidenih korelacija u matricu kovarijance kako bi se izgradili

optimalni portfelji s minimalnim rizikom.

Kroz ovu analizu i modeliranje, rad ¢e pruziti sveobuhvatan okvir za procjenu, predvidanje
i koriStenje financijskih korelacija u svrhu optimizacije portfelja, s posebnim naglaskom na
minimizaciju rizika. Implementacija 1 evaluacija razvijenih metoda provest ¢e se na
povijesnim podacima dionica, omogucujuci empirijsku analizu i validaciju predloZenih

pristupa.



1. Modeliranje multivarijatnih financijskih

vremenskih nizova

U ovom poglavlju razmotrit ¢e se temeljni koncepti financijskih vremenskih nizova, uloga i
znacaj korelacije u financijama, te uvesti teorijski okvir latentnih faktora i faktorskih modela,
s posebnim naglaskom na jednofaktorski model. Takoder ¢e se detaljno obraditi

matematicka podloga ortogonalnog faktorskog modela koriste¢i relevantnu literaturu [2].

1.1. Financijski vremenski nizovi

Financijski vremenski nizovi predstavljaju sekvence podataka prikupljenih u pravilnim
vremenskim intervalima, kao $to su dnevne cijene dionica, kamatne stope ili teajevi valuta.
Ovi nizovi odrazavaju povijesne performanse financijskih instrumenata i pruzaju osnovu za
analizu 1 predvidanje buducih kretanja. Klju¢no je razumjeti da su financijski vremenski
nizovi ¢esto podlozni sloZenim obrascima i visokim razinama volatilnosti, $to ¢ini njihovo
modeliranje izazovnim zadatkom. Na primjer, cijene dionica mogu pokazivati nepredvidive
skokove zbog neocekivanih trziSnih dogadaja, dok valute mogu fluktuirati u odgovoru na

ekonomske politike ili geopoliticke tenzije.

Jedan od glavnih izazova u radu s financijskim vremenskim nizovima je osigurati da se
modeli koji ih analiziraju ne koriste informacije iz buduénosti za predvidanje proslosti. To
je poznato kao problem "izlijevanja informacija", 1 moZe dovesti do nepravilnog
prilagodavanja modela i1 pretjeranog optimizma u prognozama. Stoga je klju¢no pazljivo

razdvojiti podatke za ucenje od onih za ispitivanje kako bi se osigurala valjanost modela.

Isjecak vremenskog niza koji prikazuje kretanje cijene jedne dionice Applea je prikazan
slikom Slika 1.1. No, u analizi financijskih vremenskih nizova, uobicajena praksa je raditi s
povratima dionica umjesto s njihovim apsolutnim cijenama. Povrati predstavljaju relativne
promjene cijena dionica i obi¢no su stacionarniji od cijena. Stacionarnost znaci da statisticka
svojstva kao §to su srednja vrijednost i varijanca ostaju priblizno jednaki kroz vrijeme, $to
olakSava modeliranje i analizu. Povrati takoder omogucuju usporedbu razlicitih dionica koje
mogu imati razli¢ite apsolutne cijene. Relativne promjene cijena dionica olakSavaju analizu

jer uklanjaju razlike u razmjerima.
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Slika 1.1 Graf cijene dionice AAPL kroz vrijeme

Matematicki, povrat dionice izmedu dva vremenska trenutka 7 i #+1 rac¢una se prema izrazu
(1). gdje je P; cijena dionice u trenutku ¢, a R, povrat u periodu ¢. Prebacivanjem cijena sa

slike Slika 1.1 u povrate, dobivamo graf na Slika 1.2.
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Slika 1.2 Graf povrata dionice AAPL kroz vrijeme
1.1.1. Varijanca

Varijanca je mjera disperzije podataka oko njihove srednje vrijednosti i kljucna je za
razumijevanje volatilnosti u financijskim vremenskim nizovima. Varijanca daje
kvantitativnu procjenu koliko su vrijednosti udaljene od prosjeka. Varijanca vektora
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populacije X je kao populacijski parametar definirana preko operatora oc¢ekivanja, prikazano

jednadzbom (2).
Var(X)=E(X?)-E(X)? )

Medutim, u praksi se Cesto radi s uzorcima, tj. podskupom cijele populacije. U takvim
slu¢ajevima, za procjenu populacijske varijance se koristi uzoracka varijanca. Uzoracka

varijanca se racuna pomoc¢u formule
- § ) (XX) 3)
3 n-1 i=1 ”

gdje je X srednja vrijednost uzorka, a n broj promatranja u uzorku.

Koristenje n— 1 umjesto » u nazivniku poznato je kao Besselova korekcija. Ovo se radi kako
bi se kompenzirala pristranost u procjeni varijance. Prilikom uzimanja uzorka, srednja
vrijednost uzorka X je procjena populacijskog o¢ekivanja, ali ona ne reflektira nuzno cijelu
populaciju, ve¢ samo njen dio. Oduzimanjem 1 od broja promatranja smanjujemo pristranost
1 osiguravamo da je procjena varijance konzistentnija i nepristrana, $to je klju¢no za ispravne

statisticke analize.

Radi jednostavnosti kasnijih racuna, pozeljno je da varijance svih instrumenata budu
zapisane u jednu strukturu. S obzirom na potrebe rada, koristit ¢e se dijagonalna matrica V

koja sadrZi varijance svih instrumenata na dijagonali, ostali elementi su 0.
1.1.2. Standardna devijacija

Jedan od problema s varijancom je njena izrazenost u kvadratnim jedinicama izvorne
varijable X. Na primjer, ako su cijene dionica izrazene u dolarima, varijanca ¢e biti izrazena
u kvadratnim dolarima, $to je teSko interpretirati. Kako bi se rijesio ovaj problem, koristi se
standardna devijacija iz jednadzbe (4). Standardna devijacija vra¢a mjerne jedinice natrag u
originalne jedinice varijable X, Sto omogucava lakSu interpretaciju Sirine distribucije

podataka. Za uzorak, standardna devijacija se procjenjuje preko (5).

o=/ VarX) 4



1 n =2
5= \/EZH X:X) )

U kontekstu financija, standardna devijacija je Cesto koriStena kao mjera volatilnosti dionica
ili portfelja, omogucujuéi investitorima bolje razumijevanje rizika povezanog s
varijabilno$¢u njihovih ulaganja. Dijagonalna matrica sa standardnim devijacijama na

dijagonali je ekvivalentna izrazu V2.
1.1.3. Kovarijanca

Kovarijanca mjeri zajedni¢ku varijaciju dviju varjjabli. U financijama je klju¢na za
razumijevanje kako se povrati razli¢itih dionica krecu zajedno. Matematicki, kovarijanca
izmedu dvije varijable X; i X> se definira kao o¢ekivana vrijednost odstupanja proizvoda od

njihovih srednjih vrijednosti. Za empirijske podatke, kovarijanca se procjenjuje formulom

1 P
CoviXy X2)= ) (Xieby, ooy (6)

L
gdje uxli Hy, predstavljaju srednje vrijednosti X; 1 X>. Formulom (7) se moze do¢i do

kovarijacijske matrice. Ovdje je X matrica dimenzija n xp (broj varijabli x broj stanja), a X
je vektor srednjih vrijednosti, gdje i-ti element predstavlja srednju vrijednost i-tog retka

matrice X.
1 —T _
:E(X_X) (xX-X) (7)

Pozitivna kovarijanca znac¢i da varijable imaju tendenciju kretati se u istom smjeru, dok
negativna kovarijanca zna¢i da se krecu u suprotnim smjerovima. U analizi portfelja,
kovarijanca omogucuje procjenu kako kombinacija razli¢itih dionica moze smanjiti ili
povecati rizik. Ako dvije dionice imaju negativnu kovarijancu, one mogu pruZiti prirodnu
diversifikaciju, smanjujuc¢i ukupni rizik portfelja. Ovo svojstvo se koristi u izradi strategija
minimalne varijance, gdje se ciljaju kombinacije investicija koje minimiziraju ukupnu

volatilnost portfelja.



1.1.4. Korelacija

Korelacija je normalizirana mjera kovarijance koja kvantificira ja¢inu 1 smjer linearnog
odnosa izmedu dviju varijabli. Korelacija je uvijek unutar raspona od -1 do 1, gdje
vrijednosti blizu 1 ili -1 oznacavaju snaznu linearnu vezu, dok vrijednosti blizu 0 sugeriraju

slab ili nikakav linearni odnos. Korelacijski koeficijent p, , izmedu varijabli X; i X> definira

se pomocu (8), a korelacijska matrica R je jednadzbom (9). R je matrica korelacija izmedu
dionica, gdje svaki element R;; predstavlja korelaciju izmedu dionica i ij. V''*? je dijagonalna
matrica recipro¢nih standardnih devijacija. Standardne devijacije koristimo za skaliranje

kovarijanci kako bismo dobili korelacije [3][2].

:COV(XerZ) (8)
P12 G,0>
1 1
R=V 22XV 2 9)

Korelacija, za razliku od kovarijance, nema mjernu jedinicu, Sto olakSava interpretaciju

njezine vrijednosti bez obzira na mjerne jedinice varijabli.

U financijama, korelacija je korisna za analizu povezanosti izmedu razli¢itih financijskih
instrumenata. Korelacija izmedu povrata razli¢itih dionica moze pomoc¢i u procjeni kako
kombinacije tih dionica utjeCu na volatilnost i rizik portfelja. Na primjer, dionice koje
pokazuju nisku ili negativnu korelaciju mogu ponuditi znafajne prednosti u smislu

diversifikacije, smanjujudi rizik portfelja bez znacajnog utjecaja na ocekivani povrat.

1.2. Portfelj minimalne varijance

1.2.1. Definicija portfelja

Portfelj je zbirka financijskih instrumenata poput dionica, obveznica, derivativa 1 drugih
vrsta imovine koje investitor posjeduje. Glavni cilj izgradnje portfelja je optimizirati odnos
izmedu rizika i povrata. Glavni cilj izgradnje portfelja je optimizacija odnosa izmedu rizika
1 povrata. Na primjer, diverzifikacijom ulaganja investitori mogu smanyjiti ukupni rizik bez
proporcionalnog smanjenja povrata. Portfelji se mogu sastojati od razli¢itih klasa imovina 1

industrijskih sektora kako bi se postigla diverzifikacija.



Tezine pojedinih instrumenata u portfelju oznacavaju udio investiranog kapitala u svaki
instrument pojedinih instrumenata u portfelju oznacavaju udio investiranog kapitala u svaki

instrument. Matematicki, tezine portfelja w; su definirane

Z:WFI (10)

gdje je w; tezina i-tog instrumenta u portfelju, a NV ukupan broj instrumenata. Tezine odreduju

koliko kapitala se alocira u svaki pojedini instrument.
1.2.2. Duga i kratka pozicija

Zauzimanje duge pozicije (long position) podrazumijeva kupnju financijskog instrumenta s
ocekivanjem da ¢e njegova cijena rasti, ¢cime se ostvaruje dobit prilikom buduce prodaje po

viSoj cijeni. Ova strategija je uobi€ajena i jednostavna za vecinu investitora.

Nasuprot tome, kratka pozicija (short position) ukljucuje posudivanje financijskog
instrumenta i njegovu prodaju na trziStu s ocekivanjem pada cijene. Kada cijena padne,
investitor ponovno kupuje instrument po niZoj cijeni 1 vraca ga posudivacu, ostvarujuci profit
od razlike u cijenama. Kratke pozicije mogu biti riskantne jer cijena instrumenta mozZe

porasti neogranic¢eno, potencijalno stvarajuci neogranicene gubitke.
1.2.3. Kratki povijesni pregled

Koncept portfelja minimalne varijance dolazi iz teorije portfelja Harryja Markowitza iz
1952. godine. Markowitzeva teorija, poznata kao Modern Portfolio Theory (MPT),
predstavlja temelj za razumijevanje odnosa izmedu rizika 1 povrata u izgradnji portfelja.
Portfelj minimalne varijance je strategija koja ima za cilj minimizirati varijancu povrata
portfelja, ¢ineci ga privlaénim za investitore koji Zele smanjiti rizik bez zna¢ajnog smanjenja

oc¢ekivanog povrata.

Koriste¢i MPT, investitori mogu konstruirati portfelje koji maksimiziraju povrat za zadani
nivo rizika ili minimiziraju rizik za zadani nivo povrata. Portfel] minimalne varijance
optimizira diverzifikaciju, smanjujuci izloZenost volatilnosti pojedina¢nih instrumenata 1

osiguravajudi stabilniji povrat.



1.2.4. Tezine portfelja

U izracunu teZina za globalni portfelj minimalne varijance (GMYV), cilja se na minimiziranje
ukupne varijance portfelja uz dopustenje kratkih pozicija [4], koje su prikazane negativnim
tezinama. Tezine w koje minimiziraju varijancu portfelja, uz uvjet (10), odredene su

rjeSavanjem problema minimizacije

T
mv:nw Xw (11)

gdje je X kovarijacijska matrica povrata instrumenata u portfelju. Ovaj problem se moze
rijesSiti koriStenjem Lagrangeove metode multiplikatora ili metoda za optimizaciju
kvadratnih funkcija. Optimalne tezine w za portfelj minimalne varijance mogu se izraziti

kao

-1
=l o
1'X'1
gdje je 1 vektor jedinica duljine N. Ova formula omogucuje izraCunavanje tezina za portfelj

koji minimizira varijancu povrata, uzimaju¢i u obzir kovarijancu izmedu razli¢itih

instrumenata. Pozitivne teZine ukazuju na alokacije dugih pozicija, a negativne kratkih.
1.2.5. Ograni€avanje tezina

Portfel) minimalne varijance s ogranienim tezinama (constrained minimum variance
portfolio) je varijanta gdje su teZine ograni¢ene na interval [0,1], ¢ime se iskljucuju kratke
pozicije. Ovo ogranicenje znaci da investitor moze samo kupovati instrumente, bez
mogucénosti kratke prodaje. Time se dodatno smanjuje rizik povezan s volatilnos¢u

instrumenata, jer kratke pozicije mogu potencijalno dovesti do ve¢ih gubitaka.

U ovoj konfiguraciji, tezine CMV portfelja su optimizirane tako da minimiziraju varijancu,
ali sve teZine su nenegativne i zbroj teZina je jednak 1. Ograni¢avanje tezina na nenegativne
vrijednosti pruza sigurnost konzervativnijim investitorima i smanjuje izloZenost ekstremnim
gubicima koji mogu nastati zbog kratke prodaje. Ovaj pristup omogucuje izgradnju portfelja

koji je stabilniji 1 manje podloZan fluktuacijama trzista.



U oba slucaja, cilj je smanjiti ukupnu volatilnost portfelja, ¢cime se optimizira odnos izmedu
rizika i povrata, omogucujuéi investitorima da maksimiziraju svoje prinose uz minimalnu

izloZenost riziku.

1.3. Problem inverza kovarijacijske matrice

1.3.1. Kovarijacijska matrica

Matrica kovarijance je simetri¢na matrica koja prikazuje varijance i kovarijance izmedu
skupa podataka. U kontekstu portfelja dionica, u formulu (7) za X se koristi matrica NxT
gdje se nalaze povrati N razlicitih dionica za svaki trenutak na prozoru duljine 7. Tada je
kovarijacijska matrica oblika (13).

Cov(Xy,Xy) - Cov(Xy,Xy)

¥ = (13)

Cov(Xy,X1) -+ Cov(Xy,Xy)

Korisno je primijetiti da vrijedi Cov(X;, X;) = Var(X;), te se £ moze promatrati kao (14).
Nadalje, ako se svi elementi postave na nulu, osim dijagonalnih, dobije se matrica V.

Var(X,) o Cov(Xqy, Xy)

%= (14)

Cov()éN,Xl) Var-(XN)
1.3.2. Inverz matrice

Inverz matrice je koncept linearne algebre koji se koristi u mnogim podru¢jima, ukljucujuci
financije 1 optimizaciju portfelja. Za kvadratnu matricu A dimenzija NxN, inverz, oznacen

s Al je matrica takva da vrijedi
AATI=ATTA=T (15)

gdje je I jedini¢na matrica istih dimenzija kao 1 A. Postojanje inverza matrice je uvjetovano
time da matrica A bude nesingularna. Ako A nije invertibilna, njena determinanta je nula

(det(A)=0), Sto znaci da je rang matrice manji od njenog broja redaka ili stupaca.

U kontekstu financija, posebno pri konstrukciji portfelja, inverz kovarijacijske matrice se
koristi za izracun tezina portfelja minimalne varijance. Kada radimo s velikim brojem

instrumenata N, problem nastaje ako imamo relativno mali broj vremenskih tocaka 7. U
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slucaju gdje je N>T, kovarijacijska matrica moze postati singularna jer nema dovoljno
informacija za stabilnu procjenu svih kovarijanci i varijanci [5]. Ako su povrati razli¢itih
instrumenata visoko korelirani, moze do¢i do linearne zavisnosti medu stupcima matrice, $to

takoder vodi do singularnosti.
1.3.3. Povecéanje vremenskih prozora

Jedan od nacina za rjeSavanje problema singularnosti je koriStenje veceg broja vremenskih
toCaka T za izraCunavanje kovarijacijske matrice. Pove¢anjem 7 moZemo povecati stabilnost
procjene kovarijacijske matrice jer se povecava broj stupaca koji mogu biti uspjesno

ukljuceni bez gubitka ranga matrice.

Medutim, koriStenje duzih vremenskih prozora dolazi s vlastitim problemima. Povijesni
podaci koji obuhvacdaju dulje razdoblje mogu sadrzavati zastarjele informacije koje nisu
relevantne za trenutne trziSne uvjete, zbog cega se promjene u dinamici trziSta moraju uzeti
u obzir. Financijski instrumenti ¢esto mijenjaju svoje obrasce ponasanja tijekom vremena,

Sto moZe uciniti stare podatke manje korisnima za trenutne procjene rizika.
1.3.4. Pozitivno definitne matrice

Zbog prijasnje navedenih matri¢nih svojstava, posebno u uvjetima kada se procjenjuje
kovarijacijska matrica s mnogo instrumenata na malom vremenskom prozoru, ¢esto nije
moguce jednostavno izraCunati inverz kovarijacijske matrice X. Bez stabilnog inverza X,
standardne metode za raCunanje teZina portfelja minimalne varijance postaju neprimjenjive

ili vrlo nepouzdane.

Kako bi se rijeSio problem singularnosti i osiguralo da je kovarijacijska matrica X
invertibilna, mogu se traZiti pozitivno definitne matrice. Pozitivno definitna matrica je

matrica koja zadovoljava sljedece uvjete:
1. Simetrija: Matrica mora biti simetri¢na, tj. A=A".
2. Pozitivno definitna svojstva: Za svaki nenulti vektor x vrijedi x' Ax>0.

Pozitivno definitne matrice imaju vaznu osobinu da su uvijek invertibilne. To znaci da

njihova determinanta nikada nije nula, osiguravajuci uspjesan izracun inverza.
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1.4. Faktorski model

1.4.1. Latentni faktori

Latentni faktori su neopazene varijable koje utjeCu na promatrane podatke. U kontekstu
financija, latentni faktori mogu ukljucivati makroekonomske varijable, industrijske trendove
ili druge sile koje oblikuju kretanja cijena dionica. Identificiranje i modeliranje ovih latentnih

faktora omogucava analitiCarima bolje razumijevanje strukture i dinamike trzista.

Jednofaktorski modeli koriste jedan zajednicki latentni faktor za objaSnjavanje povrata
dionica. Iako postoji mnogo mogucih faktora koji mogu utjecati na cijene dionica, stanje
sveukupnog trziSta se pokazalo kao najbolji. Stoga ¢emo se u ovom radu fokusirati na taj
glavni faktor. Ovo se Cesto naziva trzi$ni faktor, a moze biti reprezentiran trziSnim indeksom

ili drugim relevantnim ekonomskim indikatorom.
1.4.2. Povijesni pregled faktorskih modela

Povijest faktorskih modela seze do pocetka 20. stoljeca, kada su prvi put koriSteni za analizu
psihometrijskih podataka. U financijama, faktorski modeli postali su popularni za analizu
povrata dionica, omogucujuci procjenu utjecaja zajedniCkih faktora na razlicite financijske

instrumente.
1.4.3. Ortogonalni jednofaktorski model

Ortogonalni jednofaktorski model koristi se za analizu podataka s ciljem razumijevanja
odnosa izmedu viSe varijabli kroz utjecaj jednog zajednickog faktora. Ovaj model
pretpostavlja da je promatrani vektor varijabli X linearno ovisan o jednom latentnom faktoru
F 1 specifi¢nim ¢imbenicima ili pogreskama e. Pojedinacne varijable X; mogu se izraziti

preko
Xi'ui:BiF+ei (1 6)

gdje je:
e X; promatrana varijabla,
o u;sredina varijable X,

e pikoeficijent varijable X; na latentni faktor F,
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e [latentni faktor,
e ¢; specificni ¢imbenik varijable X;.
S obzirom na koli¢inu podataka, za rad ¢e biti korisniji vektorski zapis koji ¢e za N varijabli

izgledati
X-p=pF+e (17)

gdje je:

o X vektor promatranih varijabli (dimenzije Nx1),

o pvektor sredina (dimenzije N x1),

o P vektor koeficijenata faktorskog modela (dimenzije Nx1),

o Flatentni faktor (dimenzije 7 x1),

o e vektor specificnih ¢imbenika (dimenzije N x1).
Ortogonalni jednofaktorski model zahtijeva nekoliko pretpostavki koje moraju biti
zadovoljene:

1. E[F ]=0 (Ocekivana vrijednost latentnog faktora je nula)

2. Var(F )=1 (Varijanca latentnog faktora je jedan)

3. E[e]=0 (Ocekivana vrijednost specifi¢nih ¢imbenika je nula)

4. Cov(e)=Y=diag(y,y2,....yn) (Specificni Cimbenici su nezavisni; njihova
kovarijanca je dijagonalna matrica)

5. Cov(F,e)=0 (Latentni faktor i specificni ¢imbenik su nezavisni)
Prilikom koriStenja ovog modela, pazljivo ¢e se vrsiti provjera da su ove pretpostavke

zadovoljene kako bismo osigurali to¢nost i valjanost rezultata.

Koriste¢i svojstva kovarijance (18) i pretpostavke jednofaktorskog modela, moguce je

izvesti formulu kovarijacijske matrice X za podatke objasnjene tim modelom.
Cov(X) = Cov(BF + e)
(18)
= Cov(BF) + Cov(e) + Cov(BF,e) + Cov(e,BF)

Zbog ortogonalnosti faktora i greSaka, Cov(BF.e) i Cov(e,pF) su nula, a uz pretpostavku da
je Var(F)=1, vrijedi (19).

Cov(X) = Cov(BF) + Cov(e) (19)
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=P - Var(F) - BT+ Cov(e) = pp" + Cov(e)
Znajuti da je Cov(e)= Y, kona¢na matrica X je
T=ppT+V¥ (20)

gdje je:
o X kovarijacijska matrica promatranih varijabli (dimenzije N*xN),
e P vektor koeficijenata faktorskog modela (dimenzije Nx1),

o ¥ dijagonalna matrica specifi¢nih varijanci (dimenzije N x /).

1.4.4. Dokaz pozitivne definitnosti matrice

Da bi matrica X bila pozitivno definitna, mora vrijediti (21) za svaki nenulti vektor x€R™.
X' Zx >0 (21)

Analiza sastavnih dijelova X:
1. Svojstva matrice Bp":
e Matrica Pp" je rezultat vanjskog produkta vektora B sa samim sobom.

e PP’ je semi pozitivno definitna jer je (x'B)>> 0 za svaki x, ali moZe imati
rang manji od N pa moZe biti degenerirana (ne pozitivno definitna).

2. Svojstva dijagonalne matrice ¥:
e Dijagonalna matrica ¥ ima pozitivne elemente y; > 0 na dijagonali.

e W je pozitivno definitna jer za svaki nenulti vektor x vrijedi (22).

XTWx =Y ix?>0 (22)
3. Suma Bpli V:
e Kombinacijom BT i ¥ dobivamo (20).
e Zasvaki nenulti vektor x vrijedi (23).
x'Xx = x BpTx + x"Wx (23)
e Prvidio, x'Bp x=(x"B)?%, je uvijek nenegativan (>0).
e Drugi dio, x"¥x, je pozitivan jer ¥ ima pozitivne dijagonalne elemente.

Kombinacijom semi pozitivno definitne matrice BpT i pozitivno definitne matrice ¥, uvijek

¢e se dobiti pozitivno definitna matrica X. Matrica ¥ osigurava pozitivnu vrijednost
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kvadratne forme x'Xx, $to garantira da je X pozitivno definitna. Dakle, u ortogonalnom
jednofaktorskom modelu, kovarijacijska matrica £ = BB" + W je uvijek pozitivno definitna,

1 to svojstvo omogucava racunanje tezina portfelja minimalne varijance.
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2. Modeli za procjenu i predvidanje korelacijskih

matrica

Trenutno poglavlje ¢e se baviti primjenom 1 prosSirivanjem spomenutih teorijskih koncepata.
Istrazit ¢e nacine ekstrakcije i modifikacije podataka, te njihovu implementaciju u
jednofaktorski model. Uz to ¢e pro¢i kroz razne procjenitelje buducih vrijednosti, koji ¢e u

teoriji omoguciti izgradnju boljih portfelja.

2.1. Procjena koeficijenata faktorskog modela

2.1.1. Trzisni indeks

Kako bi se izgradio jednofaktorski model, potrebno je identificirati zajednicki latentni faktor
koji najbolje opisuje trzisne uvjete. U ovom kontekstu, koristi se trzi$ni indeks kao latentni
faktor. Trzi$ni indeks je mjera koja predstavlja prosjecno kretanje odabranog skupa dionica
1 mozZe se koristiti kao pokazatelj ukupnog trziSnog stanja. Umjesto da se oslanja na postojece
indekse, izgradit ¢e se vlastiti, koriste¢i pristup portfelja jednakih tezina (equal weight
portfolio).

U takvom portfelju svaka dionica se smatra jednako vaznom, tj. svaka dionica doprinosi
jednako ukupnom povratu portfelja. Za razliku od portfelja ponderiranih trziSnom
kapitalizacijom, gdje vece tvrtke dominiraju, u equal weight portfelju svaka dionica, bez
obzira na njezinu veli¢inu, cijenu ili volumen trgovanja, ima jednak utjecaj na ukupni povrat

portfelja.

Za portfelj s N dionica, a povrati ovih dionica kroz vrijeme su organizirani u matricu (24)
gdje je ri, povrat i-te dionice u trenutku ¢. Neka r bude matrica dimenzija NxT, gdje je N

broj dionica, a 7 broj vremenskih perioda.

i = Tir

i = TnT

U matri¢nom obliku, povrat portfelja jednakih teZina kroz sve vremenske trenutke =1,2,...,T
moze se predstaviti kao vektor req dimenzija 7 X7, gdje je svaki element req prosjecni povrat
u trenutku z. Koriste¢i vektor jedinica 1 dimenzija N x/, moze se zapisati formula (25).
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1
—1"r (25)

I'eq:N

Kreiranjem ovakvog portfelja iz svih dionica koje ¢e se koristiti u radu, stvara se kompozitni
indikator koji reprezentira prosjecne trzisne uvjete. Ovaj portfelj ¢e sluziti kao latentni faktor
F u faktorskom modelu, i kao mjerilo za usporedbu s konstruiranim portfeljima minimalne

varijance.
2.1.2. Standardizacija povrata

Za implementaciju ortogonalnog faktorskog modela, potreban je latentni faktor F' koji
zadovoljava uvjet E(#)=0 1 Var(F )=1. Da bi se to postiglo, povrate trziSnog indeksa treba
normalizirati. Normalizacija uklju¢uje oduzimanje srednje vrijednosti i dijeljenje sa
standardnom devijacijom povrata. Ovo osigurava da takvi standardizirani povrati imaju
srednju vrijednost 0 i standardnu devijaciju jednaku 1. Formula za standardizirani povrat Z

u vremenskom trenutku 7 je
=— (26)

gdje je r, povrat portfelja ili dionice u trenutku #, x4 je srednja vrijednost povrata, a o je
standardna devijacija povrata. Kada je standardna devijacija povrata nula (Sto implicira da
su svi povrati isti), standardizirani povrati su takoder nula. Ovakvi povrati ¢e se koristiti kao

latentni faktor F.

U modelu koji ¢e se koristiti, povrati dionice i kroz vrijeme ¢e biti oznaceni vektorom X;, a

bit ¢e izraZeni kao linearna kombinacija faktora F i specifi¢nih pogreSaka e
X;-p=p;Fte (27)

gdje je pi koeficijent za dionicu i. Da bi model bio konzistentan, povrati pojedinac¢nih dionica
koje zelimo objasniti modelom ¢e se takoder standardizirati. Standardizacija ovdje takoder

ukljuCuje oduzimanje srednje vrijednosti p, i dijeljenje sa standardnom devijacijom oy, na

odredenom vremenskom rasponu

Xvi,t 'qu.
Z= (28)
Ox;
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gdje Zx, predstavlja standardizirani povrat dionice i u trenutku z. Time je osigurano da su

sve varijable u modelu usporedive i da model ne mora predvidati srednje standardizirane
povrate (jer su 0), ve¢ samo odstupanja od prosjecnog povrata. Time se izgled modela

mijenja u (29).

Z=p;F+e (29)

2.1.3. Metoda najmanjih kvadrata

Sljede¢i fokus rada je izracunavanje parametra B, koji je bitan za povezivanje povrata
pojedinac¢nih dionica s trziSnim indeksom. Oni koji su upoznati sa statistikom mogu
primijetiti da formula modela ima sli¢nosti s modelom linearne regresije bez slobodnog
¢lana. Jedan od nacina procjene parametra B je koriste¢i metodu najmanjih kvadrata (least

squares linear regression).

Linearna regresija je osnovna tehnika u statistici koja se koristi za modeliranje odnosa
izmedu zavisne varijable (odgovora) Y i jedne ili viSe nezavisnih varijabli (prediktora) X. U
svom najjednostavnijem obliku, linearna regresija s jednom nezavisnom varijablom X moze

se izraziti kao
Y=ot+pX+e (30)
gdje je:
e Y zavisna varijabla,
e« slobodni ¢lan (intercept),

e [ nagib (slope),

e X nezavisna varijabla,

e slu€ajna pogreska.
Cilj regresije je pronac¢i vrijednosti a 1 S koje minimiziraju razliku izmedu stvarnih
vrijednosti Y i predvidenih vrijednosti ¥ dobivenih modelom. Metoda najmanjih kvadrata

minimizira sumu kvadrata razlika izmedu stvarnih i1 predvidenih vrijednosti.
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2.1.4. Faktorski model bez slobodnog ¢lana

U kontekstu faktorskog modela ovoga rada, nemamo slobodni ¢lan a, jer se pretpostavlja da
su povrati standardizirani tako da imaju srednju vrijednost nula. To znaci da se takva linearna
regresija moze izraziti preko (31), te pritom:

e X predstavlja standardizirane povrate pojedine dionice i (dimenzije 7% 1),

o F su standardizirani povrati trziSnog indeksa (dimenzije 7'x 1),

e fije koeficijent regresije ili faktorskog modela,

o e je komponenta specificnih pogresaka (dimenzije 7%1).
Xi=p;F+e (€2

Cilj je procijeniti vrijednost f koja najbolje opisuje odnos izmedu povrata dionice X 1i

trziSnog indeksa F.

Procjena f; se svodi na pronalazenje koeficijenata koji minimiziraju sumu kvadrata razlika
izmedu stvarnih vrijednosti zavisne varijable i vrijednosti predvidenih modelom. Do rjeSenja
se moze do¢i formulom (32). Ona dolazi iz minimiziranja sume kvadrata razlika izmedu
stvarnih povrata X i predvidenih vrijednosti f;F. Rezultat daje procjenu koliko se povrat

dionice X; mijenja u odnosu na promjene trziSnog indeksa F.

_F'X;

- 32
TE (32)

P

pi je mjera senzitivnosti povrata dionice na povrate trziSnog indeksa. Visa vrijednost p;
implicira jacu povezanost s trziSnim uvjetima, dok niza vrijednost f; sugerira vecu
nezavisnost dionice od trziSnih fluktuacija.

KoriStenje linearne regresije za procjenu f; je efikasna metoda jer je jednostavna za
implementaciju i omogucuje koristenje standardiziranih povrata kako bi se dobila jasna slika

0 povezanosti izmedu dionice i trziSta. Ovaj pristup omogucuje kvantifikaciju utjecaja

zajednickog trziSnog faktora na povrate pojedinacnih dionica kao $to je vidljivo na Slika 2.1.
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Slika 2.1 Pravac najbolje prilagodbe na standardizirane povrate AAPL-a i trziSnog indeksa
2.1.5. Klizeci prozori

Klize¢i prozori omogucuju segmentiranje vremenskog niza povrata na manje podskupove
podataka. Za svrhe rada koriste se tri razli¢ite veliine prozora: 21, 126 1 252 radna dana, $to
otprilike predstavlja jedan mjesec, Sest mjeseci 1 jednu godinu trgovackih dana. U trenutku
t, gledaju se svi podaci unazad za duljinu prozora, te na tom rasponu se standardiziraju
povrati dionica i trziSnog indeksa. Za taj prozor se izracunaju koeficijenti faktorskog modela
kao ovisnost standardiziranih povrata dionica o standardiziranim povratima trziSnog indeksa
(Slika 2.2). Prozori se pomicu naprijed u koracima od 21 radni dan (jedan kalendarski

mjesec), te se ponavlja isti postupak.
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—— Standardizirani povrati AAPL-a
—-=-=- Standardizirani povrati trziSnog indeksa

Povrati

-4 4

-5 4

24.01.2000. 21.03.2000. 17.05.2000. 14.07.2000.
Datum

Slika 2.2 Standardizirani povrati AAPL-a i trziSnog indeksa
2.1.6. Oracle procjenitelj

Osim prozora koji gledaju unazad, ima i1 prozor koji gleda 21 dan unaprijed. Na ovom
prozoru se takoder racuna koeficijent B, te ¢e se njega pokusavati predvidjeti. Ovaj pristup
omogucuje usporedbu predikcija sa stvarnim buduéim vrijednostima, pruzajuéi mjerilo za
procjenu to¢nosti modela. Takav procjenitelj ¢e se zvati Oracle, u prijevodu prorok, jer zna

buduce faktorske koeficijente.

2.2. Kovarijacijska matrica standardiziranih povrata

U ortogonalnom faktorskom modelu, kovarijacijska matrica povrata je definirana s (20).
Medutim, standardizacijom povrata se osigurava da sve varijable imaju srednju vrijednost 0
1 standardnu devijaciju 1. Stoga, kovarijanca izmedu dvije standardizirane varijable postaje
identi¢na njihovoj korelaciji, jer je korelacijski koeficijent normalizirana kovarijanca.
Odnosno, uvrStavanjem standardiziranih povrata Z, i Z, u formulu korelacije (8), dobiva se

(33). Buduc¢i da su 64 1 0, jednaki 1, kovarijanca i korelacija se savrSeno podudaraju.
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_ COV(Zl aZZ)

616

P12 = Cov(Z,,Z,) (33)

Stoga, koriStenjem ortogonalnog faktorskog modela i standardiziranih podataka, dobivaju se
matrice koje predstavljaju korelacije umjesto kovarijanci. Ova svojstva su korisna jer onda
automatski znamo i izgled dijagonalne matrice ¥. Dijagonalni elementi korelacijske matrice
su uvijek 1 jer predstavljaju korelaciju varijable sa samom sobom, §to je uvijek savrSena
korelacija. Budu¢i da su povrati standardizirani, svaki povrat ima varijancu 1. Time se zna
da je specifi¢na greska y; (koja nije objaSnjena modelom) za dionicu i jednaka razlici izmedu
1 1 korelacije objaSnjene modelom (element ii matrice X). Dakle, specifi¢na greska pokazuje

koliko nedostaje do 1 da bi model potpuno objasnio povrat dionice.

2.3. Modeli za nadzirano uc¢enje korelacijskih matrica

Predvidanje korelacijskih matrica za portfelje minimalne varijance zahtijeva koristenje
raznih modela 1 pristupa. U ovom dijelu je objaSnjena metodologija i koraci za izgradnju 1

evaluaciju tih modela.
2.3.1. Skup za u€enje i ispitivanje

Podjela podataka na skupove za ucenje i ispitivanje je kljucan korak u izgradnji prediktivnih
modela.

o Skup za ucenje: trazi se model koji dobro opisuje dostupne podatke. Ovo ukljucuje
optimizaciju parametara modela kako bi se minimizirala pogreska predikcije na
poznatim podacima. Cilj je nauciti model obrascima i relacijama unutar podataka
koji ¢e se moc¢i koristiti za predvidanje buducih vrijednosti.

o Skup za ispitivanje: provjerava se koliko dobro ti modeli opisuju nikad dosad
videne podatke, tj. koliko dobro generaliziraju. Ispitni podaci simuliraju stvarne
uvjete primjene modela, pruzaju¢i realnu procjenu njegove ucinkovitosti i
robusnosti. Evaluacija na skupu omogucuje identifikaciju potencijalnih problema
poput prenaucenosti (engl. overfitting), §to je pretjerana prilagodba modela podacima
iz skupa za ucenje.

Primjenom ovog pristupa, osigurava se da ne samo da prediktivni modeli dobro
funkcioniraju na poznatim podacima ve¢ da su i1 sposobni pruziti to¢na predvidanja na

novim, nepoznatim podacima.
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2.3.2. Uzoracki koeficijenti faktorskog modela

Uzoracke analize koriste se za procjenu koliko dobro izracunati faktorski koeficijenti na
odredenim prozorima opisuju buduée Oracle koeficijente. Ovo ¢e omogudéiti da se vidi
koliko su korisni 1 koliko grijeSe rezultati izracunati jednostavnim tehnikama i bez

kombiniranja vise varijabli metodama strojnog ucenja.

Za najjednostavniji model predvidanja buducih vrijednosti koeficijenata koristit ¢e se 3
procjenitelja iz . Tako ¢e se buduci faktorski koeficijenti jednostavno procijeniti na temelju

prethodno izracunatih koeficijenata na odredenim prozorima.

3212321
312623126 (34)

Bi26=B126
2.3.3. Linearna regresija

Linearni regresijski model koristi se za predvidanje buduc¢ih Oracle koeficijenata na temelju

onih izraCunatih na prijasnjim prozorima. Karakteristike ovog modela su:

e Slobodni ¢lan: Linearni regresijski model uklju€uje slobodni ¢lan koji omogucuje
bolju prilagodbu podacima.

o Ulazne varijable: Ulazne varijable u ovom modelu su koeficijenti (f21, Si26, f252)
izraCunati na prijasnjim prozorima.

Model linearne regresije moze se prikazati sljedecom jednadzbom

Bin=W11 By tW12B 1o tWi3°Bys, Th (35)

gdje su:

~

e, predvideni koeficijent,

e wii, w1, 1wy tezine modela,

e 21, Pi26, 1 252 koeficijenti izracunati na prozorima od 21, 126 i 252 radna dana,
e b;slobodni ¢lan.

Graficki prikaz modela je vidljiv na Slika 2.3 (X ovdje predstavlja operaciju zbrajanja).

Vazno je napomenuti da u ovom modelu ne postoje nikakva ogranicenja za koeficijente, pa
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model moze dati predikcije izvan raspona [-1,1], Sto ne bi bila smislena vrijednost za
korelaciju. Ovo zahtijeva pazljivo pracenje i validaciju rezultata kako bi se osiguralo da

predikcije ostanu realisti¢ne.

Slika 2.3 Graficki prikaz modela linearne regresije
2.3.4. Jednostavni perceptron s aktivacijskom funkcijom

Jednostavni perceptroni se koriste za modeliranje sloZzenih odnosa izmedu ulaznih i izlaznih
podataka, ¢esto pruzajuci bolje performanse u usporedbi s tradicionalnim metodama. Jedna
od glavnih prednosti perceptrona je njihova sposobnost da koriste aktivacijske funkcije za
rjeSavanje problema ograniCenja koeficijenata. Ovo je posebno korisno kada radimo s

financijskim podacima, gdje je vazno da predikcije budu unutar razumnog raspona.

Funkcija tangens hiperbolni je idealna za rjeSavanje problema rada jer transformira ulazne
vrijednosti u rasponu od - do o u izlazne vrijednosti unutar raspona od -1 do 1. Graficki
prikaz tanh funkcije (Slika 2.4) jasno pokazuje to svojstvo, §to pomaze u odrZavanju

stabilnosti modela.
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Slika 2.4 Graf funkcije tangens hiperbolni

Jednostavni perceptron koji ¢e se koristiti u radu nije mnogo drugaciji od linearne regresije,
ali ukljucuje dodatni korak aktivacije koji omogucuje bolje upravljanje rasponom
vrijednosti. Skica modela Slika 2.5 prikazuje kako se f koeficijenti izracunati iz klize¢ih
prozora koriste kao ulazi, koji se zatim ponderiraju, sumiraju i transformiraju pomocu tanh
funkcije. Na skici modela, S koeficijenti izraunati iz prozora od 21, 126 i 252 se mnozZe sa
svojim odgovarajuéim teZinama wi;, wi2 1 wi3, te se zatim dodaje slobodni ¢lan b;.
Dobivena suma se skalira po w2, nakon ¢ega se dodaje drugi slobodni ¢lan b2, te prolazi

kroz tanh aktivacijsku funkciju kako bi se dobila konaéna predikcija /3 canhr’

B

anh

Slika 2.5 Grafic¢ki prikaz modela jednostavnog perceptrona s aktivacijskom funkcijom tangens

hiperbolni
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Ovaj pristup omogucuje fleksibilnije i robusnije modeliranje financijskih podataka,
osiguravajuc¢i da predikcije budu unutar oc¢ekivanog raspona i bolje odgovaraju stvarnim

trziSnim uvjetima. Model prikazan u obliku jednadzbe bi bio (36).

Btanh: tanh(WZ,l '(Wl,l 'BZI+W1,2 'Blz6+wl,3 '[3252+b1 )+b2) (36)

2.3.5. Procjena buduée standardne devijacije povrata

Malo druk¢ijim zapisom jednadzbe (9) se otkriva formula kovarijacijske matrice (37) preko
dijagonalne matrice standardnih devijacija 1 korelacijske matrice. S obzirom na to da ovaj
rad pokusava pronaéi buduéu matricu kovarijance, V"> takoder mora predstavljati buduée

standardne devijacije.
r=V!/2Ry!/2 37)

Za buduc¢u standardnu devijaciju povrata ¢e se pretpostaviti da je jednaka uzorackoj za
prethodni mjesec. Ako povrati neke dionice imaju standardnu devijaciju jednaku nuli (Sto
moze ukazivati na nepromjenjivost cijene ili nedostatak trgovanja), njihova standardna
devijacija se postavlja na vrlo malu vrijednost, konkretno 1x107'° u ovom radu. To se ¢ini
da se izbjegne singularnost u kovarijacijskoj matrici, $to bi moglo uzrokovati probleme pri
inverziji matrice. Ova kovarijacijska matrica je pozitivno definitna jer smo pozitivnu
definitnu matricu R pomnoZili s pozitivnim vektorima standardnih devijacija. Zahvaljujuci
svim prijaSnjim koracima, predikcija matrice kovarijance je sigurno invertibilna, te

iskoristiva za racunanje teZina u optimalnim portfeljima.

2.4. Implementacija

Za implementaciju svih modela koriSten je Python zbog njegove bogate zbirke biblioteka
koje olakSavaju analizu podataka, razvoj modela i vizualizaciju rezultata. Implementacija je
izvedena u Jupyter biljeZnici, koja omogucuje interaktivnu obradu i lakSe pokretanje dijelova

koda.
Koristene knjiznice:

e NumPy: Osnovna knjiznica za rad s velikim nizovima i matricama te za obavljanje
razli¢itih matematickih operacija.
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o Pandas: Mo¢na biblioteka za manipulaciju i analizu podataka u obliku tablica
(DataFrame objekti).

o scikit-learn: Popularna biblioteka za strojno ucenje koja nudi jednostavne alate za
izgradnju 1 evaluaciju prediktivnih modela.

e SciPy: Knjiznica koja pruza dodatne funkcionalnosti za znanstvene i tehnicke
raCunarske zadatke, ukljuc¢ujuéi napredne matematicke funkcije.

o Keras: API za visokorazinske neuronske mreze, koji omogucuje jednostavnu i brzu
izgradnju i uCenje perceptrona.

o PyPortfolioOpt: Biblioteka specijalizirana za optimizaciju portfelja koja koristi
moderne tehnike za izradu optimalnih portfelja.

Koriste¢i ove alate, implementacija omogucuje ucinkovitu obradu podataka, razvoj i

evaluaciju modela te jasno prikazivanje rezultata analize.

27



3. Rezultati

3.1. Koristeni podaci

Za analizu su koristeni podaci o cijenama dionica 1161 tvrtke iz indeksa Russell 3000, koji
obuhvacaju razdoblje od 3. sije¢nja 2000. do 16. srpnja 2021. Russell 3000 je burzovni
indeks koji prati performanse 3000 najve¢ih javnih kompanija sa sjedisStem u SAD-u, §to €ini

otprilike 98 % ukupnog trzista dionica u SAD-u.

Podaci o cijenama dionica pretvoreni su u dnevne povrate. U analizu su ukljuceni samo radni

dani, a dani kada su povrati za sve dionice bili 0 uklonjeni su iz skupa podataka.
3.1.1. Podjela na skupove za uéenje i ispitivanje

Podjela podataka na skup za ucenje i ispitivanje je priblizno u omjeru 3:1. Period ucenja
obuhvaca podatke od 23. sije€nja 2001. do 2. sije¢nja 2015., dok ispitni period obuhvaca
podatke od 2. sijecnja 2015. do 2. srpnja 2021. godine.

Ova podjela omogucéuje da u¢imo modele na povijesnim podacima i potom procijenimo
njihovu ucinkovitost na nikad dosad videnim podacima, S§to omogucéuje procjenu

sposobnosti modela za generalizaciju.

3.2. Prediktivni modeli

Nakon izraCuna tezina za linearnu regresiju i jednostavni perceptron na temelju podataka za
ucenje slijedi analiza kako svaki model koristi povijesne podatke o povratima dionica da bi

predvidio buduce koeficijente faktorskog modela.
3.2.1. Linearna regresija

Nakon izracuna svih tezina za linearnu regresiju na period za ucenje, Slika 3.1 prikazuje

izgled modela.
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Slika 3.1 Graficki prikaz kona¢nog modela linearne regresije

Matematicki, model za linearnu regresiju moze se opisati pomocu (38). Ova jednadzba jasno
pokazuje kako linearna regresija koristi povijesne bete, ponderirane njihovim pripadajuc¢im

tezinama, da bi predvidjela bududée faktorske koeficijente.

B =0.15-B,,+0.23-B,,+0.40-B,,+0.12 (38)

3.2.2. Jednostavni perceptron s aktivacijskom funkcijom

Izgled modela perceptrona je prikazan na Slika 3.2. Matematicki, model za jednostavni

perceptron moze se opisati kao
[AStanhztanh(Oﬁ1-(0.31-B21 +0.47-B,,,+0.94-B,,,-0.14)+0.16) (39)
a nakon mnozenja, mozemo izraziti funkciju jednostavnije s (40).

B, =tanh(0.19-B, +0.29-B , +0.57-B,,-0.10) (40)

Slika 3.2 Graficki prikaz kona¢nog modela jednostavnog perceptrona s aktivacijskom funkcijom

tangens hiperbolni
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3.2.3. Usporedba tezina

Kada se usporede tezine dobivene iz linearne regresije i jednostavnog perceptrona, moze se

primijetiti nekoliko razmatranja:

» S5, U obamodela, koeficijent izracunat na prozoru od 252 radna dana ima najveci

utjecaj. U linearnom modelu, tezina je 0.40, dok je u perceptronu efektivna tezina
0.57.

* B,,s Ovaj koeficijent takoder ima znacajan utjecaj, ali manji od koeficijenta na 252

dana. U linearnom modelu tezina je 0.23, dok u perceptronu nakon kombiniranja
tezina iznosi 0.29.

o f,,- Najmanje je zna¢ajan u oba modela, s tezinama 0.19 u linearnom modelu 1 0.18
u jednostavnom perceptronu.

Iz ovih usporedbi se da zakljuciti da oba modela daju veéi naglasak na dugoro¢ne povrate
(252 radna dana), dok kratkoroc¢ni povrati (21 radni dan) imaju relativno manji utjecaj. Ovo
moze ukazivati na to da povijesni povrati preko duljih vremenskih razdoblja imaju veci

prediktivni znacaj za buduce bete u ovim modelima.

3.3. Mjere za evaluaciju predvidanja

3.3.1. Prosjec¢na kvadratna pogreska (mean square error)

MSE mjeri prosjecnu kvadratnu pogresku izmedu stvarnih 1 predvidenih vrijednosti. Racuna

se kao

1 n ~
MSE=2 > (B-p) @1)

n

gdje je B; stvarna vrijednost, f; predvidena vrijednost, a n broj predvidanja. NiZe vrijednosti

MSE ukazuju na manju greSku modela.
3.3.2. Koeficijent determinacije (R?)

R? mjeri proporciju varijance stvarnih vrijednosti koja je objaSnjena predvidenim

vrijednostima. Racuna se sa
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?21 (Bi'Bi)z

R*=1- —
Z?Zl (BI'B)

(42)

gdje je B prosje¢na stvarna vrijednost. Vrijednost R? moZe biti izmedu 0 i 1, ali je moguée
da bude i negativna ako je model losiji od jednostavnog modela s prosje¢nom vrijednoscu.

Koristi se kao mjera primjerenosti modela (goodness-of-fit) za linearne modele.
3.3.3. Srednja log-izglednost (mean log-likelihood)

Srednja log-izglednost procjenjuje vjerojatnost da se promatrani podaci pojave s obzirom na
predvidene vrijednosti i pretpostavljenu distribuciju pogresaka. Koristi se logaritamska
izglednost naspram obicne jer se ra¢una s vrlo malim vrijednostima. Ovime se osiguravaju
Citljiviji rezultati, 1 jo$§ bitnije, u Pythonu se nece izgubiti male vrijednosti zbog

zaokruzivanja na nulu.

U kontekstu modela rada, LL se racuna kao prosjek logaritma izglednosti za sve buduce
povrate. Ako imamo »n skupova povrata r,...,rr s predvidenom kovarijacijskom matricom,

log-izglednost za multivarijatnu normalnu distribuciju definira se kao

N T T o
LL(p,erl,...,rT)Z—Tann)—Eln(det():))—zzvl(ri—;,t) Tlren)  (43)

e T'broj promatranih skupova povrata,
e N dimenzija vektora r;,

e n vektor srednjih vrijednosti,

e X kovarijacijska matrica,

e r; promatrani vektor povrata.

U kontekstu rada koristi se korelacijska matrica R umjesto kovarijacijske, i standardizirani
povrati Z; prozora za koji predvidamo korelacije. Tim povratima je srednja vrijednost 0 , te

se log-likelihood funkcija pojednostavljuje na (44).
TN T It
LL(0, RIZl,...,ZT)=-71n(2n)-Eln(det(R))-EZ Z.'R'Z (44)
i=1

Da bi se dobila srednja log-izglednost (45), jo§ se uzima prosjek izra¢unatih vrijednosti po

svim n predvidenim korelacijama za n skupova podataka.
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LL=$Z?_1 LL (0. R|(Z,.....Z1).) (45)

T je ujedno i duljina Oracle prozora (21 radni dan), a N broj dionica. LL indikator pomaze
objasniti koliko su predvidajué¢i modeli vjerodostojni u opisivanju buducih povrata, ¢ime se
moze procijeniti kvaliteta modela gdje veca izglednost govori da predvidanja modela bolje

odgovaraju stvarnim podacima.
3.3.4. Hipoteza o valjanosti modela

Linearna regresija i jednostavni perceptron iz rada, po svojoj vrsti minimiziraju MSE, pa ¢e
se isto tako provjeriti hipoteza da smanjivanje srednje kvadratne greske vodi do boljih ostalih

mjera, kao Sto su R?1 LL. Tako ¢e se utvrditi koliko dobro modeli generaliziraju i predvidaju.

3.4. Evaluacija portfeljskih modela

Za svaki model se na temelju predvidenih kovarijacijskih matrica izgraduje optimalni GMV
(global minimum variance) 1 CMV (constrained minimum variance) portfelj. Kao mjera za
procjenu korisnosti predikcija u izradi optimalnih portfelja ¢e se koristiti volatilnost GMV 1
CMYV portfelja. Procjenjivat ¢e se standardna devijacija za svaki period izmedu mijenjanja
teZina portfelja, te ¢e se izradunati prosjek svih. MnoZenjem s v252 se dobije anualizirana

standardna devijacija povrata portfelja, Sto je volatilnost portfelja u kontekstu rada.

Uz sve dosad videne modele izracunate opisanim tehnikama, za mjeru najoptimalnijeg
portfelja koristit ¢e se Oracle+. Ovaj model ne samo da zna buduce koeficijente faktorskog
modela, nego mu je pri izraCunu matrice kovarijance poznata i buduca varijanca. Za svako

myjerilo u nastavku, rezultat najboljeg realisticnog modela ¢e biti podebljan.

3.5. Rezultati na skupu za u¢enje (in-sample)

Ovi rezultati govore kako se modeli ponaSaju na podacima na kojima su zapravo nauceni.
Tablica 3.1 daje mjere za predvidanja svakog modela, gdje je ocekivano Oracle najbolji po
MSE-u i R’-u, ali ima i najbolji LL. Predvidanja linearnom regresijom i perceptronom se po

svim metrikama ¢ine dosta bolji od jednostavnih uzorackih procjenitelja. Model koji za
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procjenu uzima samo koeficijente procijenjene na prozoru od 21 dan je daleko najlosiji, a uz

to jedini ima negativan R’.

Tablica 3.1 Mjere za evaluaciju predvidanja na skupu za ucenje

Model MSE R? LL
Boracte 0.0 1.0 -1360.144

B, 0.0759 -0.0659 -1481.441

B 0.0523 0.2656 -1437.497

B,e, 0.0513 0.2800 -1436.480

Byin 0.0468 0.3422 -1428.644

Brant 0.0469 0.3415 -1428.897

Tablica 3.2 prikazuje volatilnosti za CMV 1 GMV portfelje, Cije su teZzine dobivene

procijenjenim kovarijacijskim matricama razli¢itth modela. Dominantnosti portfelja

baziranih na Oracle+ modelu ukazuju na vaznost dobre procjene buducih volatilnosti, a

odmabh iza njega je Oracle. Od realisti¢nih portfelja, najmanji rizik su pokazali ograniceni

portfelji bazirani na uzorackim koeficijentima od 6 1 12 mjeseci. Najlosiji portfelj je izveden

iz uzorackih procjena na prozoru od 1 mjesec. Za usporedbu, equal weight portfelj je u tom

periodu imao standardnu devijaciju 18.93 %.

Tablica 3.2 Volatilnosti GMV i CMV portfelja na skupu za ucenje

Model o6mv (%) ocmuy (%)
Soracle 10.60 6.53
Soracle+ 04.02 3.75
£21 11.44 12.22
2126 10.71 9.91
Sy 10.71 9.98
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Siin 10.62 11.84

) 10.63 12.21

3.6. Rezultati na skupu za ispitivanje (out-of-sample)

Sude¢i po Tablica 3.3, na nikad videnim podacima, rang-lista modela se nije znatno
promijenila. No, moze se uoCiti da modeli po svim metrikama loSije procjenjuju na
nevidenim podacima, Sto je za oCekivati. Usprkos tome, kao na skupu za ucenje, jasna je
poveznica izmedu MSE i ostalih mjera. Iz dobivenih rezultata, da se zakljuciti da, u kontekstu

rada, modeli s manjom kvadratnom gre$kom imaju veée R’ i LL, i obrnuto.

Tablica 3.3 Mjere za evaluaciju predvidanja na skupu za ispitivanje

Model MSE R2 LL
Boracte 0.0 1.0 -1359.623

B, 0.0858 -0.2002 -1497.707

By 0.0590 0.1750 -1444.958

Bye, 0.0577 0.1930 -1443.861

By 0.0533 0.2546 -1436.933

Brann 0.0540 0.2445 -1438.139

Unatoc€ boljim procjenama slozenijih modela, prilozeni rezultati iz Tablica 3.4 ne podupiru
hipotezu da to vodi ka boljim portfeljima. Iako su im greske manje od jednostavnih
uzorackih procjenitelja, rezultati ukazuju da je recentnost koeficijenata procjenjenih na
manjim prozorima bitnija karakteristika za izgradnju portfelja minimalne varijance od
smanjivanja kvadratne greske u predvidanju. Za isti period je portfelj s jednakim tezinama
imao standardnu devijaciju 16.81 %. Takoder, suprotno ocekivanjima CMV je pokazao

manju volatilnost od GMV, no nekad moze biti isplativije ograniciti tezine portfelja [6].
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Tablica 3.4 Volatilnosti GMV i CMV portfelja na skupu za ispitivanje

Model oemv (%) ocmy (%)

Soracle 9.48 8 95

oracle+ 7.05 6.45
21 11.65 11.45
S126 12.00 10.97
£252 12.11 11.40
in 12.27 11.29
Ztanh 12.25 11.29
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Zakljuéak

Za multivarijatne podatke, koriStenje uzoracke kovarijacijske matrice, procijenjene
standardnim statisticCkim metodama, daje neiskoristive rezultate za izgradnju optimalnih
portfelja. U ovom radu je prikazano moguce rjesenje u obliku procjene korelacijske matrice
iz koeficijenata jednofaktorskog modela, koristeéi standardizirane povrate portfelja jednakih
tezina kao jedini faktor. PokuSajima predikcije buducih koeficijenata, pokazalo se da
kombinacija uzorackih koeficijenata raznim metodama, po svim mjerilima, daje bolja
predvidanja od samih uzorackih. Isto se ne moze re¢i za performanse portfelja koje nisu
iskazale znatne rezultate za kompleksnije procjenitelje, StoviSe rezultati su im lo$iji od
obi¢nih uzorackih. Moglo bi se raspravljati da uzoracki koeficijenti na manjim prozorima
daju recentnije i relevantnije podatke, $to je za izgradnju optimalnih portfelja potencijalno

bitnije od minimiziranja kvadratne greske u predvidanju.

Moguca poboljsanja problema rada se mogu podijeliti na 3 glavne grane. Prva moguénost je
koristenje vise faktora, i/ili da druk¢iji faktor predstavlja stanje trzista. U teoriji bi takav
faktorski model mogao bolje objasniti povrate, time 1 koeficijente/korelaciju. Drugi pristup
optimizaciji je koriStenje naprednijih metoda za predvidanje buducih koeficijenata iz
prijasnjih. Tu takoder spada uporaba viSe ulaznih parametara, i uporaba parametara koji nisu
samo uzoracki koeficijenti. I posljednji na¢in poboljSanja je sloZenijim predvidanjem buduce
varijance, $to se ocitovalo iz razlike u volatilnosti izmedu portfelja konstruiranih Oracle 1

Oracle+ modelima.
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Sazetak

Modeliranje korelacija financijskih vremenskih nizova

zasnovano na latentnim faktorima

Ovaj zavrsni rad istrazuje problem procjene i predvidanja korelacijskih koeficijenata parova
vremenskih nizova povrata financijskih imovina, s naglaskom na primjenu latentnih
faktorskih modela. Klju¢na komponenta rada je razvoj algoritama za procjenu koeficijenata
faktorskog modela iz povijesnih podataka, te primjena metoda strojnog ucenja za
predvidanje buducih vrijednosti tih koeficijenata. Poseban naglasak stavljen je na integraciju
predvidenih matrica korelacije u matrice kovarijance financijskih vremenskih nizova, te na
evaluaciju performansi razli¢itih modela u kontekstu konstrukcije portfelja minimalne
varijance. Rezultati pokazuju da kombiniranje koeficijenata faktorskog modela smanjuje

predikcijske greske, ali ne poboljSava performanse portfelja minimalne varijance.

Klju¢ne rijeci: financijski vremenski nizovi, korelacija, latentni faktori, faktorski modeli,
portfelj minimalne varijance, strojno ucenje, Pearsonov koeficijent, klize¢i prozori,

koeficijenti faktorskog modela, linearna regresija
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Summary

Modelling financial time series correlation based on latent

factors

This thesis investigates the problem of estimating and predicting the correlation coefficients
of pairs of time series returns of financial assets, with a focus on the application of latent
factor models. A key component of the work is the development of algorithms for estimating
factor model coefficients from historical data, and the application of machine learning
methods to predict future values of these coefficients. Special emphasis is placed on
integrating the predicted correlation matrices into covariance matrices of financial time
series, and on evaluating the performance of different models in the context of constructing
minimum variance portfolios. The results show that combining factor model coefficients
reduces prediction errors, but does not improve the performance of minimum variance

portfolios.

Key words: financial time series, correlation, latent factors, factor models, minimum
variance portfolio, machine learning, Pearson's coefficient, rolling windows, factor model

coefficients, linear regression
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