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Uvod

Problem trgovackog putnika jedan je od najpoznatijih problema iz podruc¢ja kombinatoricke
optimizacije. U ovom problemu, trgovacki putnik mora obi¢i sve gradove to¢no jednom 1
vratiti se u pocetni grad pri ¢emu se trazi minimalna duljina puta. Ovaj problem ve¢ dugo se
istrazuje 1 proucava jer se pojavljuje u mnogim podrucjima. Na primjer, od izuzetne je
vaznosti u odredivanju ruta vozila kako bi se postigla maksimalna efikasnost u prijevozu. U
grupiranju podataka, pomaze u organizaciji informacija na na¢in koji minimizira udaljenost
izmedu sli¢nih skupina. Rasporedivanje zadataka takoder koristi principe ovog problema

kako bi se optimiziralo vrijeme i resursi potrebni za obavljanje razli¢itih poslova.

Iako se na prvi pogled ¢ini jednostavnim za manji broj gradova (ili op¢éenito vrhova u grafu),
sloZzenost mu eksponencijalno raste s pove¢anjem broja gradova, §to ga €ini izrazito teSkim
za rjeSavanje. Danas je nezamislivo egzaktno rijesiti problem trgovackog putnika za broj
gradova u stotinama tisu¢a. Nazalost, ¢ini se da ne postoji nacin da se izbjegne provjera

duljine vrlo velikog broja mogucih ruta.

Prema [1] 2006. je rijeSen najveci graf s 85900 gradova, a [2] navodi kako za instance

problema s milijunima gradova rjeSenja garantiraju da su do 3% losija od optimalnog.

S obzirom na to da se problem pronalaska Hamiltonovog ciklusa moze svesti na problem
trgovackog putnika, i s obzirom na to da je problem Hamiltonovog ciklusa NP-tezak,
problem trgovackog putnika takoder spada u kategoriju NP-teSkih problema. To implicira

da ne postoji algoritam koji moze rijesiti ovaj problem u polinomijalnom vremenu.

Problem se lako moze modelirati pomoc¢u grafova: potrebno je pronac¢i Hamiltonovski ciklus
minimalne duljine u potpunom tezinskom grafu. Budu¢i da se radi o potpunom grafu, broj

Hamiltonovskih ciklusa je

y = oD

1
5 (D

gdje n predstavlja broj vrhova u grafu. [3] objasnjava da je odabir prvog vrha irelevantan jer
trgovac ionako prolazi kroz sve vrhove pa se prvi vrh moZe fiksirati. Ostaju sve moguce

permutacije preostalih vrhova, ali kako nije bitan smjer kretanja trgovca, uklanjaju se



duplikati. Iako je mogucée pretrazivati svaku rutu iscrpnom pretragom, to ne bi bilo smislena

za vece grafove zbog kombinatorne eksplozije.



1. Razni modeli problema

Prema [4] prve verzije problema trgovackog putnika pojavljuju se sredinom 19. stoljeca. W.
R. Hamilton osmislio je igru u kojoj je cilj prona¢i Hamiltonov ciklus po bridovima
dodekaedra, slijede¢i sva pravila problema trgovackog putnika. Neovisno o tome, 1832.
godine izasao je priruc¢nik za njemacke putujuce trgovce u kojem se problem spominje, ali
bez ikakve matematicke formulacije. [S] navodi da danas postoje razne varijante problema
trgovackog putnika koje su razvili razliciti istrazivaci kako bi se problem mogao ucinkovitije

primijeniti na mnoge stvarne situacije. Osnovne varijante ukljucuju simetri¢ni TSP (sTSP),

asimetri¢ni TSP (aTSP) i viSestruki TSP (mTSP):

e TSP
— Ako je udaljenost izmedu gradova dj; jednaka dji za svaki i i, tada se put moze
procijeniti u oba smjera s istim troSkom.
e aTSP

— Ako postoji dij#d;ji za barem jedan brid (i, j), tada problem postaje asimetri¢ni TSP.
e mTSP

— Ova varijanta omogucava visestruke posjete gradovima, za razliku od osnovnog
modela koji ogranicava posjet svakog gradu na tocno jedan put.

Osim osnovnih varijanti, postoje i specificne kategorije TSP-a usmjerene na odredene
primjene:
e Profit Based TSP
— Nije potrebno posjetiti sve gradove, ve¢ je cilj pronaéi rutu koja maksimizira
prikupljeni profit i minimizira troSkove putovanja.
e Time Windows Based TSP
—  Zahtijeva pronalazak najjeftinije rute koja posjecuje zadane gradove to¢no

jednom, pri ¢emu svaki grad mora biti posjecen unutar zadanog vremenskog
okvira.

e Maximal Based TSP
—  Slic¢an je tradicionalnom minimalnom TSP-u, ali cilj je maksimalizirati ukupnu
prijedenu udaljenost.
e Kinetic Based TSP:

— Varijanta u kojoj se svaka tocka krec¢e konstantnom brzinom u odredenom smjeru.
Cilj je posjetiti pokretne tocke s minimalnom putnom udaljenosti.



2. Iscrpna pretraga

Tablica 2.1 Vrijeme iscrpne pretrage

Broj vrhova Broj Vrijeme
Hamiltonovskih iscrpne
ciklusa pretrage
3 1 83.3 us
5 12 1 ms
10 181440 15.12s
11 1.8144x10° 1512
12 1.99584x107 27.72 min
13 2.395008x10® 66.528 h
14 3.11351x10° 36.03 dana
15 4.358915x10'° | 504.5 dana

Prema izrazu (1) lako se u tablici (Tablica 2.1) vidi eksplozija broja Hamiltonovskih ciklusa.
Uz pretpostavku da za izracun 12 ciklusa racunalu treba 1 ms, ve¢ za 15 vrhova vrijeme

iscrpne pretrage svih mogucih ciklusa je u godinama.

Pseudokod algoritma koji na ovaj nacin rjeSava problem trgovackog putnika sli¢an je

pseudokodu pretrage u dubinu:

funkcija posjeti (trenutniVrh, posjecéeniVrhovi) :
posjeéeniVrhovi.dodaj (trenutnivVrh)
ako su posjec¢eni svi vrhovi:
duljina = izracdunajbDuljinu (posjeéeniVrhovi)
ako duljina < trenutnoOptilamniCiklus.duljina() :
trenutnoOptimalniCiklus = posjeéeniVrhovi
inace:
za svaki vrh u nasljednici (trenutniVrh) :
ako vrh nije u posjecéeniVrhovi:
posjeti(vrh, posjeceniVrhovi)

posjeteniVrhovi.ukloni (trenutniVrh)

Kéd 2.1 — Pseudokod algoritma iscrpne pretrage



Za razliku od klasi¢nog pretrazivanja u dubinu, posjeéeni vrhovi nisu polje zastavica ve¢
povezana lista i iz nje se uklanja trenutni vrh nakon zavrSetka funkcije kako bi se mogao
isprobati svaki ciklus. Naravno prije poziva, duljina trenutno optimalnog ciklusa treba biti
maksimalna moguca. Uz to funkcija izraCunavanja duljina mora u obzir uzeti i udaljenost

izmedu zadnjeg vrha i prvog vrha kako bi se napravio ciklus.

Vremenska slozenost ovakvog algoritma je O((n-1)!), gdje je n broj vrhova. Algoritam ¢e za
neki pocetni ¢vor (svejedno je koji je to jer se gledaju ciklusi) razmotriti sve moguce
susjedne ¢vorove i tako rekurzivno. Za raCunanje prostorne slozenosti u obzir se uzima
najveca dubina rekurzije. Kako je ona jednaka broju vrhova u grafu, prostorna sloZenost je
O(n). Treba uzeti i u obzir memorijsku potroSnju liste posjecenih ¢vorova i trenutno
optimalnog ciklusa. I lista i trenutno optimalan ciklus su prostorne slozenosti O(n). Stoga je

ukupna prostorna slozenost ovakvog algoritma O(n).

Slika 2.1 jednostavan graf



Ako se nad grafom sa slike (Slika 2.1) primjeni algoritam, stablo pretrage izgleda ovako:

Slika 2.2 Stablo pretrazivanja algoritma iscrpne pretrage

Broj ciklusa odgovara (n-1)! tj. za 4 vrha to je 6. Uz relativno male izmjene, moze se smanjiti

vremenska slozenost algoritma.

2.1. ProsSirena iscrpna pretraga

Broj razli¢itih Hamiltonovih ciklusa u potpunom tezinskom grafu jednak je (n-1)!/2. Prema
[6] lako je za uociti kako je algoritam svaki ciklus obiSao 2 puta (s ,,pozitivne* 1 ,,negativne
strane). Stoga bi nadopunjeni algoritam trebao ukljucivati provjeru smjera tako da preskace
npr. ,,negativan® smjer. Kako bi se osigurao to¢no jedan smjer, potrebno je samo zahtijevati
da se neka 3 vrha pojave odredenim redoslijedom. Na primjer, ako se inzistira da se ¢vor B
uvijek pojavinakon ¢vora A 1 prije ¢vora C, algoritam nikadanece pozvati funkciju ,,posjeti
za ¢vor C ako se B ve¢ ne nalazi u listi posjecenih. Ako se pretpostavi da algoritam uvijek
krec¢e iz ¢vora A, moze se gledati uvjet da se ¢vor C mora pojaviti nakon ¢vora B. Za
realizaciju ovog prosSirenja u kodu (Kod 2.2) treba dodati provjeru:

Ako vrh nije u posjeéeniVrhovi:
Ako je vrh=='C' i ! (posjeéeniVrhovi.sadrzi ('B'") :
Preskoc¢i vrh

Inace: posjeti (vrh, posje¢eniVrhovi)

Kéd 2.2 — Prosirenje koda (Kdd 2.3)



Sada stablo pretrage izgleda ovako:

Slika 2.3 Stablo pretrazivanja za iscrpnu pretragu u jednom smjeru

Zbog dodatnog uvjeta iz vrha korijena A algoritam nije direktno posjetio vrh C i nije iSao u

podstablo A-D-C.

[6] navodi kako se uz jo$§ dodatnu pretpostavku da udaljenosti ne mogu biti negativne,
pretraga moze ograniciti s trenutno najboljim ciklusom koji predstavlja gornju granicu. Ako
u bilo kojem koraku trenutna cijena puta dosegne trenutno optimalnu cijenu, algoritam ne
mora dalje pretraZzivati to podstablo jer cijena sigumo nece biti manja od cijene trenutno

optimalnog ciklusa. Pseudokod takvog jo$ proSirenijeg algoritma izgleda ovako:

funkcija posjeti (trenutnivrh, posjeceniVrhovi) :
posjeéeniVrhovi.dodaj (trenutnivVrh)
trenutnaCijena=izrac¢unajbDuljinu(posjecéeniVrhovi)
ako trenutnaCijena>=trenutnoOptimalniCiklus.duljina:
posjeéeniVrhovi.ukloni (trenutnivrh)
vrati se
ako su posjec¢eni svi vrhovi:
trenutnoOptimalniCiklus = posjeceniVrhovi
inace:
za svaki vrh u nasljednici (trenutniVrh) :

ako vrh nije u posjec¢eniVrhovi:



ako je vrh=='C' i ! (posje¢eniVrhovi.sadrzi ('B'):
Preskoc¢i vrh
inac¢e posjeti(vrh, posjeéeniVrhovi)

posjeéeniVrhovi.ukloni (trenutniVrh)

Ko&d 2.3 — Pseudokod algoritma proS§irene iscrpne pretrage

Slika 2.4 Stablo pretrazivanja za iscrpnu pretragu u jednom smjeru uz gornju granicu

Nakon S§to algoritam pronade ciklus A-B-D-C-A, njegova ukupna cijena je 5 i to postavlja
kao gornju granicu. Kada nakon toga odlazi u podstablo A-D, ne proSiruje ga jer cijena
sigurno nece biti niza od gornje granice. Uvjet gornje granice se jo$ dodatno moze poboljsati
uz pretpostavku da je tezina svakog brida minimalno 1. Tada bi se umjesto provjere trenutne
cijene ciklusa i gornje granice provjeravalo je li zbroj trenutne cijene prijelaza i broja jos
neposjecenih vrhova uvecanog za jedan (jer se algoritam zeli vratiti u pocetni vrh) manji ili
jednak donjoj granici. Konkretno, kada bi cijena prijelaza A-D na grafu sa slike (Slika 2.1)
umjesto 5 bila 2, algoritam 1 dalje ne bi proSirivao to podstablo jer je 2 + 2 + 1 vece ili

jednako gornjoj granici tj. 5.



Tablica 2.1 Usporedba prosirenih algoritama iscrpne pretrage

Algoritam Broj
posjecenih
¢vorova

Jednostavna 22
iscrpna
pretraga

Iscrpna 12
pretraga u
jednom
smjeru

Iscrpna 9
pretraga u
jednom
smjeru s
gornjom
granicom

Uvjet gornje granice uvelike pomaze pri smanjivanju broja posjecenih ¢vorova, ali samo ako
se dobra gornja granica pronade $to prije. Sto se vie ona mijenja to je algoritam zapravo
sporiji. lako su prosirenja pridonijela povecanju brzine izvodenja, algoritam i dalje ima

vremensku slozenost O((n-1)!).



3. Branch and Bound

U podrezivanju iscrpne pretrage bilo je bitno $to prije nac¢i dobru gornju granicu. Tehnika
podrezivanja koja se svodi na slicnu ideju pronalaska granice je takozvana Branch and

Bound tehnika.

[7] navodi da su metodu 1960. uveli Land i Doig u svom radu: An Automatic Method of
Solving Discrete Programming Problems. Do kasnih 1970-ih, B&B je bio najnaprednija
metoda za rjeSavanje velikih i sloZzenih problema koji se nisu mogli rijesiti drugim poznatim
tehnikama. Metoda koristi pretragu stabla i pravila obrezivanja kako bi eliminirala dijelove
pretrazivackog prostora koji ne mogu dovesti do boljeg rjeSenja, fokusirajuci se samo na one
podskupove koji mogu sadrzavati optimalno rjeSenje, ¢ime ucinkovito rjeSava NP-teske
kombinatorne optimizacijske probleme. Algoritam u svakom trenutku pohranjuje najbolje
pronadeno rjeSenje 1 njegovu vrijednost (granicu) te skup podskupova koji jo§ nisu
analizirani. Za probleme minimizacije, granica se naziva donja granica (LB). Ako je donja
granica odredenog podskupa jednaka ili veca od vrijednosti najboljeg pronadenog rjesenja,

taj podskup se uklanja iz daljnje analize. [8] opisuje pseudokod B&B algoritma ovako:

1. Inicijaliziraj korijen stabla
Ponavljaj sve dok rjesSenje nije pronadeno i ne postoje neistrazeni ¢vorovi s granicom
nizom od duljine najboljeg rjesenja:
a. Odaberi neistrazeni ¢vor s najmanjom donjom granicom i obradi ga
3. Ako si gotov s tockom 2., rjeSenje koje si pronasao jest optimalno.

Obrada ¢vora podrazumijeva izratun donje granice za njegovu djecu. Donja granica se

procjenjuje sumom prijedene udaljenosti 1 donje procjene udaljenosti preostalog puta.

Sto je procjena visa time je i bolja jer odbacujemo vise rje$enja. Odabir heuristike tj. taktike
procjene je stoga vrlo vazna. Ovi algoritmi se takoder mogu ubrzati nad simetricnim

grafovima ako se gledaju rjeSenja u samom jednom smjeru.

Prema [9], procjenu sloZenosti Branch and Bound algoritama je tesSko odrediti jer se radi o
sekvencijalnim algoritmima koji prelaze iz stanja u stanje na kompleksan nacin, Cesto
koriste¢i ad-hoc metode za procjenu granica optimizacijskih koli¢ina. Koli¢ina podrezivanja
moze znacajno varirati, Sto otezava matematicko modeliranje i dokazivanje gornjih 1 donjih
granica vremenske sloZenosti. Algoritmi se ponasaju poput kompleksnih igara, poput Saha,

gdje put nije uvijek ocCigledan. No u najgorem slucaju, kada algoritam ne uspije nista
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podrezati, zapravo se pretvara u pretrazivanje u $irinu i njegova vremenska i prostorna

slozenost su tada O((n-1)!). Na srecu u praksi su performanse algoritma puno bolje.

3.1. Heuristike

3.1.1. Najkraé¢e moguce veze

Najjednostavnija (ujedno i najslabija) procjena je ukupna duljina najkrac¢ih mogucih veza
koja se dobiva ukupnom duljinom najkra¢ih neposjecenih bridova (udaljenosti izmedu
gradova). U tom je slu¢aju moguce da algoritam isti vrh posjeti viSe puta ili da je moguce da

neke vrhove uopce ne posjeti, ali zbog toga se heuristika i smatra relativno loSom.

U racunanju se prvo uklone vrijednosti iz glavne dijagonale matrice udaljenosti. Zatim, ako
trgovac iz grada i ulazi u grad j iz matrice se uklanja redak s indeksom i 1 stupac s indeksom
J. Nakon svakog koraka matrica se reducira tako da u svakom od preostalih redaka i stupaca
bude barem jedna 0. Procjena je tada suma redukcija, a donja granica je zbroj procjene,

cijene prijelaza iz grada i u grad j i trenutne cijene.

Slika 3.1 Stablo pretrage grafa (Slika 2.1 jednostavan graf uz heuristiku najkra¢e moguce veze
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Algoritam prvo proSiruje ¢vor A. Svakim sljede¢im korakom prosiruje ¢vor s najmanjom
procjenom donje granice dajuci prioritet ¢vorovima dublje u stablu. Tezine bridova
odgovaraju procjeni donje granice koja se dobiva prije opisanom metodom. Nakon §to
algoritam dode do lista provjerava postoje li ¢vorovi s manjom donjom granicom te ako
postoje, prosiruje th dok ne dode do lista ili dok njihova donja granice ne prijede trenutno
najmanju donju granicu. Ako dode do lista i ne postoji ¢vor s manjom donjom granicom,

algoritam zavrSava.

Problem ove heuristike je Sto za svaki ¢vor algoritam mora pamtiti njegovu matricu

udaljenosti koja ima n? podatka i time jako poveéava prostornu sloZenost.
3.1.2. Minimalno razapinjuce stablo

Prema [7] jo§ jedna od moguc¢ih procjena donje granice je koriStenje minimalnog
razapinjuceg stabla podgrafa koji sadrzi trenutni vrh, pocetni vrh i sve neposjecene vrhove.
Za izracun tezine minimalnog razapinjuéeg stabla koristi se Primov algoritam. Zbroj te

tezine i trenutne udaljenosti je nova donja granica.

funkcija prim(graf):
za svaki vrh u grafu:
Cijena (vrh)=beskonac¢nost
Prethodni (vrh)=null
Izaberi pocCetniVrh i cijena(poCetnivVrh)=0
H = prioritetni red(pocetnivVrh) //s obzirom na cijenu
Dok (H nije prazan) :
V = uzmiMinimalni (H)
Za svaki brid(v, v') od V:

Ako je teZina brida(v, v') < cijena(v'):
Cijena(v')=cijena brida(v, v')
Prethodni (v')=v
H.promijeniPrioritetVrha (v')

Vrati sumu svih cijena (v);

Kd&d 3.1 — Pseudokod Primovog algoritma

Modifikacija te procjene moze se izvrSiti tako da se iz minimalnog razapinjuceg stabla izvadi

trenutni vrh te se na teZinu doda zbroj dva najkraca brida koji povezuju trenutni vrh s nekim
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neposje¢enim vrhovima. Procjena se opet zbraja s prijedenom udaljenosti za izracun donje

granice.

Jo§ bolja procjena se postize tako da se izraCuna tezina minimalnog razapinjuceg stabla koje
se sastoji od samo neposjecenih vrhova. Na tu tezinu se dodaje tezina najkraceg brida koji
spaja trenutni vrh 1 neki neposjeceni vrh te teZina najkraceg brida koji spaja pocetni vrh i

neki neposjeceni vrh.

[7] takoder navodi da je redoslijed kojim se izvlace ¢vorovi iz reda neistrazenih vrlo bitan.
Ako algoritam proSiruje samo gledaju¢i donju granicu, moguce je da ¢e se pretvoriti u
pretrazivanje u Sirinu s eksponencijalnom prostornom slozenos¢u. Zbog toga je bitno da
algoritam ima tendenciju Sto prije do¢i do listova. Jedan model oblikovanja takvog prioriteta

je:

P = — @)

gdje P oznacava prioritet, k broj posjecenih gradova, a LB donju granicu.
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4. Dinamicko programiranje

Prema [10] dinami¢ko programiranje tjeSava probleme kombiniranjem rjeSenja
podproblema sli¢no kao 1 metoda ,,podijeli pa vladaj* (eng. Divide and conquer). Za razliku
od ,,podijeli pa vladaj dinamicko programiranje se primjenjuje kada se problemi preklapaju,
odnosno kada podproblemi dijele podpodprobleme. U ovom kontekstu algoritmi podijeli pa
vladaj rade viSe nego Sto je potrebno, uzastopno rjeSavajuci i raCunajuéi zajednicke
podpodprobleme. Algoritam dinamic¢kog programiranja rjeSava svaki podpodproblem samo
jednom i zatim sprema njegovo rjesenje u tablicu, ¢ime izbjegava ponovno racunanje svaki
put kada rjeSava podpodproblem. Rije¢ ,,dinamic¢ko* odnosi se na sposobnost algoritma da
prilagodava svoje rjeSenje dok se krece kroz problem, dok se ,,programiranje‘ ne odnosi na
pisanje racunalnog koda, ve¢ na prije spomenutu tabliénu metodu organizacije i

pohranjivanja podataka.

Kada se razvija algoritam dinami¢kog programiranja, slijede se Cetiri koraka:

Karakterizacija strukture optimalnog rjesenja.

Rekurzivno definiranje vrijednost optimalnog rjeSenja.

Izracunavanje vrijednost optimalnog rjeSenja, obi¢no koriste¢i pristup odozdo prema gore.
Konstrukcija optimalnog rjeSenja iz izracunatih informacija.

b=

Koraci 1-3 ¢ine osnovu dinamickog programiranja za rjeSavanje problema. Ako je potrebna
samo vrijednost optimalnog rjeSenja, a ne cijelo rjesenje, tada se moze izostaviti korak 4.
Kada je ipak bitno i cijelo rjeSenje, ponekad se korak 3 mora prosiriti s dodatnim

procedurama kako bi rekonstrukcija optimalnog rjeSenja bila laksa.

[10] takoder navodi neke od moguc¢ih algoritama 1 problema koji koriste dinamicko
programiranje. To je algoritam za ulan¢ano mnoZenje matrica koji Zeli minimizirati broj
skalarnih mnoZenja tako da odredi redoslijed mnozenja matrica u lancu. Problem rezanja
Stapova u kojem se neki Stap reze na komadice odredene duljine i odredene cijene, a profit
zeli maksimizirati, problem najduljeg zajedni¢kog podslijeda u DNK, konstruiranje

optimalnog binarnog stabla pretrazivanja itd.
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4.1. Held-Karp algoritam

U kontekstu problema trgovackog putnika najpoznatiji algoritam iz podru¢ja dinamickog

programiranja je (Bellman-)Held-Karp algoritam. Ime je dobio po Amerikancima Michaelu

Heldu, Richardu Karpu i Richardu Bellmanu. Held i Karp su objavili svoj rad u kojem

opisuju algoritam 1962. godine pod nazivom: ,,A Dynamic Programming Approach to

Sequencing Problems*, a Bellman je iste godine neovisno o njima izdao svoj rad: ,,Dynamic

Programming Treatment of the Travelling Salesman Problem*.

Pseudokod algoritma izgleda ovako:

funkcija HeldKarp (graph) :
za k od 2 do n:
cijena ({1,k}, k) = udaljenost(l, k)
za s od 3 do n:
za svaki S € {1, 2, .., n} uz |S| = s:
za svaki k € S:
Cijena (S, k) = minmsx,mes [ (Cijena(S/{k}, m +
udaljenost (m, k)]
opt = mings1[ (Cijena ({1, 2, .., n}, k + udaljenost(k, 1)];

vrati opt;

K&d 4.1 — Pseudokod Held-Karpovog algoritma

Algoritam ide po svakom podskupu od skupa {1, ..., n} krecuéi se od podskupova s

najmanjim do podskupova s najve¢im kardinalitetom. Za svaki odreduje minimalnu cijenu

uzimajuci u obzir prijasnje podskupove.

Held-Karp se drzi koraka dinamickog programiranja:

1.

Optimalno rjeSenje problema trgovackog putnika je minimalni Hamiltonov ciklus u
potpunom tezinskom grafu. Bitno je za napomenuti da optimalno rjeSenje ukljucuje
optimalna rjeSenja za podprobleme.

Algoritam vrijednost optimalnog rjeSenje rekurzivno racuna jer optimalna rjeSenja za
manje podskupove koristi za optimalno rjeSenje veéih podskupova.

Izracun se u algoritmu vr$i odozdo prema gore jer poc€inje s najmanjim podskupovima i
postupno izracunava vrijednost za sve vece koriste¢i prethodno izraunate vrijednosti
manjih podskupova.

Nakon $to je optimalno rjeSenje izracunato, moze se rekonstruirati optimalni put
koriste¢i spremljene informacije o tome koji je prethodni ¢vor dao minimalnu
vrijednost.
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Vremenska sloZenost algoritma je O(2" * n?). Formalan dokaz je analiziran u [11], no

intuitivno gledano, postoji 2" podskupova skupa od n ¢lanova, a za svaki od njih algoritam

prolazi po svim vrhovima i za svaki odreduje koji ée vrh biti prethodnik tj. radi jo§ n?

operacija za svaki podskup. Prostorna slozenost je O(2" * n) jer za svaki podskup algoritam

pamti rezultate za n razli¢itih zavrSnih vrhova.

Algoritam se naravno opet moze malo ubrzati ako se rjeSava simetri¢an problem trgovackog

putnika, tako da se kre¢e samo u jednom smjeru.

Primjer rada algoritma za graf sa slike (Slika 2.1):

| s|

| s |

2

Cijena ({A, B}

Cijena ({A, C}

Cijena ({A, D}

Cijena ({A,
1+1=2
Cijena ({A,
1+1=2

Cijena ({A,
1 +1=2
Cijena ({A,
5+ 1=6

Cijena ({A,
1 +2=3
Cijena ({A,
5+ 2 =7

Cijena ({A, B,
udaljenost (C,
min(7+1, 3+1)
Cijena ({A, B,
udaljenost (B,

min(6+1,

, B) = udaljenost (A,
, C) = udaljenost (A,
, D) = udaljenost (A,
C}, B) = Cijena({a,
C}, C) = Cijena({a,
D}, D) = Cijena({A,
D}, B) = Cijena({Aa,
D}, D) = Cijena({A,
D}, C) = Cijena({A,
c, D}, B) =
B) , Cijena({A,C,D},
=min (8, 4) = 4
C/ D}/ C) =
C), Cijena({A, B,

2+2)=min (7,

4) = 4

D},

Ct,

B},

B},

D},

Ch,

D},

D)

min(Cijena ({A, C,

udaljenost (C,

udaljenost (B,

udaljenost (B,

udaljenost (D,

udaljenost (C,

udaljenost (D,

D}, C) +

+ udaljenost (D, B))

min(Cijena ({A, B, D},

D) + udaljenost

B) +
(D, C)

)
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Cijena({A, B, C, D}, D) = min(Cijena({A, B, C}, C) +
udaljenost (C, D) , Cijena({A,B,C}, B) + udaljenost(B, D)) =
min(2+2, 2+1) = min(4, 3) = 3

Kraj:
Opt = min(Cijena({A, B, C, D}, B)) + udaljenost(B, A),
Cijena({A, B, C, D}, C) + udaljenost(C, A), Cijena({A, B, C,
D}, D) + udaljenost(D, A)) = min(4+1, 4+1, 3+5) = min(5, 5,
8) =5

Algoritam rekonstruira put tako da gleda koja vrijednost je dovela do minimuma. Kako je
zavr$io u vrhu A, a do minimuma u tom izra¢unu ga je dovela Cijena({A, B, C, D}, B)), zna
da je do A stigao iz vrha B. Sada rekurzivno ponavlja ovaj postupak i dobiva: A-B-D-C-A.
Kako je na kraju imao dvije jednake minimalne vrijednosti, da se odlucio za Cijena({A, B,

C, D}, C) dobio bi isti ciklus samo u obrnutom smjeru.

Intuitivno je za primijetiti da bi se ovaj algoritam mogao paralelizirati. Svaki podproblem
racunanja cijene za isti podskup je medusobno nezavisan. Prema [12] , rezultati
paralelizacije algoritma nad 4 razlicita primjera grafova prikazuju ubrzanje rada algoritma.
Treba paziti 1 da poveéanje broja dretvi ne mora nuzno dovesti do ubrzanja zbog troskova
sinkronizacije. Drugi primjer paralelizacije [13] navodi kako paralelni algoritam moze s

brojem procesora jednakim drugom korijenu od n dobiti o¢ekivano vrijeme izracuna O(n).
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5. Algoritam najblizeg susjeda

Ponekad nije bitno optimalno rjesenje, ve¢ samo neko dovoljno dobro. Pohlepni algoritmi
su vrsta algoritama koji uvijek odabiru opciju koja se trenutno ¢ini najboljom. Njih
karakterizira jednostavnost, nepovratnost (odluke koje donesu se ne ponistavaju) i lokalna
optimizacija. Za izradu pohlepnog algoritma prate se sljedec¢i koraci prema [10] :

Odredi optimalnu substrukturu problema

Razvij rekurzivno rjeSenje

Dokazi da nakon pohlepnog izbora ostaje samo jedan podproblem

(Ako Zelimo da pohlepni algoritam daje optimalno rjeSenje) Dokazi da pohlepni izbor
uvijek vodi prema optimalnom rjeSenju

5. Razvij rekurzivni algoritam koji primjenjuje pohlepnu strategiju

6. Radi uc¢inkovitosti, pretvori rekurzivni algoritam u iterativni

bl

Prema [14] jedan od pohlepnih algoritama je i algoritam najblizeg susjeda. Cesto se koristi
kao mjerilo za usporedbu drugih kompleksnijih algoritama. U kontekstu problema
trgovackog putnika, algoritam jednostavno u svakom vrhu bira vrh koji mu je najblizi (a da
ga vec¢ nije posjetio). Kako za svaki od n vrhova algoritam treba pronaci njemu najblizi (od
preostalih) njegova vremenska sloZenost je O(n”2). Prostorna sloZenost je O(n) jer je

potrebno samo pratiti posjecene ¢vorove i putanju.
Lako je za uociti da algoritam nece davati optimalno rjeSenje Cak i za jednostavne grafove.

Pseudokod bi izgledao ovako:

Function najbliZiSusjed(matricaUdaljenosti, pocetak):

N=duljina (matricaUdaljenost)

Put = nova lista()

Nepojeceni = nova lista(svi vrhovi)

Trenutni vrh=pocetak

Neposjec¢eni.izvadi (trenutni vrh)

Put.dodaj (trenutni_ vrh)

Sve dok put.kardinalitet() < n :
trenutni vrh=odrediNajblizZi (put, neposjeceni)
neposjec¢eni.izvadi (trenutni_ vrh)
put.dodaj (trenutni vrh)

put.doda’j (pocetak)

vrati put

Koéd 5.1 — Pseudokod algoritma najblizeg susjeda
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Slika 5.1 Stablo pretrazivanja algoritma najblizeg susjeda za graf sa slike (Slika 2.1)

Algoritam moZe pasti u ,,zamku* i oti¢i jako loSim putem jer je sve druge moguénosti obisao.
U ovom primjeru (Slika 5.1) kada je doSao do vrha D uz vrlo malu cijenu, morao je proci
najskupljim bridom. Da bi se rezultat pobolj$ao, algoritam se moze ponavljati vise puta
mijenjajucéi pritom pocetni vrh. Ako se Zeli poceti iz svakog vrha, onda ¢e vremenska
slozenost biti n*O(n"2) tj O(n"3). Takoder moze pamtiti duljinu trenutno najboljeg ciklusa

tako da zaustavi svoj rad u trenutku kada prede preko te vrijednosti.

° = ° —_ ° L o
o e - °
o —- L

Slika 5.2 Stablo pretrazivanja proSirenog algoritma najblizeg susjeda za graf sa slike (Slika 2.1)
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Vidi se da je sada algoritam uspio dati optimalno rjeSenje. Kada krece iz vchova C 1D ne ide
do kraja jer bi ga to kosStalo sveukupno 5, a cijena trenutno najboljeg puta je manja ili jednaka
5 stoga ne proSiruje te ¢vorove. Bitno je za primijetiti da rjeSenje algoritma ovisi i o
redoslijedu biranja vrhova iz liste neposjeCenih ako ima viSe vrhova sa minimalnom

udaljenosti.

Algoritam najblizeg susjeda se moze kombinirati s algoritmom pretrazivanja u dubinu kako

bi brzo odredio gornju granicu.

Nazalost niti jedan od ovih algoritama 1 dalje nije prihvatljiv za vece probleme. Za njih se
danas ve¢inom koriste genetski algoritmi, algoritmi temeljeni na strojnom ucenju,

evolucijski algoritmi 1 sl.
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6. Ostvareno programsko rjesenje

Programsko rjeSenje problema trgovackog putnika ostvareno je koriste¢i objektno-
orijentirani pristup u programskom jeziku Java verzije 17 unutar integrirane razvojne okoline
IntelliJ IDEA 2023. Objektno-orijentirani dizajn sustava omogucava modularnost,
fleksibilnost 1 ponovno koriStenje koda, Sto znacajno olakSava razvoj 1 odrzavanje
kompleksnih sustava. Projekt je razvijen kao Maven projekt, §to je omogucilo jednostavno
upravljanje ovisnostima, integraciju s razvojnim alatima i automatizaciju procesa gradnje,

¢ime se dodatno poboljSava efikasnost i pouzdanost razvoja softvera.

Dohvati sve
grafove od
opskrjivaga
grafova

Pokretanje
izvrsitelja

Popunjavanje Stvaranje
opskrbljivaca izvrsitelja
algoritama algeritama

Dohvati graf
Dohvati
algoritam

Pokreni algoritam nad
grafom i spremi rezultat
u listu

Stvaranje
izvrsitelja testova

Ne
Prosao si po svakom
algoritmu

Ne

Prosao si po svakom
grafu

Spremi rezuitate Vrati [istu
ili ih analiziraj rezultata

Slika 6.1 Dijagram toka aplikacije

Prema principu jedne odgovornosti odvojeni su dijelovi koda zasluzni za problem
trgovaCkog putnika predstavljen razredom Graph, algoritam predstavljen suceljem
Algorithm, pokretanje i testiranje predstavljeno suceljem AlgorithmExecutor i procesiranje

rezultata predstavljeno razredom AlgorithmExecutorResultAnalyzer.
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6.1. Algoritam

®

© = NNAlgorithm

NNAlgorithm()

@ AlgorithmResult

@ AlgorithmResult(String[], double, int)

i
setSkipSymmetry (boolean) Algerithm 3 @ % getCast() double
getSupportedModes () List<Integer> “' @ gel fon() String[]
run{Graph) AlgorithmResult @ Algorithm @ % incrementStatesVisited(int) void
runFromColumnCelling (Graph, int, Double) AlgorithmResult @0 % run{Graph) AlgarithmResult @ setCost(double) void
runFromColumn{Graph, int) AlgorithmResult &% % getName() String @ ® toString() String
changeMode(int) Algorithm —> @ geMode(int) Algorithm @ % setStatesVisited(int) void
getskipSymmetry () boolean &% getSkipSymmetry () boolean @' gef sWisited() int
String @ %= getSupportedModes() List<integers @ = setSolution(Stringll) void
buildStartingVertices() Set<integer> @ % setSkipSymmetry(booclean) Algorithm
©* DPAlgorithm 1 ©= DFSAlgorithm
@ % DPAlgorithm() i @ = DFSAlgorithm()
® i String § @ % run(Graph) AlgorithmResult
() % setSkipSymmetry(boolean) Algorithm ---=--=-=-===— ¢ @ = getName() String
@ % run(Graph) AlgorithmResult BnBAIgorithm O ) ‘|':”"‘*‘JM”W’“ List<Integer>
@& changeMode(int) Algorithm G BrRbiae ] (":1‘ F”'i”"{“‘f”““ Soolean
flJ getSupportedModes() List<integer> @ runiGraph) Roo e }'f j . C-d‘;(l”t) Algorithm
@ w ge Symmetry () boolean o [ = setSkipSymmetry (boolean) Algorithm
@ = getSkipSymmetry () boolean T
@ ' setSkipSymmetry (boolean) Algorithm 7
m) & changeMade(int) Algorithm © DFSNNAlgorithm
™ % buildRoot{double[1[]) Node @ % DFSNNAlgorithm()
@ s g portedModes() List<Integer> getsur dModes() List<Integer>
©% Prim @ % createChild (Node, int) Node ngeMode(int) Algorithm
@ = MST(double[l[], BitSet) double @' getName() String @ = getName() String
r r - \ -
BnBMSTModOAlgorithm | | @« BnBMSTMod1Algorithm | | @4 BnBMSTMod2Algorithm ©= BnBShortestConnectionAlgorithm
BnBMSTModOAlgorithm () @ % BnBMSTMod1Algorithm() @ % BnBMSTMad2Algorithm () w1 ohor o i e ) 5
getName() String @ getName() String @ getiansd S ',ﬁ‘) getName() String
@ = createChild(Node, int) Node
@ buildRoot (double[][1) Node

Slika 6.2 Dijagram razreda Algorithm

U implementaciji sustava za rjeSavanje problema trgovackog putnika koristen je oblikovni

obrazac strategije kako bi se omogucila fleksibilnost i prosirivost algoritama. Sucelje

Algorithm definira zajednicko ponaSanje svih algoritama,

gdje svaka konkretna

implementacija mora nadjacati metodu run(Graph graph). Ova metoda predstavlja glavni

tijek izvodenja algoritma na zadanom grafu 1 vraca instancu AlgorithmResult, koja sadrzi

informacije o konacnom rjeSenju, troSku puta i broju posjecenih stanja. Upotrebom

strategijskog obrasca omoguceno je razli¢itim algoritmima da budu zamjenjivii da se mogu

koristiti unutar sustava bez potrebe za mijenjanjem koda koji ih poziva.

Konkretnije, implementirani su svi algoritmi koji su bili analizirani, svaki s jedinstvenim

pristupom rjeSavanju problema:

e NNAlgorithm (algoritam najbliZzeg susjeda): Ovaj algoritam koristi heuristiku
najbliZeg susjeda kako bi pronaSao rjeSenje. KoriSteni obrazac je State Pattern

koji navodi da objekt promijeni svoje ponasanje kada mu se unutarnje stanje
promijeni. Definirano je nekoliko nacina rada (modova) kao $to su EVERY,
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EVERY THIRD, ONE RANDOM, i THREE RANDOM koji utjecu na izbor
pocetnih ¢vorova za algoritam. Mod oznacava kako ¢e se algoritam izvrSavati.
EVERY odreduje da ¢e se algoritam izvesti iz svakog vrha grafa. Nakon $to se
algoritam pokrene nad svakim vrhom, vraca se najkrace pronadeno rjeSenje.
Sli¢no rade 1 ostali modovi, te im se iz imena moZe odrediti kako biraju nad
kojim ¢e se vrhovima izvesti.

DPAIlgorithm (algoritam dinamickog programiranja): Koristi se pristupom
dinamickog programiranja za rjeSavanje problema, gdje se koriste podproblemi
za izraCunavanje optimalnog rjeSenja. Predstavlja implementaciju Held-Karp
algoritma te ne koristi razli¢ite modove rada, ve¢ pruza tocno rjeSenje koristeci
dinamicku programsku matricu.

DFSAlgorithm (algoritam iscrpne pretrage sliCan pretraZivanju u dubinu): Brute
force pristup koji koristi dubinsko pretrazivanje. Implementirana je dodatna
varijanta DESNNAlgorithm, koja koristi rezultate najblizeg susjeda kao gornju
granicu (upper bound) za optimizaciju pretraZivanja.

BnBAlgorithm (Branch and Bound algoritam): Apstraktni algoritam koji koristi
tehnike grananja i ograni¢avanja za traZenje optimalnog rjeSenja. Koristeni
obrazac je Template Method Pattern. Kako svi BnB algoritmi rade istu stvar,
samo koriste drugu heuristiku za izraCun donje granice, razred BnBAlgorithm
implementira cijeli algoritam, jedino korake vezane za izracun donje granice
prepusta podrazredima:

o BnBMSTModOAlgorithm: Koristi minimalno razapinjuce stablo (MST)
za procjenu donje granice koje sadrzi trenutni vrh, pocetni vrh i sve
neposjeéene vrhove. Za izracun tezine minimalnog razapinjucéeg stabla,
koristi se Primov algoritam, preko staticke metode razreda Prim.MST().
Zbroj te tezine 1 trenutne udaljenosti je nova donja granica.

o BnBMSTModlAlgorithm: Sli¢no ModO0, ali s dodatnim prilagodbama za
bolje procjene. Razapinjuce stablo sada sadrzi samo neposjecene vrhove i
pocetni vrh, a donja granica se racuna kao zbroj tezine tog razapinjuceg
stabla, trenutne udaljenosti 1 minimalna teZina brida koji spaja trenutni
vrh s neposje¢enim vrhom.

o BnBMSTMod2Algorithm: Jos jedna varijanta MST pristupa s dodatnim
optimizacijama. MST se sada ratuna nad grafom koji sadrzi samo
neposjecene vrhove. Na tu tezinu se dodaje tezina najkraéeg brida koji
spaja trenutni vrh 1 neki neposjeceni vrh i tezina najkrac¢eg brida koji
spaja pocetni vrh i neki neposjeceni vrh.

o BnBShortestConnectionAlgorithm: Koristi heuristiku najkrace veze za
procjenu donje granice.
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Koristenjem ovih razli¢itih strategija, omoguéeno je jednostavno testiranje i usporedbu
razli¢itih algoritama na istom problemu, te je pruzena fleksibilnost za daljnje proSirenje
dodavanjem novih algoritama ili poboljSanjem postojec¢ih. Uz to, svaki algoritam ima
varijablu skipSymmetry koja sluzi za osiguranje da se pri radu na simetri¢noj matrici uvijek
daje rjesenje samo u jednom smjeru. Konkretno, ako je ova varijabla postavljena na true,
algoritam ¢e ignorirati odredene ¢vorove kako bi izbjegao generiranje ekvivalentnih rjeSenja

koja su samo zrcalne slike jednog drugog.

6.2. Graf

@ %= GraphMaker
aph(String) Graph ©%= Graph

ene ndomSymmetricalGraph (int, double, double) Graph (@ % Graph(double[][], boolean, String)

1akeName(int, double, double) String @ Graph(double[][], boolean)
‘ ) etNumberOfVertices() int
(@) e() String
@ e(String) void
! @ isSymmetrical() boolean
DistanceMatrixGraphMaker i - © % SimpleGraphMaker (@) int
@ % DistanceMatrixGraphMaker () @ S G Maker () @ String
@ = generateGraph(String) Graph aph(String) Graph @ = equals(Object) boolean

Slika 6.3 Dijagram razreda Graph

Razred Graph je konkretan problem trgovackog putnika, koji je predstavljen preko matrice
udaljenosti. Graph ima jednu odgovornost, a to je pohranjivanje podataka o matrici
udaljenosti. Za generiranje grafova stvoreno je sucelje GraphMaker, prema Factory Method
Patternu. Ovo sucelje omogucuje razli¢ite implementacije koje mogu generirati grafove na
temelju razliCitih izvora podataka ili algoritmima stvaranja grafova. Ovo sucelje omogucuje
stvaranje grafova bez eksplicitnog navodenja konkretnih grafova, ¢ime se olakSava
prosirivost. GraphMaker ima 2 konkretne implementacije, DistanceMatrixGraphMaker 1

SimpleGraphMaker koje korisnik po potrebi koristi.
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6.3. lzvrsitelj algoritama

AlgarithmExecutorResult AlgorithmExecutorResultAnalyzer
rithmExscUtorReRUtANalyzar)
Jisk(List < AlgorithmExecutorResult > )

ultfAlgorithmResult, boo

String,

Result, bool mAL5X(5tring) List<AlgarithmExecutorResult >

‘Result{AlgorithmResult) void @ % readGraphsFromXLSX(String) List<Graph>

jetError) String
pSimmetry{boolean) woid
etError{String) woid TestExecutor
i ryl) boolean @ TestExecutor(AlgorithmExecutor)
qet suit() AlgorithmResult 5 art Test{Algorl , Int, int, int) List<AlgorithmExecutorResult>
jetalgorithmiamel) String
getDuration() fong
tring() String @= AlgorithmExecutor
tAlgarithmiame{String) void & xecutelColisction<Aigorithm:>, GraphProvider, int, int) List<AlgerithmExecutorResult >
etGraphName() string i getf Algorithms() Collection<Algerithm>
aph) Graph +
ComplexAlgorithmExecutor [ SimpleAlgorithmExecutor
tor() JorithmExacutor{)
elCollection <Algorithm>, GraphProvider, int, Int) List<AlgorithmExecutorResult > (Coliection<Algorithm>, GraphProvider, int, Int) List<AlgorithmExecutorResult>
uildAlgorithmResult{Algerithm, Graph, int) AlgorithmExecutorResult @)% gstFalledAlgarithms{) Collection<Algorithm>
ms() Callection<Algorithm>

Slika 6.4 Dijagram razreda AlgorithmExecutor

AlgorithmExecutor je sucelje koje definira zajednicko ponaSanje za sve izvrsSitelje
algoritama. Ovo sucelje omogucuje pokretanje kolekcije algoritama na grafovima, pracenje
neuspjeSnih algoritama te postavljanje vremenskih ograni¢enja nad izvrSavanjem
algoritama. Njegova metoda execute vraca listu AlgorithmExecutorResulta koji
enkapsuliraju AlgorithmResult, ali sadrze jo§ viSe informacija, poput vremena izvodenja,
imena algoritma, imena grafa nad kojim se algoritam izveo itd. Test Executor je
enkapsulacija AlgorithmExecutora 1 koristi se za viSe poziva AlgorithmExecutora. Na kraju,
za analizu rezultata se koristi razred AlgorithmExecutorResultAnalyzer. On omogucuje
spremanje rezultata na disk i ucitavanje rezultata iz datoteka. On je otvoren za proSirenja, ali

zatvoren za modifikacije, kao $to nalaze jedan od SOLID principa.
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6.4. Dobavljaéi

Provider<T>

provida() Collection<T>

AlgorithmProvider
ferl)

rovide() Collection<Algorithm>

GraphProvider
fer()

i = provide() Collection<Graph>
r

A
RandomGraphProvider

eAlgorithmProvider % RandomGeaphProvider(int, int)

W P . i f(Callection<PackageAlgorithmProviders| rovide()  Collection<Graph>
)% F eAlgarithmProvidar)

Ju provide() Cellection<aigarithm>

NNAlgorithmProvider BnBAlgorithmProvider

rovider) = BnBAlgorithmProvider()

ovider S = DPAlgorithmProvider

PAigorithmPravider()

TSPAlgerithmProvider

\der{Collection <PackageAlgorithmProvider>)

Slika 6.5 Dijagram sucelja Provider

Za dohvacanje kolekcije algoritama i grafova nad kojim Ce se ti isti algoritmi izvesti koristi
se sucelje Provider<T>. Ono definira op¢i nacin za dobavljanje kolekcija objekata tipa T. Za
dohvacanje algoritama postoji apstraktni razred AlgorithmProvider, a za dohvacanje grafova
GraphProvider. Za dohvacanje algoritama unutar nekog paketa, koristi se razred
PackageAlgorithmProvider ¢ije implementacije vracaju konkretnu kolekciju algoritama za
koje su one zaduzene. TSPAlgorithmProvider u svom konstruktoru prima kolekciju drugih
PackageAlgorithmProvidera i on sluzi za spremanje svih PackageAlgorithmProvidera u
jedan. Konkretna implementacija GraphProvidera je RandomGraphProvider koji generira

nasumicne grafove odredene veli¢ine koriste¢i GraphMaker.

public class BnBAlgorithmProvider extends PackageAlgorithmProvider {

@return
protected Collection<Algorithm> ildAlgorit ection() {

List<Algorithm> list = new ArraylList<>();
list.add(new BnBMST! A ithm());
list.add(new ithm());
list.add(new hm());
list.add(new ectionAlgorithm());
list.add(new BnE thm());
return list;

Slika 6.6 Primjer dobavljaca algoritama
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6.5. Pokretanje i rezultati

GraphMaker.java Provider.java

> public class Main {

(g public static void main(String[] args) {

List<PackageAlgorithmProvider> providers
ter());
ider());
d6313
AlgorithmProvider()); 1 1
AlgorithmProvider provider =

new ArraylList<>();

providers.add(new BnBAlgorithmProv

providers.add(new DFSAlgorithmProv

providers.add(new DPAlgorithmProvid

providers.add(new

AlgorithmPr

der(providers);

AlgorithmExecutor algorithmExecutor = new ComplexAlgorithmExecutor();

TestExecutor testExecutor = new stExecutor(algorithmExecutor);
List<AlgorithmExecutorResult> results = testExecutor.startTest(

provider, startVertexCount: 15, endVertextCount: 25, 60

25

AlgorithmExecutorResultAnalyzer.saveToDisk(results);
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Slika 6.7 Primjer pokretanja programa

Korisnik na pocetku gradi AlgorithmProvider. Stvara instancu AlgorithmExecutora i
pokrecée ga. Korisnik ne mora stvarati TestExecutor, on sluZi za definiranje GraphProvidera
1 broja poziva AlgorithmExecutora. Nad AlgorithmExecutorom se poziva metoda execute u
kojoj moramo definirati nad koji algoritmima i nad kojim grafovima zelim provesti
eksperiment pomoc¢u AlgorithmProvidera i GraphProvidera. Na kraju rezultate spremimo sa

AlgorithmExecutorResultAnalyzerom.
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Slika 6.8 Primjer rezultata u tablici
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7. Analiza rezultata

Cilj analize rezultata programa je pruziti detaljan uvid u performanse i u¢inkovitost razlicitih
algoritama za rjeSavanje problema trgovackog putnika. Analiza rezultata omogucuje
identificiranje najboljih pristupa, uo€avanje potencijalnih slabosti, te optimizaciju buduc¢ih

izvrSavanja algoritama.

Evaluacija performansi algoritma ukljucuje evaluaciju trajanja izvrSavanja i broja posjec¢enih
stanja. Uz to cilj je vidjeti utjecaj varijable skipSymmetry ili raznih modova na vrijeme i
broj stanja, te kako je test pokrenut s nasumi¢no generiranim grafovima iz normalne
distribucije, cilj je vidjeti i utjecaj veli¢ine grafa i standardne devijacije na brzine izvodenja

algoritma.

7.1. Standardna devijacija i algoritam najblizeg susjeda

Tablica 7.1 Utjecaj standardne devijacija na izvodenje algoritama

Standardna Prosjecno Prosjec¢an
devijacija/Srednja trajanje broj
vrijednost algoritama posjecenih
(%) (s) stanja
5 0.232788623 | 2532468.93
50 0.141107 | 1236463.709
500 0.023236544 | 432762.9

Moze se zakljuciti da §to je standardna devijacija veca, algoritmi ¢e raditi brze jer lakse 1
¢eS¢e mogu raditi veca podrezivanja. Ovo naravno ne vrijedi za algoritam DP jer on ne radi

podrezivanja i samim time ne ovisi o standardnoj devijaciji.

Tablica 7.2 Utjecaj standardne devijacije na to¢nost najblizeg susjeda

Standardna Taktika Prosjecno
devijacija/Srednja | najblizeg odstupanje
vrijednost susjeda od optimalne
(%) cijene
5 Svaki vrh 0.17%
50 Svaki vrh 5.76%
500 Svaki vrh 9.18%
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5 Svaki treci 0.35%
50 Svaki treci 12.7%
500 Svaki treci 21.97%
5 Jedan 0.49%
nasumican
50 Jedan 14.3%
nasumican
500 Jedan 34.94%
nasumican
5 Tri 0.34%
nasumicna
50 Tri 10.3%
nasumic¢na
500 Tri 23.49%
nasumic¢na

Za rezultate analize algoritama najblizeg susjeda, jasno se vidi da je taktika odabira svakog
vrha prosjecno najbliza optimalnom rjeSenje, dok odstupanje od optimalne cijene raste s

povecanjem standardne devijacije.

Tablica 7.3 Utjecaj standardne devijacije na to¢nost najblizeg susjeda s taktikom svakog vrha na

vece grafove (15 do 25 vrhova)

Standardna Prosjecno
devijacija/Srednja | odstupanje
vrijednost (%) | od optimalne

cijene

5 17.47%

50 29.98%
500 46.11%

Za vece grafove, odstupanje postaje znatno vece.
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7.2. Jednosmjerno rjesavanje

Tablica 7.4 Utjecaj jednosmjernog rjeSavanja na ubrzanje algoritama

Standardna Jednosmjernost Prosjecno Prosjecan
devijacija/Srednja trajanje (s) broj
vrijednost (%) posjecenih
stanja
5 Da 0.192079879 | 1700561.014
5 Ne 0.273497367 | 3364376.845
50 Da 0.078059524 | 860670.8044
50 Ne 0.184661925 | 1612256.613
500 Da 0.014683 294832
500 Ne 0.026104 570693.8

Ocekivano, neovisno o standardnoj devijaciji, prosjecno trajanje i prosjecan broj posjecenih

stanja prepolove se ako algoritam rjeSava problem samo u jednom smjeru.

7.3. Iscrpna pretraga

Tablica 7.5 Utjecaj prosSirenja na algoritam iscrpne pretrage

Standardna Prosirenje Prosjecno Prosjec¢an
devijacija/Prosje¢na trajanje (s) broj
vrijednost (%) posjecenih
stanja
5 Obicni 0.471279625 14935159
5 Obicni s 0.2531625 7537085
jednosmjernoscu
5 Obicni s 0.24644925 7485317
jednosmjernoscu
i gornjom
granicom
50 Obicni 0.417194 14935159
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50 Obicni s 0.213064 7537085
jednosmjernoséu

50 Obicni s 0.003937 44815.13
jednosmjernoscu
i gornjom
granicom

500 Obicni 0.412775 14935159

500 Obicni s 0.209796 7537085
jednosmjernoscu

500 Obicni s 0.001475 10745.13
jednosmjernoscéu
1 gornjom
granicom

Analizirajuéi algoritme iscrpne pretrage zakljucak je da standardna devijacija utjee samo
na onaj koji podrezuje grane s obzirom na gornju granicu te da jednosmjernost prepolovi
prosjecno trajanje. Valja napomenuti da za grafove od 13 1 viSe vrhova, obi¢na iscrpna
pretraga nije stigla unutar 60 sekundi vratiti rjeSenje, dok je najbrzi tj. onaj koji gleda gornju
granicu i gleda samo jedan smjer pokazao drasti¢ne razlike u brzinama ovisno o devijaciji

grafa.

Tablica 7.6 Utjecaj standardne devijacije na proSireni algoritam iscrpne pretrage

Broj vrhova Standardna Trajanje (s) Broj
devijacija/Prosjecna posjecenih
vrijednost (%) stanja
13 5 23.5066868 610846205
13 50 0.0979003 1153922
13 500 0.0181716 190986
14 5 TimeoutException
(60+ sekundi)

14 50 0.734599699 7527010
14 500 0.0156863 147661
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15 5 TimeoutException
(60+ sekundi)
15 50 76391960
7.5678131
15 500 0.045719201
407758

7.4. Branch and Bound

Tablica 7.7 Utjecaj pametnog prioriteta kod BnB algoritama za grafove veli¢ine 15 do 23 vrha

Smart prio Prosje¢no vrijeme
izvodenja (s)
Ne 4.595475841
Da 5.35474691

Iznenadujuce, ali BnB algoritmi su brzi kada se koristio obi¢an prioritet (donja granica).

Smart prio se odnosi na koriStenje prioriteta prema izrazu (2). Valja napomenuti da za

heuristiku najkrace veze algoritam nije uspio rijeSiti grafove od 21 i viSe vrhova zbog

nedovoljno memorije.

Tablica 7.8 Usporedba brzine BnB algoritama za grafove veli¢ine 15 do 23 vrha

Heuristika Prosje¢no Prosjecan broj Napomena
vrijeme izvodenja | posjecenih stanja
(s)
MST MOD 0 12.21877 1694971
MST MOD 1 8.997744 937796.8
MST MOD 2 6.279455 607240.3
Najkraca veza 25.61915 Algoritam nije

unutar 60. sekundi
uspio rijesiti neke
od grafova vecih od
21 vrha zbog brzine
1 memorije
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Iz ovih podataka jasno se vidi da je optimalna heuristika ona koja za minimalno razapinjuce

stablo koristi podgraf koji se sastoji samo od neposje¢enih vrhova.

Quadratic regression

y = 0.75552% — 26.3076z + 227.3841

Caorrelation coefficient

0.8535

Cubic regression

Coefficient of determination

0.7285

y = 0.1004z* — 5.26952% | 92.4064z — 540.2101

Correlation coefficient

0.8657

Power regression

y — 0.0000z'3 1377

Correlation coefficient

0.8676

ab-Exponential regression

y = 0.0000 - 1.9462"

Correlation coefficient

0.8391

Exponential regression
y= 8—12.5519+D.5659:

Correlation coefficient

0.8391

Resuits

Wy

— ab-Exponential regression

120

200

— Quadratic regression

Coefficient of determination

0.7494

Coefficient of determination

0.7527

Coefficient of determination

0.7041

Coefficient of determination

0.7041

— Exponential regression

== Cubic regression

Average relative error, %

553.9755 %

Average relative error, %

2747920 %

Average relative error, %

59.4015 %

Average relative error, %

57.4767 %

Average relative error, %

57.4767 %

=— Power regression

Slika 7.1 Aproksimacija funkcije rezultata B&B MST Mod 2 pomocu https://planetcalc.com/5992/
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BnB mod 0 je vrlo rasprSen i najbolje ga aproksimira kubna funkcija. Bitno je za naglasiti
da su sami rezultati za pojedini vrh vrlo rasprSeni s prosje¢nom relativnom standardnom

devijacijom od 90.86%. Stoga se moZze zakljuciti da brzina izvodenja ovisi od grafa do grafa.

7.5. Dinamicko programiranje

Rezultati dinami¢kog programiranja su najmanje neocekivani i skoro savrSeno prate

eksponencijalnu funkciju.

Exponential regression
il 3—13.98{14+D.782?:

Yy

Correlation coefficient Coefficient of determination Average relative error, %
0.9999 0.9998 3.7126 %
Resuits

. ¥ - Exponential regression

Slika 7.2 Ovisnost vremena trajanja DP o broju vthova pomocu https://planetcalc.com/5992/

Funkcija trajanja izvodenja algoritma dinamickog programiranja s 99% korelacijskim
koeficijentom prati eksponencijalnu funkciju i devijacija unutar rezultata za pojedinu

veli¢inu grafova je zanemariva.
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Zakljucéak

Analizom rezultata algoritama pokazalo se da su algoritmi dinamickog programiranja i
branch and bound tehnike izrazito u¢inkoviti u rjeSavanju problema trgovackog putnika za
grafove s priblizno 20 vrhova. Dinami¢ko programiranje pokazalo je svoju snagu u
preciznom izracunavanju optimalnih rjeSenja, no algoritmi temeljeni na branch and bound
tehnici nadmasili su ga u pogledu brzine i skalabilnosti. Uz to, pokazalo se da su svi
algoritmi brzi ako idu samo u jednome smjeru.

Branch and Bound algoritmi, posebno onaj koji koristi heuristiku minimalnog razapinjuceg
stabla s neposje¢enim vrhovima, pokazali su se izuzetno u¢inkovitima. U testiranjima ovi
algoritmi su uspjeli rijesiti probleme s 25 gradova u manje od jedne minute ¢ime su se
pokazali superiomijima u odnosu na dinamic¢ko programiranje koje je takoder vrlo
ucinkovito, ali zahtijeva viSe vremena za vece grafove.

Algoritmi iscrpne pretrage (brute-force) mogli su u razumnom vremenu rijesiti probleme
do 14 gradova. U nekim sluc¢ajevima, ovisno o devijaciji grafa, proSireni algoritam iscrpne
pretrage s gornjom granicom uspijevao je rijesiti i probleme do 17 vrhova. Iako iscrpna
pretraga garantira pronalazak optimalnog rjeSenja, njezina primjenjivost je ograni¢ena na
manje grafove zbog faktorijalnog rasta vremena potrebnog za pretragu.

Algoritam najblizeg susjeda (Nearest Neighbor) pokazao je vecu tocnost kada se koristi
taktika kretanja iz svakog vrha grafa. Medutim, njegova to¢nost znacajno varira ovisno o
devijaciji grafa. Dok je algoritam najblizeg susjeda dobar za manje grafove s niskom
devijacijom, u tim situacijama ¢esto mogu biti primjenjivi i drugi algoritmi koji ¢e sigurno
dati optimalno rjesenje.

Opcenito, rezultati pokazuju da je za manje grafove s niskom devijacijom dovoljno
koristiti jednostavnije algoritme poput prosirene iscrpne pretrage. Za vece grafove ili one s
vecom devijacijom, algoritmi dinamickog programiranja i posebno branch and bound
tehnike s naprednim heuristikama pruzaju najbolju ravnotezu izmedu tocnosti 1 vremena
izvrSavanja. Ova analiza pomaZe u razumijevanju koje algoritme primijeniti u razliitim
situacijama, Sto je klju¢no za uc¢inkovitost rjeSavanja problema trgovackog putnika u
praksi.
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Sazetak

Problem trgovackog putnika jedan je od najpoznatijih problema iz podru¢ja kombinatoricke
optimizacije. U ovom problemu, trgovacki putnik mora obi¢i sve gradove to¢no jednom 1

vratiti se u pocetni grad pri ¢emu se trazi minimalna duljina puta.

Iako se na prvi pogled ¢ini jednostavnim za manji broj gradova (ili op¢enito vrhova u grafu),
slozenost mu eksponencijalno raste s povecanjem broja gradova, §to ga ¢ini izrazito teSkim

za rjeSavanje

U ovom radu prouceni su razni algoritmi za rjeSavanje simetricnog problema trgovackog
putnika koji pokuSavaju zaobiéi potrebu pretrage svih moguéih Hamiltonovskih ciklusa:
iscrpna pretraga s gornjom granicom, branch and bound, dinamicko programiranje i
algoritam najbliZzeg susjeda. Napravljena je analiza vremenske i1 prostorne sloZenosti tih
algoritama. U prakticnom dijelu razvijeno je programsko rjeSenje koje implementira sve

proucene algoritme. Na kraju su rezultati analizirani, uzete su statistike i doneseni zakljucci.

Kljuéne rijeci: simetri¢ni problem trgovackog putnika, iscrpna pretraga, branch and bound,

dinamicko programiranje, Held-Karp algoritam, algoritam najblizeg susjeda
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Summary

The traveling salesman problem (TSP) is one of the most well-known problems in the field
of combinatorial optimization. In this problem, a traveling salesman must visit all cities

exactly once and return to the starting city, seeking the shortest possible route.

Although it may seem straightforward for a small number of cities (or generally vertices in
a graph) at first glance, its complexity grows exponentially with the increase in the number

of cities, making it extremely difficult to solve.

This paper examines various algorithms for solving the symmetric traveling salesman
problem that attempt to circumvent the need to search through all possible Hamiltonian
cycles: exhaustive search with an upper bound, branch and bound, dynamic programming,
and the nearest neighbor algorithm. An analysis of the time and space complexity of these
algorithms was conducted. In the practical part, a software solution was developed to
implement all the studied algorithms. Finally, the results were analyzed, statistics were

collected, and conclusions were drawn.

Keywords: symmetric traveling salesman problem, exhaustive search, branch and bound,

dynamic programming, Held-Karp algorithm, nearest neighbor algorithm
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Skracenice

TSP
B&B
DFS
DP
NN
MST

Travelling Salesman Problem
Branch and Bound

Depth First Search

Dynamic Programming
Nearest Neighbor

Minimal Spanning Tree

problem trgovackog putnika
branch and bound
pretrazivanje u dubinu
dinamicko programiranje
najblizi susjed

minimalno razapinjuce stablo
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Privitak

Privitak sadrZi izvorni programski kod 1 neke od tablica koje su se koristile za analizu

rezultate.
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