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1. Uvod

U danas$njem dinami¢nom i nepredvidivom financijskom okruZenju, pronalazak op-
timalnog portfelja vrijednosnica predstavlja jedan od kljucnih izazova za investitore.
Tradicionalni pristupi optimizaciji portfelja, poput Markowitzeve teorije portfelja [1],
premda su znacajno doprinijeli razvoju financijske teorije, pokazuju odredena ograni-
cenja. Sve veca koli¢ina dostupnih podataka te znaCajan napredak u podrucju racu-
nalne tehnologije otvorili su vrata novim metodologijama, medu kojima se isticu al-
goritmi strojnog ucenja. Duboko ucenje, kao podskup strojnog ucenja, koristi umjetne
neuronske mreZe s viSeslojnim strukturama koje su sposobne modelirati sloZene neli-
nearne odnose u podacima. Primjena modela dubokog ucenja u financijama, izmedu
ostalog za problem optimizacije portfelja, postala je sve popularnija zbog njihovih spo-
sobnosti analize velikih koli¢ina sloZenih podataka i identifikacije suptilnih obrazaca
koji mogu biti nevidljivi tradicionalnim metodama [2].

Ovaj diplomski rad za cilj ima implementaciju modela dubokog ucenja koji iz poda-
taka uce optimalne alokacije imovina temeljem Sharpeovog omjera, odnosno omjera
povrata i rizika portfelja. Nakon teorijskog uvoda u problem optimizacije portfelja i
podrucje dubokog ucenja, bit ¢e predstavljena implementacija modela te analizirani
rezultati na povijesnim trZiSnim podatcima, uz usporedbu s rezultatima mean-variance

optimizacije.



2. Problem optimizacije portfelja

2.1. Statisticka svojstva financijskih vremenskih nizova

Financijske vrijednosnice predstavljaju imovinu kojom se trguje na burzama na kojima
cijenu odreduju trzisni sudionici. To mogu biti dionice, obveznice, opcije, ETF-ovi
(engl. exchange traded funds) itd. TrziSna cijena vrijednosnice trenutna je cijena po
kojoj ona moZe biti kupljena ili prodana, a uvjetovana je ponudom i potraZznjom za tom
vrijednosnicom. Kako bi se mogla pratiti cijena vrijednosnice, potrebno ju je uzorko-
vati u vremenu, primjerice svaki dan, i tako kreirati vremenski niz koji je zatim moguce
detaljnije analizirati. Pri uzorkovanju na dnevnoj bazi najcesée se prate zakljucna ci-
jena (engl. closing price) i prilagodena zakljucna cijena (engl. adjusted closing price).
Zakljucna cijena zadnja je cijena po kojoj se trguje financijskim instrumentom, dok
prilagodena zakljucna cijena joS uzima u obzir dividende i podjelu dionica (engl. stock
split). Slika 2.1 prikazuje graf kretanja prilagodene zakljucne cijene za SPDR S&P
500 ETF (SPY) u zadnjih 20 godina.
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Slika 2.1: Prilagodena zaklju¢na cijena SPDR S&P 500 ETF-a (SPY) u periodu izmedu 2004.
12024. godine



Stopa povrata, ili povrat imovine, definira se kao omjer razlike izmedu vrijednosti

imovine u promatranom i pros$lom trenutku te vrijednosti imovine u proslom trenutku:

t)—p(t—1 t

iy~ PP o) o
p(t—1) p(t —1)

Na slici 2.2 prikazani su dnevni povrati SPDR S&P 500 ETF-a (SPY) u zadnjih 20

godina.
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Slika 2.2: Dnevni povrati SPDR S&P 500 ETF-a (SPY) u periodu izmedu 2004. i 2024. godine

Pri donoSenju investicijskih odluka, najbitnije mjere su ocekivani povrat i njegova stan-

dardna devijacija, to jest volatilnost [3]. Ocekivani povrat ozna¢avamo s:

b= Bl 22)
Elra(t)] = % S (). (2.3)

Rizi¢nost ocekivane stope povrata mjerimo standardnom devijacijom:
o =\/E[r}t)] — p?, (2.4)

a takoder se definira varijanca kao kvadrat standardne devijacije: o2. Niza volatilnost
oznacava manji rizik za investitora.
Ako raspolazemo portfeljem koji se sastoji od n vrijednosnica, njegov ocekivani povrat

racuna se kao vagani prosjek ocekivanih prinosa pojedinih investicija u portfelju:

Elr,) =) wi-E[rj]. (2.5)
=1



S w; oznacavamo udio ulaganja i u portfelju. Za portfelj bez kratkih pozicija vrijedi:

Zwi =1, (2.6)
i=1
w; > 0,0=1,....n. 2.7)

Varijanca portfelja sastavljenog od n vrijednosnica dana je formulom:

n n
2 _ 2 2
0p = E w; oy + E w;w;0; 4, (28)
i=1 ij=1
i#]

gdje se kovarijanca prinosa o; ; za dvije investicije i i j definira kao:
0i; = El(ri = E[ri]) - (rj = Elr;])]. (2.9)

Zbog kompaktnosti, za definiranje oCekivanog povrata E i varijance portfelja V mo-
Zemo Koristiti matricni zapis:
E=wlp, (2.10)

V =wlSw, (2.11)

gdje je w vektor udjela pojedinacnih vrijednosnica u portfelju, a 32 matrica kovarijanci:

w = (wy,...,w,)7, (2.12)
_ T

B = (,ula"wun) ) (213)
011+ O1n

S=11: . (2.14)
Op1 - Onn

2.2. Mean-variance optimizacija

Mean-variance optimizacija dio je Markowitzeve moderne teorije portfelja predstav-
ljene u [1]. Moderna teorija portfelja (engl. modern portfolio theory, MPT) pretpos-
tavlja da su povrati vrijednosnica normalno distribuirani te da preference prema razli-
¢itim investicijama ovise samo o oc¢ekivanom povratu i njegovoj varijanci [4]. Tako-
der, pretpostavlja se da su investitori averzivni prema riziku, odnosno da e pri izboru
izmedu dvije investicije jednakog ocekivanog prinosa odabrati onu manje rizi¢nosti.
Markowitzev model prvi je kvantitativno opisao rizik te pokazao da vrijedi diverzifi-

cirati, odnosno ulagati u portfelj vrijednosnica, kao 1 kako taj portfelj optimizirati [5].



Optimizacija portfelja ostvaruje se minimizacijom rizika portfelja za zadani oCekivani

prinos r:
min w' Zw
wip=r, (2.15)
uz ogranicenja
w'l=1.

Ako promatramo portfelje bez kratkih pozicija, dodatno ogranicenje je nenegativnost
udjela vrijednosnica (2.7).
Navedeni optimizacijski problem ima kvadratnu funkciju cilja i linearna ogranicenja
zbog Cega ga nazivamo kvadrati¢nim programom [6]. Cilj kvadraticnog programiranja
je pronaci tocku koja minimizira ciljnu funkciju, a ujedno i zadovoljava sva zadana
ogranicenja. Ako je funkcija koju optimiramo konveksna, onda postoji jedinstveno
rjeSenje. U navedenom problemu optimizacije portfelja kovarijacijska matrica 3 treba
biti pozitivno semidefinitna kako bi ciljna funkcija bila konveksna odnosno treba vri-
jediti:

w' Zw > 0. (2.16)
Ako ovaj uvjet nije zadovoljen, pronalazak rjeSenja znacajno je tezi jer funkcija moze

imati nekoliko stacionarnih toCaka i lokalnih minimuma [7].

2.2.1. Efikasna granica

RjeSavanjem optimizacijskog problema (2.15) za svaki zadani oCekivani povrat r do-
bivamo portfelj s najmanjom varijancom. Svi takvi portfelji ¢ine skup minimalne va-
rijance, a oni koji imaju ocekivani prinos ve¢i ili jednak ocekivanom prinosu portfelja
minimalne varijance tvore krivulju koja se naziva efikasna granica. Portfelji koji se
nalaze na efikasnoj granici zovu se efikasni portfelji.

Na slici 2.3 nalazi se primjer efikasne granice za portfelje koji se sastoje od 3 vrijed-
nosnice, konkretno ETF-ova SPY, GLD i TLT (podatci od 2004. do 2024. godine),
koji ée biti koriSteni u implementacijskom dijelu rada. Simulirano je 2000 nasumicnih
ostvarivih portfelja, odnosno onih koji zadovoljavaju 2.6, a prikazano je i gdje se ove
vrijednosnice pojedinacno nalaze na rizik-povrat grafu. Efikasna granica oznacena je

plavom krivuljom.
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Slika 2.3: Primjer efikasne granice za portfelje koji se sastoje od 3 ETF-a, SPY, GLD i TLT
(podatci od 2004. do 2024. godine), 2000 nasumicno simuliranih ostvarivih portfelja te poje-

dinac¢ne vrijednosnice na rizik-povrat grafu

Opcenito, dva znaCajna portfelja koja se nalaze na efikasnoj granici su portfelj mi-
nimalne varijance i portfelj maksimalnog Sharpeovog omjera. U sklopu ovog rada

detaljnije ¢e se promatrati potonji.

2.2.2. Portfelj maksimalnog Sharpeovog omjera
Portfelj maksimalnog Sharpeovog omjera maksimizira omjer prinosa portfelja iznad
nerizicne investicije 1 njegovog rizika [8]:

S — Hp — Try
Op

, (2.17)

pri ¢emu je p,, oCekivani povrat portfelja, r,; je stopa povrata neriziCne investicije, a
op je standardna devijacija prinosa portfelja. Ekonomist William F. Sharpe definirao je
Sharpeov omjer 1966. [9] u sklopu njegovog rada na modelu za vrednovanje kapitalne
imovine (engl. Capital Asset Pricing Model, CAPM), koji je ekstenzija spomenute
Markowitzeve teorije portfelja. Prema CAPM-u svi investitori teZe portfelju koji se
sastoji od tangencijalnog portfelja i nerizine investicije [5]. Tangencijalni portfelj
je portfelj rizicne imovine koji maksimizira Sharpeov omjer. Ako ga promatramo na

rizik-povrat grafu, predstavlja diraliSte efikasne granice i pravca trzista kapitala (engl.

6



capital market line, CML), odnosno pravca s koeficijentom smjera jednakog Sharpe-
ovom omjeru. Jednadzba pravca trzista kapitala glasi:
po=rp+ 2 (2.18)
Op
Optimizacijski problem ¢ijim se rjeSavanjem dolazi do portfelja maksimalnog Sharpe-
ovog omjera glasi [3]:
T —
max KT
w VwiXw (2.19)
uz ograni¢enje w'1l = 1.
RjeSavanjem problema 2.19 Lagrangeovom metodom dobivamo sljedece analiticko
rjeSenje:
S —
W — (B —7ef1) :
7S (= 1)

ali zahtijeva da postoji inverz kovarijacijske matrice ¥~!. Kako bi inverz postojao,

(2.20)

matrica X treba biti pozitivno definitna, Sto ée biti slucaj kada imamo dovoljno poda-
taka, to jest kada vrijedi 7" > N, pri ¢emu je 1" duljina vremenskog perioda podataka.
Na slici 2.4 oznacen je portfelj koji maksimizira Sharpeov omjer te je za ostale ostva-

rive portfelje istaknut njihov Sharpeov omjer.
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Slika 2.4: Prikaz efikasne granice, pravca trziSta kapitala, portfelja koji maksimizira Sharpeov
omjer i ostvarivih portfelja s istaknutim njihovim Sharpeovim omjerom (zanemarena stopa

povrata nerizi¢ne investicije)



2.2.3. Nedostatci mean-variance optimizacije

lako je mean-variance optimizacija popularna metoda za konstrukciju portfelja, pret-
postavke na kojima se temelji su kritizirane jer ¢esto nisu zadovoljene u stvarnim fi-
nancijskim trzistima [10]. Konkretno, pretpostavlja se da povrati prate normalnu dis-
tribuciju, a pokazano je, primjerice u [11], da distribucija povrata ima teZe repove od
Gaussove, §to Cini standardnu devijaciju kao mjeru rizika neprimjerenom.

Takoder, rezultat mean-variance optimizacije uvelike ovisi o podatcima koje koris-
timo, odnosno ocekivanim povratima i kovarijacijskoj matrici. Povijesni podatci, na
koje se optimizacija oslanja, nuzno ne predstavljaju tocno buduce trendove. Posebice
je teSko predvidjeti povrate iz povijesnih podataka zato Sto nisu autokorelirani [12].
Za razliku od povrata, njihove varijance i kovarijance jesu autokorelirane te mozemo
pretpostaviti da ¢e vrijediti u odredenom buduéem periodu. Ipak, korelacije se mogu
promijeniti, pogotovo u trenutcima nestabilnosti financijskih trziSta, zbog Cega vre-
menski prozori za procjenu kovarijacijske matrice mogu biti ogranicene velicine [12].
Ako je duljina vremenskog prozora manja od broja vrijednosnica u portfelju, kovari-
jacijska matrica nije pozitivno definitna. Tada se za procjenu kovarijacijske matrice
mogu koristiti regularizacijske metode, neke od kojih su Ledoit i Wolf predstavili u
[13].

Navedeni nedostatci, a posebice problem procjene oCekivanih povrata, daju motivaciju
za razvijanje alternativnih heuristika za optimizaciju portfelja, primjerice koriStenjem
dubokih modela.



3. Duboko ucenje

Duboko ucenje grana je strojnog ucenja koja svoju primjenu pronalazi u izazovnim
podrucjima s velikom dimenzionalno$¢u podataka: racunalnom vidu, obradi prirodnog
jezika, financijama itd. Duboko ucenje temelji se na predstavljanju podataka slozenim
reprezentacijama do kojih se dolazi slijedom naucenih nelinearnih transformacija uz
pomoc neuronskih mreza [14].

Osnovna gradivna jedinica neuronske mrezZe je neuron. Za dani ulazni vektor x izlaz

neurona o definiran je kao:
0= f(Zwixi—kb), 3.1
i=1

gdje su w; teZine neurona koje odreduju u kojoj mjeri svaka komponenta ulaznog vek-
tora  pobuduje neuron, dok je b pristranost (engl. bias) neurona. Oznaka f predstavlja
aktivacijsku funkciju. Njome se unosi nelinearnost u model. Neke od najpoznatijih ak-
tivacijskih funkcija su sigmoida, hiperbolni tangens i soffmax. Sve navedene funkcije
su nelinearne, monotone i kontinuirano diferencijabilne, $to su bitna svojstva za ucenje
neuronskih mreZa, posebice diferencijabilnost.

Sigmoida je funkcija ¢ija je kodomena interval (0, 1). Njena jednadzba glasi:

o(z) = , (3.2)

a graf je prikazan na slici 3.1.
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Slika 3.1: Graf sigmoide

Hiperbolni tangens takoder je sigmoidalna funkcija (u obliku slova S), ¢ija kodomena

je interval (—1,1). Njena jednadzba glasi:

e?r — 1

tanh(m) = m,

(3.3)

a pripadni graf nalazi se na slici 3.2.
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Slika 3.2: Graf hiperbolnog tangensa

Softmax funkcija najcesce se koristi u zadnjem sloju neuronske mreZze za probleme

viSeklasne klasifikacije. Ova funkcija prima K -dimenzionalni vektor x te ga preslikava

10



u K-dimenzionalni vektor ¢ije se komponente zbrajaju u 1, a k-ta komponenta izlaznog

vektora jednaka je:

(3.4)

softmax(x), =

Zj e

0.8 1

0.7 1

0.6

0.4 1

0.34

0.2

0.14

0 1 2 3 a ' 0 1 2 3 4
x=(1,2,05,5,3) softmax(x) = (0.015, 0.041, 0.009, 0.823, 0.112)

Slika 3.3: Primjer djelovanja softmax funkcije na vektor x

Osnovna neuronska mreZa sastoji se od tri vrste slojeva neurona:
* prvi, ulazni sloj,
* proizvoljan broj skrivenih slojeva,

* posljednji, izlazni sloj.

ulazni sloj 1. skriveni sloj 2, skriveni sloj izlazni sloj

Slika 3.4: Slojevita mreza arhitekture 2x3x3x2 [15]
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Neke od najpoznatijih arhitektura dubokih modela su:

* duboka unaprijedna mreza (engl. deep feedforward neural network),
* konvolucijska neuronska mreza (engl. convolutional neural network, CNN),

* povratna neuronska mreZa (engl. recurrent neural network, RNN).

Odabir arhitekture dubokog modela uvelike ovisi o podatcima kojima raspolazemo. U
ovom radu detaljnije Ce se promatrati vrsta povratne neuronske mreze: mreza s povrat-
nim Celijama s dugoro¢nom memorijom (long short-term memory), ili krace LSTM
mreZa, koja se pokazala kao najbolja za modeliranje dnevnih financijskih podataka
[10].

3.1. Povratne neuronske mreze

Povratne neuronske mreze su modeli posebno prilagodeni za obradu sekvencijalnih
podataka. Za razliku od unaprijednih mreza kod kojih podatci putuju u samo jednom
smjeru, od ulaznog sloja prema izlaznom, u povratnim neuronskim mreZama oni do-
laze 1 iz prethodnog vremenskog koraka. Ova sposobnost povratnih neuronskih mreza

da pamte prethodne podatke omoguéena je povratnim vezama.

? * o o
TAT:LA

|
®

Slika 3.5: Prikaz osnovne povratne neuronske mreze [16]

Naslici 3.5 je "odrolavanjem" prikazano kako podatak iz prethodnog trenutka utjece na
trenutni izlaz. A oznacava RNN celiju koja predstavlja skriveno stanje, koje se tipicno

aktivira tangensom hiperbolnim:
ht = tcmh(Whhht_l + WIhZL’t + bh>, (35)

pri cemu su Wpy, W, by, parametri modela. Matrica W, projicira ulaz u prostor

reprezentacije stanja, dok matrica W, modelira evoluciju stanja [17].
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Glavni nedostatak povratnih modela je Sto konzistentno podbacuju pri ucenju dugih
veza [17]. Razlog tome je Sto su gradijenti povratnih modela podloZni numerickoj
nestabilnosti. Zbog dijeljenja parametara u uzastopnim operacijama, moze doéi do

iS¢ezavanja ili eksplozije gradijenata.

3.1.1. LSTM mreze

LSTM mreZa predstavljena je 1997. u Clanku Hochreitera i Schmidhubera [18] kao
rjeSenje problema iS¢ezavajuceg i eksplodirajuéeg gradijenta kod povratnih neuronskih

mreZa. PredloZena je LSTM dEelija s arhitekturom ilustriranom na slici 3.6.

& ® GifD

| I8
SEE

&) Q) &
Slika 3.6: LSTM ¢elija (na slici oznacena s A) [16]

Kod LSTM-a, skriveno stanje h, koristi se samo za raCunanje izlaza te se uvodi stanje
¢elije C} koje samo pamti videnu informaciju.

LSTM Ccelija ima sposobnost dodavanja i uklanjanja informacija iz stanja Celije uz
pomoc¢ struktura zvanih vrata (engl. gates). Postoje tri vrste vrata: vrata zaboravlja-
nja (forget gate), ulazna vrata (engl. input gate) i izlazna vrata (engl. output gate).
Prilikom opisa navedenih vrata u nastavku, koristit ¢e se oznake Wy, Wy, by, za pa-

rametre koji pripadaju vratima (primjerice vratima zaboravljanja pripadaju parametri:
thh7 foha bfh)

Vrata zaboravljanja

Vrata zaboravljanja sluze za odbacivanje proslih informacija iz stanja Celije. Za to ko-
ristimo sigmoidalnu funkciju koja na temelju proslog izlaza h;_ i trenutnog ulaza z;
daje realan broj izmedu O i 1 koji odreduje u kojoj mjeri ¢e proslo stanje biti zaborav-
ljeno:

fr = o(Winnhi—1 + Wignae + byp). (3.6)
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Slika 3.7: Vizualizacija vrata zaboravljanja [16]

Ulazna vrata

Ulazna vrata sluZze za odluku koje nove informacije ¢e se pohraniti u stanje Celije.
Odabir novih informacija odvija se u dva koraka. Prvo sigmoidalni sloj odlucuje koje

¢e vrijednosti biti aZurirane:
it = 0(Winnhi—1 + Wizgn@s + bip). 3.7
Zatim sloj tangensa hiperbolnog kreira vektor koji predstavlja nove informacije:

Cy = tanh(Wennhi—1 + Wean e + bep ). (3.8)

Slika 3.8: Vizualizacija ulaznih vrata [16]

AZuriranje stanja celije

Stanje Celije aZurira se tako da se staro stanje Celije pomnoZi s f; ¢ime se odabrane
stare informacije zaborave te se to pribroji umnosku ¢; i C; ¢ime se stanju dodaju nove

informacije:

Ci=fi®Ciq+i,0Ch, (3.9)

gdje je ® oznaka za Hadamardov umnozak, odnosno tenzorsko mnoZenje po elemen-

tima.
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Upravo zbog ogranicavanja f; i i; na interval (0, 1) u sigmoidalnim slojevima, elimini-

rani su eksplodirajudi i nestajuci gradijenti pri azuriranju stanja Celije [17].

Slika 3.9: Vizualizacija aZuriranja stanja Celije [16]

Izlazna vrata

Na kraju je potrebno odluciti Sto Ce biti izlaz iz LSTM Celije. 1zlaz Ce ovisiti o stanju
Celije, ali je filtriran izlazom iz sigmoide koji odlucuje koji dijelovi stanja Ceije Ce se
nalaziti u izlazu:

or = c(Wonnhi—1 + Woznxy + bop). (3.10)

Zatim stanje Celije prolazi kroz tangens hiperbolni koji vrijednosti ogranicava na inter-

val [—1, 1] te se mnoZi s izlazom sigmoide:

ht =0 © tanh(Ct) (311)
he A
GEanh>
(ot Q
hees 5 3

A

Slika 3.10: Vizualizacija izlaznih vrata [16]
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3.2. Ucenje dubokih modela

Svaki algoritam strojnog ucenja ima tri glavne komponente: model, funkciju gubitka i
optimizacijski postupak [19]. Model se definira kao skup funkcija h parametriziranih

vektorom parametara 6:
H = {h(x;0)}e. (3.12)

Nakon odabira vrste modela slijedi faza ucenja modela, kada se modelu predocavaju
uzorci iz skupa za ucenje s ciljem pronalaska optimalnih vrijednosti za 8. Da bi to
postigli, potrebno je definirati Sto Zelimo da model nau¢i. U tu svrhu, definira se

funkcija pogreske £ 1 pripadna funkcija gubitka L (engl. loss function):
| N
- E (i) (i).

gdje D predstavlja skup oznacenih primjera, a y*) to¢nu oznaku primjera x*). Funk-
cija gubitka govori koliko se dobiveni izlaz modela razlikuje od Zeljenog izlaza. Neke
od Cesto koriStenih funkcija pogreske su srednja kvadratna pogreska i unakrsna en-
tropija, ali takoder je moguce i definirati vlastitu funkciju pogreske. Ucenje modela

optimizacijski je problem ¢iji je cilj pronalazak funkcije h*, odnosno parametara 0*

koji minimiziraju pogresku:
0* = argmin E(0|D). (3.14)
0

Iterativni optimizacijski postupak koji se najcesce koristi kod ucenja dubokih modela
naziva se gradijentni spust (engl. gradient descent) [20]. Ideja gradijentnog spusta
je da se, krenuvsi od neke pocetne tocke, konkretno pocetnog vektora 8, postepeno
"spuStamo" niz povrSinu funkcije £(6|D) u smjeru suprotnom of gradijenta u tocki 0
te tako iterativno dolazimo do minimuma funkcije [21]. Vektor parametara 6 u svakoj

iteraciji gradijentnog spusta aZurira se na sljedeci nacin:
0« 60 —nVE(6|D), (3.15)

gdje je n stopa ucenja koja odreduje veli¢inu koraka koji se radi spustajuci se do mi-
nimuma funkcije. Stopa ucenja je hiperparametar i potrebno ju je paZljivo odabrati
tako da ne bude ni prevelika ni premala. Prevelika stopa ucenja moZe uzrokovati di-
vergenciju postupka, dok ¢e u slucaju premale stope ucenja postupak konvergirati, ali
sporo [21]. Algoritam propagacije greSke unatrag (engl. backpropagation) koristi se za
uc¢inkovit izracun svih parcijalnih derivacija i njihovu primjenu za odredivanje iznosa
kojim korigiramo svaki od parametara. Postoje tri vrste gradijentnog spusta prema

nacinu aZuriranja parametara [21]:
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* standardni ili grupni gradijentni spust — parametri se aZuriraju na temelju svih

primjera iz skupa za ucenje,
* stohasticki gradijentni spust — parametri se aZuriraju za svaki primjer zasebno,

* gradijentni spust s mini-grupama (engl. mini-batches) — parametri se aZuriraju
za svaku grupu primjera proizvoljno odabrane veli¢ine.

Adam je optimizacijski postupak koji unapreduje osnovni gradijentni spust tako Sto
prilagodava stope ucenja za svaki parametar na temelju procjena prvog (srednja vrijed-
nost) 1 drugog (varijanca) momenta gradijenata [22]. Postoje joS brojni optimizacijski
postupci, i iako ne postoji konsenzus o tome koji algoritam koristiti, Adam Cesto po-
kazuje dobre rezultate [20].
Kako se model u postupku ucenja ne bi potpuno prilagodio podatcima na kojima je
naucen, bitno je pratiti postupak i pustiti model da uci sve dok se sposobnost generali-
zacije popravlja. U tu svrhu, podatke je potrebno podijeliti na skup za ucenje, skup za
validaciju i skup za testiranje. Model u¢imo na skupu za ucenje i nakon svake epohe
(jednog prolaska kroz cijeli skup za ucenje) racunamo pogresku na skupu za ucenje i
skupu za validaciju. Slika 3.11 prikazuje ocekivano kretanje pogresaka. Isprekidanom
crtom oznacena je epoha u kojoj je potrebno prekinuti ucenje jer je pronaden najbolji
model. Ako se uCenje nastavi dalje, pogreska na skupu za validaciju se povecava, od-
nosno model ulazi u prenaucenost i gubi sposobnost generalizacije jer se prilagodava
Sumu u skupu za ucenje. Suprotno tome, ako se ucenje ranije zaustavi, model ée biti

podnaucen.

pogreska

prekinuti ucenje

NOBTasise
pogreska ng skupu zg ucenje

epoha

Slika 3.11: Kretanje pogreSaka pri u¢enju neuronske mreze [15]

Kada je postupak ucenja gotov, kvalitetu rada modela provjeravamo na skupu za testi-

ranje.

17



4. Implementacija

Programski kod, kojim su implementirani modeli dubokog ucenja 1 mean-variance
optimizacija, napisan je u programskom jeziku Python 3. Za izvedbu su koriStene

sljedece biblioteke:

* Tensorflow [23] — razvoj modela strojnog ucenja, najcesée neuronskih mreza

e NumPy [24] — proracuni s velikim viSedimenzionalnim nizovima i matricama

Matplotlib [25] — vizualizacija podataka

* pandas [26] — analiza i upravljanje podatcima

PyPortfolioOpt [27] — metode optimizacije portfelja

Kod je izvrSavan uz pomo¢ besplatne inacice Google Colab servisa [28].

4.1. Koristeni skup podataka

Za treniranje 1 testiranje modela koriSteni su podatci o dnevnim povratima 3 razlicita

ETF-a, odnosno fondova kojima se trguje na burzi:
* SPDR S&P 500 ETF Trust (SPY) — prati S&P 500 indeks, koji objedinjuje 500
trZiSno najvrijednijih dionickih druStava u SAD-u
* iShares 20+ Year Treasury Bond ETF (TLT) — prati indeks koji se sastoji dr-
Zavnih obveznica SAD-a s rokom dospijeca od 20 godina ili vise
* SPDR Gold Shares ETF (GLD) — prati cijenu zlata

Slika 4.1 prikazuje kumulativne povrate za svaki od prethodno spomenutih ETF-ova u
razdoblju od 2006. do 2024. godine.
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5
—— SPY povrat
—— TLT povrat
4 —— GLD povrat

w

Kumulativni povrat
N

=

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024

Slika 4.1: Kumulativni povrati SPY, TLT i GLD ETF-ova od 2006. do 2024.

Uz to, koriSteni su i podatci o dnevnim povratima jo§ 3 ETF-a za dodatno testiranje
modela:
* Vanguard Total Stock Market ETF (VTI) — prati CRSP US Total Market Index,

koji obuhvaca cijelo trziSte dionica SAD-a

* iShares Core US Aggregate Bond ETF (AGG) — prati Bloomberg Barclays U.S.
Aggregate Bond Index, koji je sveobuhvatan referentni indeks za trziste obvez-
nica SAD-a

* Invesco DB Commodity Index Tracking Fund (DBC) — prati DBIQ Optimum
Yield Diversified Commodity Index, koji se sastoji od terminskih ugovora za
14 najtrgovanijih 1 najvaznijih fizickih roba u svijetu
Slika 4.2 prikazuje kumulativne povrate za svaki od prethodno spomenutih ETF-ova u
razdoblju od 2006. do 2024. godine.

—— VTl povrat
AGG povrat
4 —— DBC povrat

Kumulativni povrat
N w

=

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024

Slika 4.2: Kumulativni povrati SPY, TLT i GLD ETF-ova od 2006. do 2024.
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Dnevni povrati izraCunati su pomoc¢u formule 2.1 temeljem prilagodenih zaklju¢nih
cijena ETF-ova.

Jedna od glavnih prednosti ETF-ova moguénost je ulaganja u Sirok spektar vrijednos-
nica ¢ime se postiZe diverzifikacija [29]. Dodatno ju je moguce ostvariti ulaganjem u
razlicite kategorije ETF-ova za koje se oCekuje niska razina medusobne koreliranosti.
Iz tog razloga, za konstrukciju portfelja modelima dubokog ucenja odabrani su SPY
(dionicki ETF), TLT (obveznicki ETF) i GLD (robni ETF).

4.2. Mean-variance optimizacija

Mean-variance optimizacija implementirana je uz pomo¢ PyPortfolioOpt biblioteke.
Klize¢im prozorom veli¢ine 50 s pomakom 1 kreCcemo se po vremenskim nizovima
koji sadrze dnevne povrate promatranih vrijednosnica. U svakoj iteraciji petlje za pro-
zor od 50 dana racuna se srednji povrat i uzoracka kovarijacijska matrica. Temeljem
tih podataka pronalazi se efikasna granica te se provodi optimizacija u svrhu prona-
laska portfelja s maksimalnim Sharpeovim omjerom. Pri optimizaciji se definiraju
ogranicenja 2.6 1 2.7 kako bi rezultirala portfeljem sa samo dugim pozicijama. Re-
zultat optimizacije vektor je udjela vrijednosnica u optimalnom portfelju za svaki od

vremenskih prozora.

4.3. Modeli dubokog ucenja

Implementacija modela dubokog ucenja izvedena je uz pomo¢ Tensorflow biblioteke
1 Keras API-ja. Model se sastoji od jednog sloja LSTM jedinica (engl. units) te iz-
laznog sloja od 3 neurona sa softmax aktivacijskom funkcijom. Na ulaz modela Salju
se podatci dimenzije [50, 3|, gdje prva dimenzija predstavlja broj prethodnih dnevnih
povrata, a druga broj vrijednosnica. Na izlazu modela dobiva se vektor udjela imovina
u portfelju (wq, we, w3). Zbog djelovanja softmax funkcije na izlaz, dobiveni portfelji
ne sadrZe kratke pozicije. Kako bi se Sharpeov omjer direktno optimizirao pomocéu
gradijentnog spusta, potrebno je definirati vlastitu ciljnu funkciju. Po uzoru na [10]

definirana je sljedeca ciljna funkcija:

__ Bk
L = Std(R,)’ “.1)

gdje su E(R,) i Std(R,) srednja vrijednost i standardna devijacija povrata portfelja.

Sami izracun povrata portfelja razlikuje se za dva implementirana modela.

20



4.3.1. Aproksimacijski model

Kod aproksimacijskog modela, koji za cilj ima nauliti mean-variance optimalan por-
tfelj, povrati portfelja se racunaju tako da se ulazni podatci pomnoze s udjelima dobi-
venim na izlazu:

50 3

Ry=>" riin-tn, (4.2)

i=1 n=1
gdje je 7,_; , povrat n-te vrijednosnice u trenutku ¢ — 7, a w,, udio n-te vrijednosnice.
Na slici 4.3 prikazana je arhitektura aproksimacijskog modela. Vidljivo je kako se za
izraCun funkcije gubitka koriste ulazni podatci, odnosno matrica povrata svih imovina
za odredeni vremenski prozor, te vektor udjela w dobiven kao izlaz iz modela. Na slici
se takoder mogu uociti dva sloja od kojih se model sastoji: LSTM sloj koji sadrzi u
LSTM jedinica, te Dense sloj s tri potpuno povezana neurona i softmax aktivacijskom

funkcijom.

Model

/ LSTM " Dense

Tt—50,1 Tt-50,2 T¢-50,3 LSTM, 0, )
Tt—49,1 Tt—49,2 Tt—493

Tt—481 Tt—482 Tt-483 LSTM, 0,
. . . wy

> |w,

w3

Tt—31 Tt-32 Tt-33
Tt—21 Ti—22 Tt—23
| Tt-11 Ti-12  Tt-13 |

X ® 3 +~ -0 0

LSTM, 0

[[m

Izracun funkcije gubitka

Slika 4.3: Arhitektura aproksimacijskog modela
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4.3.2. Prediktivni model

Prediktivni model pokuSava na temelju prethodnih povrata nauditi optimalne alokacije
za odredeni period u buduénosti. Stoga se za izracun povrata portfelja unutar ciljne
funkcije prediktivhog modela koriste buduci podatci u odnosu na ulazne podatke, kon-

kretno 20 dana koji slijede nakon ulaznog prozora od 50 dana:

3
Ry= D Tesin Wa, (4.3)

pri ¢emu je 7,4, ,, povrat n-te vrijednosnice u trenutku ¢ + ¢, a w,, udio n-te vrijednos-
nice. Na slici 4.4 prikazana je arhitektura prediktivnog modela. Vidljivo je kako se
za izracun funkcije gubitka, za razliku od aproksimacijskog modela, ne koriste ulazni
podatci, ve¢ povrati za buduéih 20 dana u odnosu na ulazne podatke, te uz njih vektor
udjela w dobiven kao izlaz iz modela. Kao i na slici 4.3, mogu se uociti dva sloja od
kojih se model sastoji: LSTM sloj koji sadrzi v LSTM jedinica, te Dense sloj s tri

potpuno povezana neurona i softmax aktivacijskom funkcijom.

Model

/ LSTM \ Dense )

'
Tt-50,1 Tt-50,2 Tt—50,3 LSTM, 0,
Tt—49,1 Tt—492 Tt—49,3
LSTM, 0, /'Q_’ S
Ti—481 Tt—482 T1—483 0 w1
. . ) , f
: : : —> _ (O]t > |wo
Tt—31 Ti—32 T¢-33 m w3
a
Ti—21 Ti—22 Ti-23 LSTM,, [—io,, \O_’ <
| Tt—11 Tt-12 Tt-13 |
LSTM, o, L)
Tt T't,2 T3 ﬁ
Ttv11 Ti41,2 0 Tt4+1,3 Izradun funkcije gubitka
—> . win
T r T T=—
t+18,1 T¢+18,2 Tt+18.3 " Sw
| Tt+19,1 Tt4192  T1419,3 |

Slika 4.4: Arhitektura prediktivnog modela
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4.3.3. Detalji implementacije u Tensorflow okviru

U svrhu implementacije ciljne funkcije Ly u sklopu Tensorflow okvira, kreirana je
vlastita klasa koja nasljeduje klasu keras .Mode1 te su nadjaCane metode train_step
(self, data) itest_step(self, data). Definirana je metoda koja implemen-
tira ciljnu funkciju — sharpe_loss, a njen gradijent, koji je potreban za uCenje mreze
gradijentnim spustom, racuna se uz pomoc¢ tf.GradientTape API-ja. U procesu
ucenja mreze prati se Sharpeov gubitak, odnosno prosjecna vrijednost negativnog ne-

anualiziranog Sharpeovog omjera unutar epohe.
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5. Rezultati

5.1. Mean-variance optimizacija

Provedbom mean-variance, krate MV, optimizacije na nacin opisan u poglavlju 4.2,
za svaki vremenski prozor dobivena je optimalna alokacija imovina. Za izracun po-
vrata portfelja tijekom odredenog vremenskog perioda, udjeli dobiveni optimizacijom
primijenjeni su na povrate dana koji slijedi za vremenskim prozorom te su tako, pomi-
canjem vremenskog prozora na testnom periodu, udjeli imovina u portfelju aZurirani
na dnevnoj bazi. Kao rezultat, dobiven je vremenski niz dnevnih povrata takvog por-
tfelja iz kojeg su izraCunate sljedece metrike: ocekivani povrat (E(R)), standardna
devijacija povrata (Std(R)) i Sharpeov omjer. U nastavku ée ovi rezultati biti koristeni

kao referentna tocka za testiranje rada modela dubokog ucenja.

5.2. Modeli dubokog ucenja

U ovom radu trenirani su modeli s jednim slojem od 32 LSTM jedinice. Isprobane
su i arhitekture s ve¢im i manjim brojem jedinica (16, 64 i 128 jedinica), no model
s 32 jedinice demonstrirao je najbolje performanse. Podatci koriSteni za treniranje su
povrati SPY, TLT 1 GLD ETF-ova u postotnom obliku za period od 2006. do ukljucivo
2017. Od toga, 20% podataka koristi se kao skup za validaciju koji sluZi za optimiza-
ciju hiperparametara i kontrolu prenaucenosti. Po uzoru na [10], za formiranje ulaza u
model koristen je klize¢i prozor duljine 50 s pomakom 1. Takoder je testirana inacica
s duljinom prozora od 120 dana, no pokazala je loSije rezultate. Za ucenje modela ko-
riSten je Adam optimizator, uz zadanu stopu ucenja 0.001, te je provoden gradijentni
spust s mini-grupama veli¢ine 64. Modeli su trenirani na 100 epoha uz definirano
rano zaustavljanje ako se Sharpeov gubitak na validacijskom skupu ne smanji nakon
50 epoha, uz pamcenje parametara modela koji daju najmanji Sharpeov gubitak na va-

lidacijskim podatcima. Valja napomenuti da se performanse modela u odredenoj mjeri
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razlikuju ovisno o pocetnom seedu, koji utjeCe na inicijalizaciju parametara mreZze, te

je za usporedbu modela koriSten jedan nasumi¢no odabran.

5.2.1. Aproksimacijski model

Nasslici 5.1 prikazano je kretanje vrijednosti Sharpeovog gubitka na skupu za treniranje
i skupu za validaciju. Vidljivo je da model vrlo brzo uspije posti¢i nizak Sharpeov

gubitak na skupu za validaciju, dok najniZi gubitak postize u 75. epohi ucenja.

—— Gubitak na skupu za ucenje
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Slika 5.1: Kretanje vrijednosti Sharpeovog gubitka tijekom ucenja aproksimacijskog modela
Slika 5.2 prikazuje alokacije imovina kroz testni period od 2018. do 2024., dobivene
kao rezultat MV optimizacije (narancaste krivulje) 1 izlaza aproksimacijskog modela

(plave krivulje). Vidljivo je da su rezultati ove dvije metode relativno sli¢ni, konkretno

korelacija izmedu udjela je 73.78%, ali aproksimacijski model ide u manje ekstreme.
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Slika 5.2: Alokacije imovina kroz testni period od 2018. do 2024. dobivenih kao rezultat MV

optimizacije (narancaste krivulje) i izlaza aproksimacijskog modela (plave krivulje)
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Povrati za odredeni period izracunati su nacin analogan onome kod MV optimizacije:
udjeli koje model predvida kao optimalne za vremenski prozor primijenjeni su na po-
vrate dana koji slijedi, te se tako vremenski prozor pomice za jedan dan kroz cijeli
skup podataka na kojem se model testira.

Slika 5.3 prikazuje usporedbu kumulativnih povrata portfelja dobivenih MV optimi-
zacijom i aproksimacijskim modelom na podatcima za testiranje (period od 2018. do
2024. godine). Mogudée je uociti da iako povrati portfelja dobivenog aproksimacij-
skim modelom u velikoj mjeri prate povrate portfelja dobivenog MV optimizacijom

(korelacija povrata je 85.29%), ipak su konzistentno veci od povrata MV portfelja.

05 T Model dubokog ucenja
MV optimizacija

0.3

0.2

0.1
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Slika 5.3: Usporedba kumulativnih povrata portfelja (SPY, TLT, GLD) dobivenih MV optimi-

zacijom i aproksimacijskim modelom

Tablica 5.1 prikazuje rad modela na podatcima o povratima SPY, TLT i GLD ETF-ova
na kojima je model naucen za period od 2006. do 2015. (skup podataka za ucenje) te
za period od 2018. do 2024. (skup podataka za testiranje). Osim toga prikazan je i
rad modela na podatcima o povratima VTI, AGG i DBC ETF-ova, takoder za periode
2006.-2015. 1 2018.-2024. Ovi podatci pripadaju istim kategorijama ETF-ova (VT 1
SPY su dionic¢ki ETF-ovi, TLT i AGG obveznicki, a GLD i DBC robni), ali ih model
nije imao pri treniranju. Ovakvim testiranjem modela provjerava se njegova sposob-
nost generalizacije.

Moze se uociti da svi portfelji DU, krace za portfelje dobivene modelom dubokog uce-
nja, nadmasuju performanse MV portfelja u vidu ocekivanih povrata i rizika portfelja,

a posljedi¢no i Sharpeovog omjera.
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Tablica 5.1: Ocekivani povrat portfelja dobivenih aproksimacijskim modelom i MV optimiza-
cijom, njihova standardna devijacija i Sharpeov omjer, za podatke na kojima je treniran (SPY,
TLT, GLD) te za one na kojima nije (VTI, AGG, DBC), za vremenski period treniranja (2006
—2015.) i za vremenski period testiranja (2018. — 2024.)

2006. —2015.

SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
E(R) Std(R) Sharpe E(R) Std(R) Sharpe
Aproksimacijski model 0.2969 0.1156  2.25 0.1971 0.0896  2.01
MYV optimizacija 0.1073 0.1230 0.78 0.0294 0.1417 0.20

2018. —2024.

SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
E(R) Std(R) Sharpe E(R) Std(R) Sharpe
Aproksimacijski model 0.0632 0.1293 047 0.0826 0.1236 0.64
MV optimizacija 0.0277 0.1441  0.19 0.0439 0.1583  0.27

Na slici 5.4 prikazano je kretanje kumulativnih povrata saCinjenih od SPY-a, TLT-a i
GLD-a te portfelja saCinjenih od VTI-a, AGG-a i DBC-a, dobivenih MV optimizaci-
jom i aproksimacijskim modelom u periodu od 2018. do 2024. godine. Svi portfelji
dobiveni aproksimacijskim modelom imaju veée kumulativne povrate tijekom testnog

perioda nego oni dobiveni MV optimizacijom.

—— Model dubokog uéenja (SPY, TLT, GLD)
0.6 MV optimizacija (SPY, TLT, GLD)

—— Model dubokog uéenja (VTI, AGG, DBC)

—— MV optimizacija (VTI, AGG, DBC)
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Slika 5.4: Usporedba kumulativnih povrata portfelja sacinjenih od SPY-a, TLT-a i GLD-a te
portfelja saCinjenih od VTI-a, AGG-a i DBC-a, dobivenih MV optimizacijom i aproksimacij-

skim modelom.

Uz osnovne metrike performanse portfelja predstavljene u tablici 5.1, u tablici 5.2 na-
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vedene su i one kojima se portfelj dobiven aproksimacijskim modelom usporeduje s
onim dobivenim MV optimizacijom. Konkretno, to su: anualizirano pracenje odstu-
panja od referentne vrijednosti (engl. tracking error), dalje u tekstu TE, korelacija
povrata te korelacija udjela. Vidljivo je da veci TE 1 manje korelacije povrata i udjela
u odnosu na MV portfelje imaju oni sacinjeni od VTI, AGG i DBC ETF-ova, $to je

oc¢ekivano s obzirom da model nije ucio na tim podatcima.

Tablica 5.2: Metrike usporedbe aproksimacijskog modela s MV portfeljima: tracking error
(TE), korelacija povrata (R) i korelacija udjela, za podatke na kojima je treniran (SPY, TLT,
GLD) te za one na kojima nije (VTI, AGG, DBC), za vremenski period treniranja (2006 —
2015.) i za vremenski period testiranja (2018. — 2024.)

2006. — 2015.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
TE  Kor. R Kor. udjela TE  Kor. R Kor. udjela
DU < MV 0.0673 0.8559 0.8604 0.1196 0.5402  0.6333
2018. —2024.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC

TE Kor. R Kor. udjela TE Kor. R Kor. udjela
DU < MV 0.0755 0.8529 0.7378 0.1049 0.7497 0.6189

Model treniran na permutacijama imovina

Uz ranije predstavljeni model koji je naucen na jednom poretku imovina, testirane su
i performanse aproksimacijskog modela koji je treniran na svih 6 permutacija imo-
vina. Ovakvo treniranje za cilj ima stvaranje modela koji je agnosti¢an prema poretku
imovina, odnosno model s ve¢om sposobno$éu generalizacije. U tablci 5.3 navedena je
srednja vrijednost sa standardnom devijacijom rezultata testiranja modela na razli¢itim
permutacijama imovina za ocekivani povrat portfelja, njegovu standardnu devijaciju i
Sharpeov omjer. Prikazani su rezultati za aproksimacijski model treniran na svim po-
redcima imovina, oznaka (perm.), te za onaj treniran na jednom poretku.

Iako i model koji je treniran na samo jednoj permutaciji imovina pokazuje dobre rezul-
tate pri testiranju na razli¢itim poredcima imovina, treniranjem modela na permutacija
postiZe se manja razlikama u performansama portfelja dobivenih s razli¢itim redosli-
jedom imovina u ulaznim podatcima. Osim toga portfelji dobiveni aproksimacijskim
modelom treniranom na permutacijama postizu bolji Sharpeov omjer (permutacija s

najloSijim Sharpeovim omjerom: 0.54).

29



Tablica 5.3: Srednja vrijednost 4 standardna devijacija rezultata testiranja na razlicitim per-
mutacijama imovina za ocekivani povrat portfelja, njegovu standardnu devijaciju i Sharpeov
omjer. Prikazani rezultati za aproksimacijski model treniran na svim poredcima imovina, 0z-

naka (perm.), te za onaj treniran na jednom poretku.

2018. —2024.
SPY, TLT, GLD
E(R) Std(R) Sharpe
Aproksimacijski model (perm.) 0.0775 4+ 0.0054 0.1288 4+ 0.0015 0.58 4+ 0.04
Aproksimacijski model 0.0718 £ 0.0148 0.1264 + 0.0038 0.55 + 0.10

5.2.2. Prediktivni model

Nasslici 5.5 prikazano je kretanje vrijednosti Sharpeovog gubitka na skupu za treniranje
1 skupu za validaciju. Kao 1 aproksimacijski model, prediktivni model vrlo brzo postize

niske vrijednosti Sharpeovog gubitka, a ve¢ u 8. epohi najniZu.

—— Gubitak na skupu za ucenje
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Slika 5.5: Kretanje vrijednosti Sharpeovog gubitka tijekom ucenja modela

Slika 5.6 prikazuje alokacije imovina (SPY, TLT i GLD) kroz testni period od 2018. do
2024., dobivene kao rezultat MV optimizacije (narancaste linije) 1 izlaz prediktivnog
modela (plave linije). Korelacija udjela znacajno je manja u odnosu na aproksimacij-
ski model (55.25% naspram 73.78%), te je takoder vidljivo da prediktivni model ima

manje naglih promjena u alokacijskoj strategiji i manje je sklon ekstremima.

30



SPY udio

1.0 M
a1y

0.6 N
0.4

0.2 hﬂ

0.0 j

Udio

F

10\’% 10\’9 1010 101& 'Ldﬂ 1013 101&
TLT udio
1.0
0.8
0.6
k)
©
o)
0.4
0.2
0.0 ,
10\’% 10\’9 1010 101& 'ﬁf‘l 1013 101&
GLD udio
1.0 T [FD
0.8 |
0.6
k)
©
o)
0.4
0.2
0.0
10\’% 10\’9 1010 101& ’Ldﬂ 1013 101&

Slika 5.6: Alokacije imovina kroz testni period od 2018. do 2024. dobivenih kao rezultat MV
optimizacije (narancaste linije) i izlaza prediktivhog modela (plave linije)
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Slika 5.7 prikazuje usporedbu kumulativnih povrata portfelja dobivenih MV optimiza-
cijom i prediktivnim modelom na podatcima za testiranje. Korelacija povrata s MV
portfeljem nesto je manja u odnosu na aproksimacijski model (75.71% za prediktivni
model naspram 85.29% za aproksimacijski), ali portfelj dobiven prediktivnim mode-
lom nadmasuje performanse kako onog dobivenog MV optimizacijom, tako i onog

dobivenog aproksimacijskim modelom.
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Slika 5.7: Usporedba kumulativnih povrata portfelja (SPY, TLT, GLD) dobivenih MV optimi-

zacijom i prediktivnim modelom

U tablici 5.4 moZe se uociti da svi portfelji dobiveni prediktivnim modelom nadma-
Suju performanse MV portfelja u testnom periodu (2018. — 2024.) u vidu ocekivanih
povrata i rizika portfelja, a posljedi¢no i Sharpeovog omjera. Takoder, valja spomenuti
da portfelji dobiveni prediktivnim modelom postiZzu bolje rezultate u odnosu na one

dobivene aproksimacijskim modelom na testom periodu od 2018. do 2024. godine.
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Tablica 5.4: Ocekivani povrat portfelja dobivenih prediktivnim modelom i MV optimizacijom,
njihova standardna devijacija i Sharpeov omjer, za podatke na kojima je treniran (SPY, TLT,
GLD) te za one na kojima nije (VTI, AGG, DBC), za vremenski period treniranja (2006 —
2015.) i za vremenski period testiranja (2018. —2024.)

2006. —2015.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
E(R) Std(R) Sharpe E(R) Std(R) Sharpe
Prediktivni model 0.0918 0.1141  0.77 0.0728 0.1080  0.65
MYV optimizacija 0.1073 0.1230 0.78 0.0294 0.1417 0.20
2018. —2024.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
E(R) Std(R) Sharpe E(R) Std(R) Sharpe
Prediktivni model 0.0994 0.1334 0.71 0.1077 0.1252  0.82
MYV optimizacija 0.0277 0.1441  0.19 0.0439 0.1583  0.27

Na slici 5.8 prikazano je kretanje kumulativnih povrata sainjenih od SPY-a, TLT-a i
GLD-a te portfelja sacinjenih od VTI-a, AGG-a i DBC-a, dobivenih MV optimizaci-
jom i prediktivnim modelom u periodu od 2018. do 2024. godine. Kao Sto je ranije
komentirano, za imovine SPY, TLD i1 GLD prediktivni model nadmasSuje MV optimi-
zaciju, dok za VTI, AGG 1 DBC kumulativni povrati portfelja dobivenog prediktivnim
modelom na vecini vremenskog perioda premasuju one portfelja dobivenog MV opti-
mizacijom.
o [ fodt g o7 1, 10

—— Model dubokog ucenja (VTI, AGG, DBC)
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Slika 5.8: Usporedba kumulativnih povrata portfelja sacinjenih od SPY-a, TLT-a i GLD-a te
portfelja sacinjenih od VTI-a, AGG-a i DBC-a, dobivenih MV optimizacijom i prediktivnim

modelom.
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U tablici 5.5 vidljivo je da veci TE i manje korelacije povrata i udjela u odnosu na MV
portfelje imaju oni sacinjeni od VTI, AGG i DBC ETF-ova.

Tablica 5.5: Metrike usporedbe prediktivnog modela s MV portfeljima: tracking error (TE),
korelacija povrata (R) i korelacija udjela, za podatke na kojima je treniran (SPY, TLT, GLD) te
za one na kojima nije (VTI, AGG, DBC), za vremenski period treniranja (2006 — 2015.) i za
vremenski period testiranja (2018. — 2024.)

2006. — 2015.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC
TE  Kor. R Kor. udjela TE  Kor. R Kor. udjela
DU < MV 0.0866 0.7554 0.6461 0.1215 0.5559 0.4011
2018. —2024.
SPY, TLT, GLD VTI, AGG, DBC

TE Kor. R Kor. udjela TE Kor. R Kor. udjela
DU < MV 0.0968 0.7591 0.5525 0.1119 0.7119 0.4083

Model treniran na permutacijama imovina

Prediktivni model takoder je treniran i na permutacijama imovina te su rezultati testira-
nja na svim poredcima imovina u ulaznim podatcima predstavljeni u tablici 5.6. MoZe
se uociti da je prediktivni model treniran na permutacijama nestabilniji od aproksima-
cijskog, €iji su rezultati prezentirani u tablici 5.3. Primjerice, jedna permutacija ulaz-
nih podataka rezultira portfeljem Sharpeovog omjera 0.73, a druga 0.5. UnatoC tome,
treniranjem na svim poredcima ipak se postize odredena doza agnosti¢nosti prema po-
retku imovina, $to se ocituje znacajno smanjenom varijabilnoséu performansi portfelja
dobivenih modelom treniranim na svim permutacijama u odnosu na one dobivene mo-

delom treniranim na jednoj permutaciji.
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Tablica 5.6: Srednja vrijednost 4 standardna devijacija rezultata testiranja na razlicitim per-
mutacijama imovina za ocekivani povrat portfelja, njegovu standardnu devijaciju i Sharpeov
omjer. Prikazani rezultati za prediktivni model treniran na svim poredcima imovina, oznaka

(perm.), te za onaj treniran na jednom poretku.

2018. —2024.
SPY, TLT, GLD
E(R) Std(R) Sharpe
Prediktivni model (perm.) 0.0871 £ 0.0093 0.1285 + 0.0028 0.65 + 0.08
Prediktivni model 0.0883 + 0.0268 0.1248 £+ 0.0074 0.67 + 0.19
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6. Zakljucak

Cilj ovog rada bio je implementirati modele dubokog ucenja za optimizaciju portfelja.
PredloZena su dva modela, LSTM arhitekture, koji na temelju povrata imovina direk-
tno optimiziraju Sharpeov omjer portfelja, to jest omjer povrata i rizika. Prvi od njih,
aproksimacijski model, ima za cilj nauc¢iti MV optimalan portfelj. S druge strane, pre-
diktivni model pokuSava na temelju prethodnih povrata nauciti optimalne alokacije za
odredeni period u buduénosti. U radu je detaljnije predstavljena arhitektura navedenih
modela i komentirana programska izvedba te odabrani hiperparametri. Modeli su treni-
rani na odabranom skupu podataka (SPY, TLT i GLD ETF-ovi u periodu izmedu 2006.
1 2015.), prvo na jednom poretku imovina, a zatim 1 na svim permutacijama u poku-
Saju postizanja agnosti¢nosti modela prema redoslijedu imovina u ulaznim podatcima.
Zatim su analizirani rezultati, kako na vremenskom periodu treniranja (2006. — 2015.),
tako 1 na vremenskom periodu testiranja (2018. — 2024.), te je napravljena usporedba
s rezultatima MV optimizacije. Aproksimacijski model nije uspio u potpunosti nauciti
MYV optimalan portfelj. Portfelji dobiveni i aproksimacijskim i prediktivnim modelom
polucili su bolje rezultate pri testiranju u odnosu na portfelje dobivene MV optimi-
zacijom. Takoder, modeli trenirani na permutacijama poboljSali su svoju sposobnost
generalizacije 1 smanjili varijabilnost performansi portfelja dobivenih razlicitim poret-

kom imovina u ulaznim podatcima.
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Model dubokog ucenja za optimizaciju portfelja

Sazetak

U ovom radu dan je teorijski uvod u problem optimizacije portfelja, te mean-
variance optimizacije kao jedan od standardnih pristupa rjeSavanju ovog problema.
Zatim je predstavljeno podrucje dubokog ucenja, uz naglasak na LSTM mreZe. Pred-
stavljena je implementacija modela dubokog ucenja, s LSTM arhitekturom, koji iz
podataka o povratima uce optimalne alokacije imovina s ciljem maksimizacije Shar-
peovog omjera, odnosno omjera povrata i rizika portfelja. Modeli su ispitani na povi-
jesnim trziSnim podatcima uz statistiCku analizu rezultata u okviru financijskih mjera
performansi. Kao referentna tocka za procjenu kvalitete rada modela koriSteni su por-

tfelji dobiveni mean-variance optimizacijom.

Kljuéne rijeci: optimizacija portfelja, mean-variance optimizacija, duboko ucenje,
LSTM
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Deep learning model for portfolio optimization

Abstract

This paper provides a theoretical introduction to the problem of portfolio optimi-
zation, and mean-variance optimization as one of the standard approaches to solving
this problem. Next, the field of deep learning is introduced, with an emphasis on the
LSTM network. The implementation of a deep learning model, with LSTM architec-
ture, which learns optimal asset allocations from return data with the aim of maxi-
mizing the Sharpe ratio, i.e. the ratio of return and portfolio risk, is presented. The
models were tested on historical market data with a statistical analysis of the results
in the framework of financial performance measures. Portfolios obtained by mean-
variance optimization were used as a benchmark for evaluating performances of the

models.

Keywords: portfolio optimization, mean-variance optimization, deep learning, LSTM
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