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POGLAVLJE 1

Uvod

Autonomni su mobilni roboti strojevi koji se autonomno gibaju i obavljaju razne ko-
risne poslove u dinamickim i nepoznatim prostorima bez njihova preinacavanja. Pri-
mjene autonomnih mobilnih robota vrlo su Siroke, primjerice prijenos tereta, ¢iSce-
nje/pretrazivanje prostora, nadzor prostora i razne druge usluzne primjene u uredima,
skladistima, supermarketima, zra¢nim lukama, kuc¢anstvima, bolnicama, muzejima itd.
U navedenim se primjenama postavljaju vrlo slozeni zahtjevi na sustav planiranja giba-
nja mobilnog robota, buduéi da se u istim prostorima mogu gibati ljudi i razni objekti.
Osim toga, da bi se izbjegla potreba zadavanja CAD (engl. computer-aided design)
modela prostora mobilnom robotu, sustav planiranja gibanja treba omoguditi i njegovo
autonomno gibanje u nepoznatim prostorima. U ovoj se disertaciji istrazuju upravo pro-
blemi planiranja gibanja mobilnih robota u takvim dinamickim i nepoznatim prostorima
s ciljem razvoja cjelovitog sustava planiranja gibanja koji ¢e osigurati sigurno gibanje
mobilnog robota kroz prostor bez sudara s drugim dinamickim objektima u prostoru uz
istodobno obavljanje postavljenog zadatka.

Istrazivanjima su u disertaciji obuhvaéena cetiri glavna istrazivacka problema u pla-
niranju gibanja mobilnog robota: (1) planiranje geometrijskih putanja robota u pozna-
tim prostorima s ciljem razvoja algoritma koji daje optimalnu putanju i koji je prikladan
za rad u stvarnome vremenu i pri promjenama u prostoru; (2) planiranje geometrijskih
putanja robota u nepoznatim prostorima s ciljem razvoja algoritma za iscrpno istraziva-
nje prostora radi izgradnje njegove karte; (3) generiranje trajektorije gibanja robota radi
osiguranja dobrog slijedenja geometrijske putanje robota, postujuci njegova kinematicka
i dinamicka ogranicenja i raspored prepreka u njegovoj okolini te (4) planiranje gibanja
u prostorima s gibajué¢im preprekama s ciljem razvoja algoritma za sigurno izbjegavanje
sudara s njima i algoritma za sprjecavanje zastoja u uskim prolazima.

Vecina algoritama planiranja geometrijskih putanja generira graf mogucih putanja
od aktualne do ciljne pozicije robota na osnovi poznavanja karte prostora. Optimalna
se putanja tada nalazi nekom od strategija pretrazivanja grafova. Cesto se koristi tzv.
D* algoritam koji je vrlo pogodna strategija pretrazivanja u navigaciji mobilnih robota,
jer omogucuje promjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama u prostoru. To
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se svojstvo naziva dinamickim planiranjem. Kao graf mogucih putanja ¢esto se koriste
mrezaste karte zauzeca prostora koje prikazuju prostor mrezom kvadratnih polja jedna-
kih povrgina. Svako polje sadrzi informaciju o vjerojatnosti zauzeca toga dijela prostora
i predstavlja ¢vor grafa mogué¢ih putanja. Algoritmi planiranja putanje zasnovani na
mrezastim kartama imaju dva znacajna nedostatka: (1) dobiveni je put sastavljen od
niza povezanih linijskih segmenata s promjenama u orijentaciji segmenata koje su vi-
Sekratnici od 45° i (2) ra¢unski su previSe zahtjevni za planiranje putanja u velikim
prostorima. Prvi se nedostatak odrazava u potrebi za znatnim usporavanjem (esto
i zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robota zbog skokovitih promjena orijentacije pri
prelasku s pracenja jednog linijskog segmenta putanje na drugi. S ciljem rjeSavanja toga
problema u ovom se radu istrazuje algoritam planiranja putanje kojemu orijentacije seg-
menata putanje nisu visekratnici 45° ve¢ su proizvoljne. Drugi se nedostatak rjesava
predstavljanjem prostora mrezastom kartom nejednolike razlucivosti kod koje veli¢ine
polja ovise o gustod¢i prepreka u prostoru ili uvodenjem hijerarhijske apstrakcije prikaza
prostora. U ovom se radu razvija hijerarhijski algoritam planiranja putanje.

Problem planiranja geometrijske putanje dodatno se usloznjava ako se mobilni ro-
bot mora autonomno gibati u nepoznatome prostoru, tj. u prostoru za koji mu karta
nije dostupna. Taj se problem ¢esto naziva problemom istrazivanja prostora. Vecina
strategija istrazivanja prostora gura robota na granicu istrazenog i neistrazenog pros-
tora. Strategije ve¢inom nisu pouzdane kada se primjene u realnim uvjetima zbog
nesigurnosti mjerenja, lokalizacije i izgradnje karte. Druge pak strategije pate od velike
racunske slozenosti otkrivanja granica izmedu istrazena i neistrazena prostora i odabira
najobecavajuéije granice. Stoga se u ovome radu razvija algoritam istrazivanja prostora
koji uzima u obzir pogreske mjerenja senzora i nesigurnost polozaja u izgradnji karte
prostora.

Po dijelovima prekinuta geometrijska putanja pretvara se u neki oblik glatke krivulje
koja u vremenu predstavlja trajektoriju mobilnog robota na osnovi koje se robotu za-
daju referentne brzine gibanja. Razlikuju se neposredni i posredni pristupi generiranju
trajektorije. U neposrednim se pristupima kod generiranja trajektorije moraju uzeti
u obzir dinamicka i kinematicka ogranic¢enja robota. Dobivena krivulja prostorno od-
stupa od izvorne geometrijske putanje, pa se mora dodatno provjeriti prolazi li ona kroz
neku prepreku u prostoru. U sluc¢aju dinamickih prostora, reparametriranje globalne
trajektorije takvim metodama racunski je dosta zahtjevno. Posredni pristupi generira-
nju trajektorije zasnivaju se na primjeni algoritama izbjegavanja prepreka. Koristenje
algoritma izbjegavanja prepreka u koordinaciji s globalnom geometrijskom putanjom
neizbjezno je u dinamickim prostorima u kojima prora¢un upravljackih naredaba mora
biti dovoljno brz da se mobilni robot stigne prilagoditi promjenama u prostoru bez ne-
zeljenog zaustavljanja na putu do cilja. U ovome se radu istrazuje posredni pristup
generiranja trajektorija s ciljem razvoja algoritma planiranja gibanja koji objedinjuje
dva klju¢na problema: planiranje putanje i slijedenje putanje. Dodatno, razmatra se
konvergencija gibanja robota prema zadanoj ciljnoj poziciji, pri ¢emu se koristi Ljapu-



novljeva analiza stabilnosti.

Veliki je izazov u planiranju gibanja mobilnih robota rijesiti probleme izazvane pri-
sutnoscéu gibajucih prepreka u prostoru. Dvije su glavne kategorije pristupa rjeSavanju
toga problema: prostorno-vremenski pristupi i pristupi proSirenjem potencijalnih polja.
Prostorno-vremenski pristupi pretpostavljaju a priori znanje o trajektorijama pokretnih
prepreka. Pristupi prosirenjem potencijalnih polja generiraju umjetnu silu koja odbija
robota od prepreka. Osim izbjegavanja sudara s gibajué¢im preprekama, potrebno je ri-
jesiti i problem zastoja u uskim prolazima. Zastoj se javlja u situacijama kada se robot
i gibajuca prepreka (drugi robot, ¢ovjek) sretnu u uskom prolazu i jedno drugom one-
moguce nastavak gibanja prema cilju. Postoji nekoliko metoda koje problem rjesavaju
postavljanjem prioriteta robotima, ali njihova uspjesnost nije zajamcena u svim situ-
acijama. U ovome se radu razvija algoritam planiranja gibanja koji osigurava sigurno i
glatko gibanje bez zastoja medu statickim i gibajué¢im preprekama.

Ostatak je ovog rada organiziran kako slijedi.

U drugom su poglavlju opisani algoritmi planiranja geometrijskih putanja robota
u poznatim prostorima, ali s moguénoséu pojave nepoznatih statickih i dinamickih pre-
preka u njima. Buduéi da je naglasak na rad u stvarnom vremenu, detaljnije su opisani
algoritam A* i njegovi nasljednici, algoritmi D* i FD*, koji imaju svojstvo dinamickog
planiranja. Nadalje, opisan je razvijeni dvosmjerni algoritam D* planiranja geometrij-
ske putanje zasnovan na mrezastoj karti zauzeca, koji izra¢unava najkra¢u putanju u
geometrijskom prostoru i nasljeduje svojstvo dinamickog planiranja od algoritma D*.
Na kraju poglavlja dani su eksperimentalni rezultati provjere razvijenog algoritma pla-
niranja putanje.

U treéem se poglavlju razmatra problem planiranja putanje u velikim unutarnjim
prostorima, kao §to su prostori sastavljeni od vise katova ili ¢ak vise zgrada. Opisan je
Cagigasov algoritam kojim je inspiriran razvijeni hijerarhijski algoritam planiranja pu-
tanje nazvan FHD*. Nadalje, opisana je nova hijerarhijska organizacija karte prostora
kojom je osigurano optimalno horizontalno (u jednom katu) i vertikalno planiranje puta-
nje (izmedu katova zgrade). Prikazana je razvijena metoda automatske izgradnje takve
karte iz mrezaste karte zauzec¢a. Na kraju poglavlja dani su eksperimentalni rezultati
provjere razvijenog hijerarhijskog algoritma planiranja putanje.

U éetvrtom se poglavlju razmatra istrazivanje nepoznatog prostora s ciljem iz
gradnje karte prostora. Dan je opis Ekmanova algoritma istrazivanja koji pretpostavlja
idealnu lokalizaciju robota i idealni senzor udaljenosti. Opisan je algoritam izdvajanja
linijskih segmenata iz zaSumljenih ocitanja senzora, uzimaju¢i pritom u obzir utjecaj
nesigurnosti polozaja mobilnog robota. Nadalje, opisan je razvijeni algoritam istraziva-
nja prostora koji uklanja stroga ogranic¢enja Ekmanova algoritma na senzor udaljenosti
i lokalizaciju robota. Na kraju poglavlja dani su simulacijski i eksperimentalni rezultati
provjere razvijenog algoritma istrazivanja prostora.

U petom su poglavlju opisani algoritmi slijedenja putanje zasnovani na algoritmu
dinamickog prozora koji proracunavaju moguce trajektorije s obzirom na kinematicka
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i dinamicka ograni¢enja robota. Opisan je razvijeni algoritam planiranja gibanja koji
objedinjuje algoritam planiranja putanje i algoritam dinamickog prozora. Razvijenim
objedinjenim algoritmom planiranja gibanja jamdi se sigurno gibanje robota do global-
nog cilja u prisustvu statickih prepreka. Zatim je opisano prosirenje razvijenog algoritma
planiranja gibanja koje osigurava sigurno i glatko gibanje bez zastoja i medu gibaju¢im
preprekama. Na kraju poglavlja dani su simulacijski i eksperimentalni rezultati provjere
razvijenog algoritma planiranja gibanja.

U Sestom je poglavlju opisan integrirani algoritam planiranja gibanja mobilnog
robota koji osigurava konvergenciju gibanja robota prema zadanoj ciljnoj poziciji. Ra-
zvijeni se algoritam planiranja gibanja zasniva na konceptu pomic¢nog horizonta. Za
razvijeni je algoritam planiranja gibanja dokazana asimptotska stabilnost ciljne tocke
koristenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti. Zatim su dani simulacijski rezultati pro-
vjere razvijenog algoritma planiranja gibanja.

U sedmom su poglavlju dana zaklju¢na razmatranja problema planiranja gibanja
mobilnog robota u dinamickim i nepoznatim unutarnjim prostorima.
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Planiranje putanje u poznatim
dinamickim prostorima

Putanja mobilnog robota definirana je kao uredeni skup svih konfiguracija koje mobilni
robot poprima na putu od pocetne konfiguracije u kojoj se nalazi do ciljne konfiguracije
u koju treba doé¢i. Pojam konfiguracijski prostor uveden je u robotiku krajem 70-ih
godina proslog stoljeca [75], a oznatava sve moguce konfiguracije robota u geometrijskom
prostoru. Konfiguracija ili stanje robota u geometrijskom prostoru odredeno je njegovim
polozajem koji oznacava poziciju i orijentaciju robota u koordinatnom sustavu prostora.

U skladu s navedenim definicijama putanje i konfiguracijskog prostora definiran je
i problem planiranja putanje kao problem odabira optimalnog skupa konfiguracija mo-
bilnog robota od pocetne do ciljne konfiguracije iz skupa svih moguéih konfiguracija
sadrzanih u konfiguracijskom prostoru. Prema [68] pristupi planiranja putanje mogu se
podijeliti u tri glavne skupine: potencijalna polja (engl. potential field), karta putanja
(engl. roadmap) i dekompozicija prostora (engl. cell decomposition).

Potencijalna polja proizvode silu koja odbija robota od prepreka i privlaci ga k cilju
[59]. Taj pristup izravno odreduje gibanje robota do cilja, ali ima problem lokalnog
minimuma. Postoje modifikacije potencijalnih polja koje uklanjaju lokalni minimum,
ali takvi su pristupi rac¢unski prezahtjevni [105].

Karta putanja predstavlja povezanost konfiguracijskog prostora u obliku grafa pu-
tanja u poligonalnom prikazu prostora [132], [135], [12]. Putanja od starta do cilja
pronalazi se pretrazivanjem toga grafa. Nedostatak je toga pristupa Sto se ¢esto tesko
osigurava svojstvo kompletnosti, to jest ne jamci se pronalazak putanje do cilja iako ona
postoji [132]. Drugi je nedostatak u primjeni ovoga pristupa na robotu s ograni¢enim
dometom senzora udaljenosti, jer u tom sluc¢aju mogu nedostajati potrebne informacije
o prostoru da se izgradi karta putanja [136].

Dekompozicija prostora dijeli konfiguracijski prostor na segmente prostora i tada
nalazi slijed tih segmenata koji ¢ine putanju [68]. Svaki segment prostora predstavlja
¢vor u grafu koji se pretrazuje. Dekompozicija prostora moze biti egzaktna ili aproksi-
mativna. Dok egzaktna dekompozicija egzaktno opisuje Citavi konfiguracijski prostor,
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aproksimativna je dekompozicija racunski manje zahtjevna pa se ¢eS¢e primjenjuje.
Aproksimativna se dekompozicija najcesée zasniva na segmentima kvadratnih oblika.
Primjer je takve dekompozicije mrezasta karta zauzeca [130] koja se koristi u radu.
Brojni su algoritmi pretrazivanja grafa primijenjeni na takvoj dekompoziciji prostora
[126], [127], [64], [31], koji omogucéuju brzo prera¢unavanje putanje u slu¢aju promjena
u prostoru. Nedostatak je ovoga pristupa da takoder ne osigurava kompletnost, ali samo
u slucaju kada je veli¢ina kvadratnih segmenata prevelika tako da se moze dogoditi da
robot mora prod¢i kroz prolaz koji je uzi od stranice kvadratnog segmetna. Prema tome,
kompletnost se moze zajamcéiti smanjenjem veli¢ine kvadratnih segmenata, sto naravno
povecava rac¢unsku slozenost algoritama planiranja putanje, jer se povecava broj ¢vorova
grafa koje treba pretraziti. Smanjenje rac¢unske slozenosti moze se posti¢i primjenom
hijerarhijske reorganizacije prostora, sto je opisano u 3. poglavlju.

U ovom se poglavlju razmatra problem planiranja najkrac¢e putanje slobodne od
prepreka od pocetne do ciljne pozicije robota uz pretpostavku da je veli¢ina prepreka
upisana u kartu prostora. Pretpostavlja se da je mobilni robot opremljen senzorom
udaljenosti ograni¢enog dometa kojim otkriva prepreke u prostoru i nadograduje kartu.
Koristi se pristup planiranja putanje zasnovan na mrezastim kartama zauzeca i razma-
traju se algoritmi pretrazivanja prikladni za rad u stvarnom vremenu i pri promjenama
u prostoru. Poglavlje je sadrzajno organizirano kako slijedi. U potpoglavlju 2.1 dane
su osnovne definicije procesa pretrazivanja prostora stanja, a u potpoglavlju 2.2 defini-
cije grafa stvorenog iz mrezaste karte zauzec¢a. U potpoglavlju 2.3 detaljnije su opisani i
usporedeni algoritmi pretrazivanja takvog grafa koji su glavno polaziste razvijenog algo-
ritma koji je opisan u potpoglavlju 2.4. Zaklju¢na razmatranja dana su u potpoglavlju
2.5.

2.1 Definicija procesa pretrazivanja prostora stanja

U terminologiji podru¢ja umjetne inteligencije izraz planiranje odnosi se na pretrazi-
vanje diskretnog prostora stanja [107]. Nadalje, definira se konafan broj akcija koje
se mogu primijeniti nad diskretnim skupom stanja i konstruira se rjeSenje zadavajem
odgovarajuceg slijeda akcija. Proces pretrazivanja definiraju sljede¢e komponente:

e pocetno stanje u kojem se robot nalazi;

e operator koji opisuje izvrSenu akciju u obliku o(z) = 2/, odnosno daje stanje z’
koje ¢e se dohvatiti izvrSavanjem neke akcije u stanju x. Alternativno se koristi
i funkcija sljednika S, koja za dano stanje z, daje skup svih stanja koja se mogu
dohvatiti jednostrukim akcijama (ne niz akcija nego jedna) iz stanja x.

e prostor stanja je skup svih stanja dohvatljivih iz pocetnog stanja slijedom izvr-
Senih akcija.
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e putanja u prostoru stanja definirana je kao bilo koji niz akcija provedenih od
jednog stanja do drugog.

e ciljni test je funkcija prepoznavanja cilja i ona se primjenjuje u svakom stanju
da bi se detektiralo ostvarenje cilja.

e cijena putanje je funkcija koja pridruzuje broj¢anu vrijednost putanji. U naj-
¢eSéim slucajevima je cijena putanje zbroj svih pojedinac¢nih vrijednosti pla¢enih
za izvrSavanje akcija duz putanje. Cijena putanje predstavlja kriterij po kojem bi
rjeSenje problema bilo optimalno. Kriterij primjerice moze biti proteklo vrijeme,
prevaljena udaljenost ili utrosena energija. Oznacava se funkcijom g.

Rjesenje procesa pretrazivanja je putanja od pocetnog do ciljnog stanja. Do rje-
Senja se dolazi pretrazivanjem prostora stanja. Primjenjivanjem funkcije sljednika na
trenutno stanje dolazimo do novog skupa stanja. Taj se proces naziva prosirivanjem
stanja, odnosno, odredivanjem svih sljednika trenutnog stanja. U procesu pretrazivanja
izdvaja se jedna moguénost iznad ostalih, koje se ostavljaju za kasnije razmatranje, u
sluc¢aju da izdvojena nije dovela do rjeSenja. Taj je odabir odreden strategijom pretrazi-
vanja. Proces pretrazivanja najbolje je prikazati grafom u kojem ¢vorovi predstavljaju
stanja, a bridovi prijelaze stanja. Algoritam koji se primjenjuje naziva se algoritmom
pretrazivanja grafa. Odredena se strategija pretrazivanja ocjenjuje kroz Cetiri kriterija:

e kompletnost - osigurava li strategija pronalazak rjesenja ako ono postoji;
e vremenska slozenost - koliko traje pronalazenje rjeSenja;

e memorijska slozenost - koliko je memorije potrebno za izvrSavanje pretraziva-

nja;

e optimalnost - pronalazi li strategija najbolje rjeSenje iz skupa moguéih rjesenja
po kriteriju cijene putanje.

Strategije pretrazivanja mogu se podijeliti na neinformiranu i informiranu skupinu
strategija. Neinformirane strategije nemaju nikakvu informaciju o broju koraka ili cijeni
putanje od trenutnog stanja do cilja. Primjeri neinformiranih strategija su pretraziva-
nje u Sirinu (BFS) (engl. Breadth-first-search) [107], Witkowskijev algoritam |[134],
uniformno pretrazivanje ili Dijkstrin algoritam [25] i algoritam D* [126]. Informirane
strategije sadrze te dodatne informacije i dolaze do rjesenja mnogo uc¢inkovitije. Infor-
macije koje koristi informirana strategija pretrazivanja koriste se u funkciji ocjenjivanja
koja pridruzuje ocjenu svakom ¢voru koji se moze prosiriti ¢vorovima sljednicima. Cvor
koji ima najbolju ocjenu bit ¢e prosiren prvi. Te se strategije nazivaju jos i strategi-
jama pretraZi-prvo-nagboljeg (engl. best-first-search). Primjeri informiranih strategija
su pohlepno pretrazivanje (engl. Greedy-search) [107], algoritam A* [48] i fokusirani
algoritam D* (engl. focussed D* algorithm) [127]|. U nastavku ce biti detaljnije opisane
neke od ovih strategija pretrazivanja.
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2.2 Prostor mobilnog robota kao graf

2.2.1 Skupovi i liste

U ovom su dijelu definirani pojmovi koji se koriste kroz cijeli rad [67].

Skup je neporedani niz razli¢itih elemenata. Primjerice, zapisuje se kao S = {1, 5,8}
i vrijedi {5,1,8} = {1,5,8}. Pisemo s € S kada Zelimo re¢i da je s element iz skupa
S. Kardinalnost (konatnog) skupa S, oznacena s |S|, je broj elemenata u skupu S.
Primjerice, |{1,5,8}| = 3. Za nenegativni cijeli broj k, k-skup je skup kardinalnosti k.
Prazan skup je skup koji nema elemenata. On je 0-skup i oznacava se s (). Za skupove
S 1T kazemo da je S podskup od T ako je svaki element iz S element iz 7. To je
ekvivalentno uvjetu s € S = s € T i piSemo S C 7. Kazemo da je S pravi podskup od
T ako vrijedi S C T 1S # T ipisSemo S C T. Presjek, unija i razlika skupova S i T
definirani su redom

SNT = {s|seSiseT},
SUT = {s|seSiliseT},
S\T = {s|seSis¢T}

Lista je poredani niz elemenata. Primjerice, £ = [8,1,1] i vrijedi [8,1,1] # [1,8,1].
Elementi liste £ oznaceni su s L[1],..., L[|L]|], redom, gdje je |L| duljina (broj eleme-
nata) liste £. U radu koristimo operaciju unije dviju lista tako §to se liste nadovezu
jedna na drugu. Neka su dane dvije liste £ i M. Unija dviju lista £U M ¢ini listu kojoj
je lista M nadovezana na listu £. Pritom je bitan poredak lista u operaciji, odnosno
ne vrijedi komutativnost operacije. U slucaju da je zadnji element prve liste jednak
prvom elementu druge liste, na mjestu nadovezivanja izostavlja se isti element. Prema
navedenom unija lista definirana je kao

LUM = [al,ag,...,an],
gdje je
L[k rak=1,...,|L]

Mk —|L]]  za M1] % LIL] i k=Ll +1,....]C] + |M]|
Mk =1Ll +1] za M = L[|l i k=L +1,....|C] + M| —1.

ay

U radu takoder koristimo i oduzimanje elementa iz liste tako da se svi elementi liste
nakon oduzetog elementa pomicu za jedno mjesto u lijevo. Neka je dana lista £ =
[a1,...,Gk_1,0K, k11, ., ay]. Oduzimanje elementa liste aj definirano je kao:

LN\ ag=1[a1,...,ak—1,0_2,...,0n].
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2.2.2 MrezZaste karte zauzecéa

Vecina algoritama planiranja putanje koristi mrezastu kartu zauzeca [130] kao graf pre-
trazivanja. Karta je dobivena dijeljenjem prostora mrezom na K kvadratnih polja jed-
nakih duljina stranica e e, koji su apstraktno prikazani skupom polja £ = {1,..., K}
s odgovarajué¢im Kartezijevim koordinatama sredista polja ¢; € R?, i € K. Svako polje
sadrzi informaciju o vjerojatnosti zauzeca toga dijela prostora. Binarne mrezaste karte
zauzeca su one karte koje se sastoje samo od slobodnih i zauzetih polja. U takvim se
kartama koristi binarna funkcija zauzec¢a z(i) € {1,00}, i € K, kojom se opisuje skup
svih prepreka u prostoru oznacenih skupom Z = {i € K | z(i) = oo}, a slobodna polja
su sva ostala oznacena skupom N =K\ Z.

Robot se u takvoj karti predstavlja kvadratnom maskom, pri tom kvadrat mora
biti takvih dimenzija da se opseg robota moze upisati u njega. Za polovicu stranice
kvadrata prosiruju se prepreke te se robot u mrezastoj karti zauze¢a smatra tockom.
Kvadratna maska se uzima zato da se robot u svakoj tocki slobodnog polja mrezaste karte
zauzeca moze okretati u mjestu, ¢ime je olaksano planiranje putanje, odnosno potrebno
je planirati samo pozicije tocke u karti. Problem ovakvog pristupa je da se uski prolazi
u karti mogu zatvoriti iz dva razloga (1) zbog preniske razlucivosti mreze, §to se moze
rijeSiti smanjenjem veli¢ine polja mreze tj. povecanjem razlu¢ivosti mreze i (2) prolaz
je preuzak da bi robot mogao rotirati u njemu, ali zapravo moze proci kroz njega uz
odredenu orijentaciju robota u ¢ijem slucaju kvadratni opis robota nije zadovoljavajuc.
Za rjeSavanje ovog problema, koji se naziva problemom pomicanja klavira (engl. piano
mover’s problem) [69] nuzno je koristiti odgovarajuci opis robota (najcesce pravokutnik
ili elipsu) te u problem planiranja putanje uklju¢i osim planiranja pozicija i planiranje
orijentacija na putanji.

U ovom radu koristimo mobilnog robota koji se u karti prostora dobro moze opisati
krugom polumjera r,. Prepreke su prosirene za cjelobrojni broj polja [7,/eporje |, 0d-
nosno robota opisujemo kvadratnom maskom stranice 2 - [7,/€polje | - €poje. ProSirenja
prepreka izvode se pridruzivanjem sredista kvadratne maske robota svakoj toc¢ki unutar
polja sa stvarnom preprekom te postavljanjem zauzetima svih polja pod maskom ro-
bota. Ova procedura prosirenja prepreka implementacijski je jednostavna i omogucuje
jednostavnu detekciju sudara trajektorije robota s preprekom. Na slici 2.1 prikazan
je opseg koristenog robota i njegovo progirenje kvadratnim oblikom u mrezastoj karti
zauzeca. Moze se primijetiti da su uglovi prepreka progireni v/2 puta vise nego §to je
nuzno, $to dodatno potvrduje sigurnost trajektorija koje ne prolaze kroz zauzeta polja.

U radu koristimo dva tipa mrezastih karata zauzeca: binarnu mrezastu kartu za-
uzeta 1 mrezastu kartu zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena [115]. Sigurnosna maska
cijena sli¢na je polju umjetnih potencijala [59] Siroko korigtenih u robotici. Ukljucuje
se u mrezastu kartu zauzeca definiranjem novih vrijednosti funkcije zauzec¢a. Svako po-
lje blizu prepreke unutar Sirine sigurnosne maske cijena M., koja je izrazena u broju
polja, dobiva odredenu vrijednost zauzeca koja ovisi o udaljenosti polja od najblize pre-
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prosireni
oblik
robota

\

5 TN polumjer
EEE robota
-26.5 -26 -25.5 -25 -24.5 -24 -23.5
x [m]

Slika 2.1. Dio prostora predstavljen binarnom mreZastom kartom zauzeéa: slobodna polja oz-
nacena su bijelom bojom (z(-) = 1), a zauzeta polja crnom bojom (z(-) = o0), gdje su sa x
oznacene stvarne pozicije prepreka. Primjer odredene putanje u takvoj karti oznacena je sa *.

Polumger robota iznosi . = 0.26 m, a odabrana veli¢ina polja iznosi eporje = 0.1 m.

R % [ %[ x| x [ [ x [x [ [x ] x [x [ [ x [ x| [ x| x [ %] x| ] x| x[x %] x]x]x[x[x]x]x]x]|
1 P e o I R B 1

Slika 2.2. Dio prostora predstavljen mreZastom kartom zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena
Sirine M. = 4: slobodna polja oznacena su bijelom bojom (z(-) = 1) i nijansama sive boje
(z() € {2,3,4,5}), a zauzeta polja crnom bojom (z(-) = o), gdje su sa = oznacene stvarne

pozicije prepreka. Primjer odredene putanje u takvoj karti oznacena je sa *.



2.2. Prostor mobilnog robota kao graf 11

preke. Najdalje polje unutar sigurnosne maske cijena dobiva vrijednost za jedan vecu
od vrijednosti slobodnog polja izvan sigurnosne maske cijena, a vrijednost polja unutar
maske inkrementalno raste od najdaljeg polja prema zauzetom polju. Funkcija zauzeca
poprima sljedeé¢e vrijednosti:

max{1, (M. + 2 —min|¢; — ¢jllc)} akoieK\Z,jeZ
Z(Z) - J ) (21)

00 akoi e Z

gdje ||-||oo 0znacava normu beskonacno'. Na taj se nacin dobivaju gradijenti sigurnosnih
vrijednosti od prepreka prema slobodnom prostoru. Prednost ovih gradijenata sigur-
nosnih vrijednosti jest da odmic¢u putanju dalje od prepreka radi sigurnosti gibanja, a
pri tom i dalje omoguc¢uju prolaz kroz uske hodnike Sto je bolje nego dodatno prosiriti
prepreke u ¢ijem slucaju bi se uski prolazi zatvorili. Sirina sigurnosne maske cijena,
odnosno parametar M., utjeCe na odmaknutost putanje od prepreka i moze se odrediti
kao sto je opisano u poglavlju 5.3.3. Slika 2.2 predstavlja mrezastu kartu zauzec¢a sa
sigurnosnom maskom cijena dijela prostora, za parametar M, = 4.

2.2.3 Definicije grafa

Graf G sastoji se od skupa elemenata N zvanih ¢vorovima i skupa elemenata &£ zvanih
bridovima, takav da je svaki element od £ dvoc¢lani podskup skupa ¢vorova. Graf u
kojem je dodatno definirana funkcija tezine w : £ — R naziva se tezinskim grafom.

TraZenje optimalne putanje izvodi se na tezinskom grafu G(N,&E, W) stvorenom
iz mrezaste karte zauzec¢a. Slobodna polja predstavljaju skup ¢vorova N' = K\ Z s
odgovarajuéim Kartezijevim koordinatama sredigta polja ¢; € R?, i € N. Kazemo da
su dva polja ¢; i ¢; susjedi ako vrijedi ||¢; — ¢jloc = €porje- Skup bridova definiran je kao
E=A{eij ={i,j} | i,j € N,iijsususjedi}. Skup tezina bridova W = {w;; | i,j €
N,iij sususjedi} definiran je kao cijena prijelaza izmedu dvaju susjednih polja

wiy = lle; = ¢l - max{z(i), ()} (2.2)

U binarnim mrezastim kartama zauzeca razlikujemo dvije vrijednosti cijena prijelaza:
ravni i dijagonalni prijelazi. U mrezastim kartama zauzeca sa sigurnosnom maskom
cijena prijelazi su dodatno otezani s obzirom na blizinu prepreci. Graf u kojem postoji
0 > 0 takav da su sve tezine u grafu vece od 0 naziva se ¢ graf. Prema tome, razmatrani
graf je § graf, u kome je § = epopje-

Kazemo da je lista P = P(S,G) putanja od startnog ¢vora S do ciljnog ¢vora G u

'Za z € R™ norma beskona¢no definirana je kao ||z||cc := max;e (1, n) |21
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grafu G(N, &, W) ako:

Pl] =S, P[P =G,
P[Z] GN, Z':L...,"P’, (23)
{PU,P+1} €& j=1,...,|P| -1

Cijena putanje P definirana je kao zbroj tezina bridova na putanji, odnosno,

Pl-1
co(P) =Y wplipi+1)- (2.4)
i=1

Neka je m(S,G) skup svih putanja od S do G u grafu G(N,E,W). Optimalna cijena
putanje od S do G definirana je kao

g°(5,G) = min o(P)

wu. P en(S,G) (25)

uz pretpostavku da je g*(S,G) = oo ako je (S, G) = 0.

2.3 Pregled algoritama planiranja putanje u grafu

Neka je specificiran jedan startni ¢vor S i jedan ciljni évor G u grafu G(N,E,W).
Algoritam pretrazivanja grafa nazivamo dopustivim ako jamd& pronalazak optimalne
putanje od S do G (kompletan i optimalan). Dopustivi algoritam pretrazivanja grafa
u danom grafu G(N,E, W), pronalazi: (1) optimalnu cijenu g*(S, G), i (2) jednu (moze
ih biti vise) optimalnu putanju P*(S,G) koja ima cijenu ¢*(S, G)

PH(S,G) e {P en(S,G) | g(P)=g"(S,G)}, (2.6)

ako postoji putanja za dani par ¢vorova S, G € N.

Radi jednostavnosti, simbolom ¢*(n) oznacit ¢emo jedinstvenu cijenu optimalne pu-
tanje od ¢vora n do ¢vora G, odnosno ¢g*(n) = g*(n,G). Simbolom h*(n) oznacit ¢emo
jedinstvenu cijenu optimalne putanje od ¢vora S do ¢vora n, odnosno h*(n) = ¢g*(S,n).

Algoritam moze pamtiti sve optimalne putanje od pocetnog ¢vora pretrazivanja p
(za neke algoritme je p = S, a za neke p = G) do ¢vora n. ProSirivanjem ¢vorova
postavljaju se pokazivaci na prethodne ¢vorove koji imaju najmanju cijenu. Pokazivac
se zapisuje preko funkcije b(-), gdje b(n) = m oznacava da je ¢voru n ostvarena najniza
cijena preko ¢vora m. Po zavrSetku algoritma, moze se izdvojiti bilo koja putanja od
¢vora n, koji je bio proSiren u procesu pretrazivanja, do ¢vora p, od kojeg je pocelo
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pretrazivanje, prema funkciji b(-) kako slijedi

Pr1] =mn,

Proces izdvajanja putanje P(n,p) zavrsava kada se dosegne pocetni ¢vor p, odnosno
Pr{IP*|] = p.

Razni dopustivi algoritmi razlikuju se u redoslijedu i broju pretrazenih ¢vorova.
Da bi algoritam proSirio Sto je moguée manje ¢vorova u trazenju optimalne putanje,
mora stalno donositi §to informiraniju odluku o tome koji ¢vor treba prosiriti sljededi.
Primjerice, algoritam moze prosirivati nepotrebno one ¢vorove koji sigurno ne vode do
cilja optimalnom putanjom ili, nasuprot tomu, moze ignorirati one ¢vorove koji mogu
biti na optimalnoj putanji i tako ne pronaci optimalnu putanju.

2.3.1 Algoritam A*

Algoritam A* koristi evaluacijsku funkciju f koju raduna za svaki ¢vor n koji se slje-
de¢i moze proiriti i progiruje onaj ¢vor s najmanjom vrijednosti f. Vrijednost f(n)

predstavlja procjenu cijene optimalne putanje koja prolazi ¢vorom n. Sastavljena je kao

f(n) = h(n) +g(n), (2.8)

gdje je h(n) procjena cijene h*(n) (optimalne cijene od S do n), a g(n) procjena ci-
jene g*(n) (optimalne cijene od n do G). Procjenu h(n) racuna kao najmanju ci-
jenu putanje od S do n prorac¢unatu do trenutka prosirivanja ¢vora n, odnosno vrijedi
h(n) > h*(n). Kao procjenu g koristi bilo koju procjenu cijene optimalne putanje od n
do G, dobivenu iz stvarnog problema koji je modeliran grafom, tzv. heuristi¢nu funkciju
(9(n) = heuristika(n, Q)).

Heuristi¢na funkcija mora biti dopustiva, odnosno ne smije precijeniti optimalnu pu-
tanju od ¢vora n do G (g(n) < ¢g*(n)). Ako je heuristika dopustiva tada je algoritam
A* dopustiv (jamé& nalazenje optimalne putanje) [18]. Dodatno, mora imati svojstvo
konzistentnosti. To znaci da bilo koja procjena g(n) ra¢unata za ¢vor n prema fizikalnim
informacijama stvarnog problema, ne smije biti poboljSana koriste¢i odgovarajuce po-
datke iz stvarnog problema za druge ¢vorove. Drugim rije¢ima, heuristika ima svojstvo
konzistentnosti ako vrijedi nejednakost trokuta:

heuristika(n, g) < g*(n,m) + heuristika(m, g), (2.9)

zan,m,g € N. Kao primjer, u problemu pretraZivanja karte prostora mobilnog robota,
pravocrtna udaljenost kao heuristika zadovoljava svojstvo konzistentnosti. Ako je he-
uristi¢na funkcija dopustiva i ima svojstvo konzistentnosti tada algoritam A* pretrazuje
najmanji broj ¢vorova grafa G nuznih za zajamdceni pronalazak optimalne putanje [18].

Pseudokod algoritma A* dan je algoritmom 2.1. Algoritam A* pretrazuje ¢vorove
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od starta. Koristi skup O? kojem dodaje one ¢vorove koje trenutno razmatra. Iz skupa
O oduzima ¢vor o koji ima minimalnu vrijednost funkcije f (tzv. najbolji ¢vor). Cvor o
prosiruje njegovim susjedima tako sto u skup O dodaje one ¢vorove kojima je cijena f
vecéa od f(o) (inicijalno su cijene svih ¢vorova beskonacne). Svakom dodanom ¢voru n
u skup O odredi vrijednosti cijena h(n) i f(n), prema cijeni njegovog prethodnika h(o)
i heuristici g(n). Takoder postavi pokaziva¢ b prema o jer je o trenutno najbolji ¢vor
prethodnik. Algoritam zavrSava izvodenje kada odabere ciljni ¢vor G.

Algoritam 2.1: A*(S,G)

Vn e N, f(n) < oo //Inicijalizacija
O+ S
h(S) <+ 0
9(S) < heuristika(S, G)
f(S) < h(S) +9(5)
dok O # 0 i frin < h(G)
fmin < min{f(n) | n € O}
o<+ n* //za n* vriedi f(n*) = fiin
O+ 0O\o
za Vn € N tako da {o,n} € £
ako f(n) > £(0)
O+ 0Un
h(n) < h(o) + wyo
g(n) < heuristika(n,G)
f(n) < h(n) +g(n)
b(n) « o

e e e e el e
PN DU P PSR YT

kraj
19: kraj
20: kraj

Svojstva algoritma A*

LEMA 2.1. Za bilo koji évor n € O i za bilo koju optimalnu putanju P*(S,n), postoji
cvor ng, € O koji je na putangi P*(S,n) i za koju vrijedi h(ng) = h*(ng).

Dokaz. Ako je S € O (algoritam A* nije izvr§io niti jedan prolaz kroz petlju dok), tada
je o = S ilema je istinita zbog pocetnog uvjeta h(S) = h*(S) = 0. Pretpostavimo da
S ¢ O. Neka je H skup svih &vorova na putanji P*(S,n) koji nisu u skupu O i za koje
vrijedi h(n;) = h*(n;), gdje je n; = P*[i] € H, i < |P*|. Vrijedi H # 0, jer S € H. Neka
je nj = P*[j] element iz H s najve¢im moguéim indeksom putanje j. Vrijedi n; # n
buduci da jen € O. Neka je nj, = P*[k] sljednik od n; na putanji P*, odnosno k = j+1.
Moguce je da je nj = n. Prema definiciji od h vrijedi h(ny) < h(n;) + wp; n,. Bududi
da je n; € H vrijedi h(n;) = h*(n;), a buduéi da je P* optimalna putanja vrijedi

2U literaturi se koristi pojam engl. open list, kao spremiste trenutno razmatranih vorova.
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h*(ng) = h*(nj) + wn; n,. Stoga slijedi da je h(ng) < h*(ng). Budud¢i da najmanja
cijena od S do ny odredena u bilo kojem trenutku nije manja od optimalne cijene
h*(ng), vrijedi h(ng) = h*(ng). Dodatno, mora vrijediti ny € O prema definiciji skupa
H. O

KOROLAR 2.1. Neka je g(n) < g*(n) (dopustiva heuristika) za svaki n € N i neka
algoritam A* nije zavrsio izvodenje. Tada za bilo koju optimalnu putanju P* od S do
bilo kojeg ciljnog cvora n postoji cvor o € O na putanji P* s cijenom f(o) < f*(S)
(f*=h"+g")

Dokaz. Prema lemi 2.1, postoji ¢vor o € O na putanji P* s cijenom h(o) = h*(0).
Prema definiciji f vrijedi:

>

flo) =

<

(0) +g(0)
*(0) + 9(0) (2.10)
“(0) + g7(0).

Bududi da je P* optimalna putanja, za svaki o € P* vrijedi f*(o) = f*(5), §to upotpu-

> I

+9
+9
njava dokaz. O

TEOREM 2.2. Ako je g(n) < g*(n) za svaki n € N tada je algoritam A* dopustiv.

Dokaz. Ovaj teorem dokazuje se metodom kontradikcije. Neka A* ne nalazi optimalnu
putanju od S do G. Postoje dva sluc¢aja nenalazenja optimalne putanje: 1) algoritam
nikada ne zavrSava izvodenje i 2) algoritam zavr§i izvodenje kad dosegne ¢vor G, koji
nema optimalnu cijenu f.

1) Neka je G dohvatljiv od S u kona¢nom broju koraka i s cijenom f*(S). Buduéi da

je tezina bilo kojeg brida u grafu veca od d, tada za bilo koji ¢vor n dalje od K koraka
(S
od S, gdje je K = I ), vrijedi f(n) > h(n) > h*(n) > K§ = f*(S). Prema korolaru

5
2.1 postoji ¢vor o na optimalnoj putanji tako da vrijedi f(0) < f*(S) < f(n) i prema

algoritmu A* (linije 8-9) ¢vorovi dalje od K koraka od S nece se prosirivati, jer ¢e biti
odabran ¢vor o umjesto n. Prema tome, algoritam A* nije mogao “preskociti” cilj, nego
je mogao zauvijek iznova otvarati iste ¢vorove unutar K koraka od S. Neka je D skup
svih ¢vorova dohvatljivih unutar K koraka od S (kojih ima |D|). Algoritam A* dodaje
¢vorove u O samo ako im je nova cijena f manja nego kad su prethodno napustili skup
O (linija 12), dakle cijena f ¢e se smanjiti do optimalne cijene putanje koja prolazi kroz
¢vor. Svaki ¢vor iz D moze se ponovo ubacivati u skup O konacan broj puta bududi da
ima konacan broj putanja od S do n koje prolaze kroz ¢vorove iz D. Nakon kona¢nog
broja prosirivanja ¢vorova, niti jedan ¢vor iz D nece se vise dodati u skup O. Prema
tome, algoritam zavrSava izvodenje $to je u kontradikciji s prvotnom pretpostavkom.
2) Pretpostavimo da algoritam A* zavrSava izvodenje kad dosegne ¢vor G s cijenom
f(G) = h(G) > f*(S). Prema koloraru 2.1, prije zavrietka algoritma postojao je ¢vor
o € O na optimalnoj putanji s f(o) < f*(S) < f(G). Stoga bi se u tom koraku ¢vor o
odabrao za progirivanje radije nego G, §to je u kontradikciji da je A* zavrsio. U
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LEMA 2.2. Pretpostavimo da koristena heuristicna funkcija ima svojstvo konzistent-
nosti (2.9). Ako A* u nekom koraku izvodenja oduzme ¢évor n iz skupa O tada je
h(n) = h*(n). Kao posljedica, algoritam A* vise nikada ne dodaje skupu O cvor koji je

jednom oduzeo iz skupa O.

Dokaz. Neka se algoritam A* nalazi u jednom koraku izvodenja prije oduzimanja ¢vora
n iz skupa O (n € O) i pretpostavimo suprotno, h(n) > h*(n). Postoji neka optimalna
putanja P*(S,n). Buduéi da je h(n) > h*(n), A* nije pronasao P*. Prema lemi 2.1
postoji ¢vor o € O na putanji P* s h(o) = h*(0). Ako je o = n lema je dokazana. Inace

vrijedi
= h(o) +g"(0,n).
Dalje prema pretpostavci h(n) > h*(n) i (2.11) vrijedi
h(n) > h(o) + g*(o,n). (2.12)
Dodavanjem g(n) jednadzbi (2.12) slijedi
h(n) +g(n) > h(o) + g*(0,n) + g(n), (2.13)
i primijenjujuéi (2.9) na desnu stranu jednadzbe (2.13) slijedi

fn) > f(o),

§to je u kontradikeiji da je A* odabrao ¢vor n za progirivanje kada je ¢vor o bio bolji. O

LEMA 2.3. Neka je lista £ = [nl,ng,...,nw] sliged ¢vorova redom koje je oduzimao
algoritam A* iz skupa O i neka vrijedi svojstvo konzistentnosti heuristike (2.9). Ako je

p < q, vrigedi f(ny) < f(ng), p.q € {1,2,...,|L]}.

Dokaz. Neka je n ¢vor koji je algoritam A* oduzeo iz skupa O nakon ¢vora m. Postoje
dva slucaja: optimalna putanja od S do n 1) ne prolazi kroz ¢vor m i 2) prolazi kroz
¢vor m. Slucaj 1) znaci da su ¢vorovi n i m bili u isto vrijeme u skupu O u trenutku
kad je odabran m kao najbolji ¢vor (progirivanjem m, skupu O nije dodan n, nego je
u njemu morao biti od prije). Time je lema za slucaj 1) dokazana. Slucaj 2) znadi da
je algoritam prosirivanjem m dodao ¢vor n skupu O i odredio h(n) = h(m) + g*(m,n)
(g*(m,n) = wpy). Prema lemi 2.2 vrijedi h(n) = h*(n) i h(m) = h*(m) i dalje,
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primjenjujuci nejednakost (2.9), slijedi:

=
2
|
>
* A~
S
+
2
2

(2.15)

VIV IV
==
23
S+
=%
2

Dokaz je kompletan bududi da izraz (2.15) vrijedi za sve parove ¢vorova ng i ngyq. O

KOROLAR 2.3. Uz pretpostavke prethodne leme, ako je algoritam A* oduzeo ¢vor n iz
skupa O tada je f(n) < f(9).

Dokaz. Neka je algoritam A* pronasao G. Tada prema lemi 2.3 vrijedi f(n) < f(G) =
(@) = f7(9). m

Neka je a* skup svih algoritama sli¢nih algoritmu A* koji imaju neko pravilo odabira
¢vora s najmanjom cijenom (moze biti vise ¢vorova koji imaju minimalnu cijenu, linije
8-9 algoritma 2.1).

TEOREM 2.4. Neka je A bilo koji dopustivi algoritam koji ne koristi vise informacija
o prostoru od algoritma u skupu a* i pretpostavimo da vrijedi konzistentnost heuristike
koristene u algoritmima iz a*. Tada za bilo koji 6 graf G postoji A* € a* takav da je
svaki cvor prosiren algoritmom A* takoder prosiren algoritmom A i da A* pretrazuje

manje cvorova od A.

Dokaz. Dokaz je dan u [48]. O

SloZenost A* algoritma kao nedostatak Broj progirenih &vorova algoritmom A*
raste eksponencijalno s duljinom optimalne putanje. Pokazano je da se eksponencijalni
porast javlja u sluc¢aju da pogreska heuristicne funkcije raste brze od logaritma stvarne
cijene putanje. Subeksponencijalni porast je ispunjen ako vrijedi

lg(n) — g*(n)| < O(log g*(n)), (2.16)

Za gotovo sve heuristike u praktiénoj upotrebi, pogreska je barem proporcionalna ci-
jeni putanje. Medutim, primjena dobre heuristike jos uvijek uveliko stedi memoriju u
usporedbi s uniformnim pretrazivanjem.

Primjena algoritma A* na mrezastim kartama zauzeca

Algoritam A* primjenjuje se na mrezastim kartama zauzeca tako Sto se koristi prethodno
opisani graf G(N,E, W). Postoje brojne heuristike koje mozemo koristiti na mrezastoj
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karti zauzeca. Najcesce koristena heuristi¢na funkcija je Euklidska norma
heuristika(n,g) = ||n — gl (2.17)

gdje sun,g € N. Medutim, rac¢unska sloZenost ra¢unanja korijena i kvadrata u Euklid-
skoj normi znacajna je u usporedbi s progirivanjem nekolicine dodatnih ¢vorova. Op-
timalna procedura koja pretrazuje minimalan broj ¢vorova ne mora biti optimalna po
utroSenim resursima. Heuristiku mozemo odrediti kombinirajuéi vise dopustenih heuris-
tika odredujuéi je po maksimalnoj vrijednosti iz skupa dopustenih heuristika kako bi
se sac¢uvalo svojstvo konzistentnosti. Prihvatljivija je heuristika koja koristi cjelobrojnu
aritmetiku. U mrezastoj karti zauzeca cijene prijelaza moguce je opisati cjelobrojnim
vrijednostima. Primjerice, duljina stranice polja epyj. = 10, a duljina dijagonale polja
dpolje = 14. U radu koristimo sljedecu heuristiku:

a:max( ’xg_xnla‘yg_yn ‘ )7
b=min( |2y —2n|,|Yg —Un | )s

heuristika(n,g) = b- dporje + (@ — b) - epoije, (2.18)

gdje su (2, yn) koordinate ¢vora n, a (z4,y,) koordinate ¢vora g. Ova heuristika ima
svojstvo konzistentnosti buduéi da vrijedi nejednakost trokuta.

A* algoritam je najbolje primjenjiv u pretrazivanju statickog prostora mobilnog
robota. Staticki prostor mobilnog robota je takav prostor u kojemu se nista ne mijenja
u vremenu dok robot prolazi kroz njega. Dinamicki prostor mobilnog robota je svaki
realni prostor u kojem se gibaju prepreke (ljudi, roboti) i mijenja raspored prepreka
(pomic¢u klupe, zatvaraju vrata). Takve promjene prostora upisuju se u mrezastu kartu
zauzeca tako Sto odgovarajuca polja postaju zauzeta, a druga slobodna, a u slucaju
koristenja sigurnosne maske cijena mijenjaju se i vrijednosti zauzeca. Promjene se u
grafu G(N, €, W) odituju tako $to se ¢vorovi koji predstavljaju zauzeta polja oduzimaju
iz skupa N (jer su ¢vorovi samo slobodna polja u karti), a polja koja su postala slobodna
stvaraju nove ¢vorove koji se dodaju u skup N. U skladu s izmijenjenim skupom N
predefiniraju se skupovi £ i W. Drugim rije¢ima, nastaje novi graf u kojem je potrebno
ponovo izvrditi algoritam A*. Putanja se mora izracunati ponovo kod svake promjene
u prostoru, §to moze biti racunski prezahtjevno.

Pseudokod algoritma A* primjenjenog u dinamickim prostorima mobilnog robota
dan je algoritmom 2.2. Robot senzorom otkriva promjene u prostoru i izgraduje novi
graf Gr (linija 3). Ponovnim pozivanjem cijelog algoritma A* od trenutnog ¢vora R, u
kojem se robot nalazi u trenutku kada je detektirao odstupanje stvarnog prostora od
karte, izra¢unava se nova optimalna putanja do cilja G.

Ovakvo je planiranje putanje optimalno po cijeni putanje, ali je neucinkovito sa
stajaliSta utroska memorije i vremena, narocito za velike karte prostora.

Mnoge strategije pretrazivanja primjenjive su samo u statickom prostoru i uz uvjet
da robot ima to¢nu mrezastu kartu zauzeca koja opisuje prostor. Medutim, pretraziva-
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Algoritam 2.2: gibanje-robota-A*(S, G)

1: R+ S

9. dok R#G

3: Gr < senzori(R)

4: ako Gr #Gili R= S

5: G <+ Gr

6: A*(R,G)

T kraj

8: R <+ n|bn) =R //Odredivanje sljedeéeg ¢vora na putanji
9:

kraj

nje prostora koji se u vremenu mijenjaju zahtijeva brzo prerac¢unavanje novih putanja.
Razni pristupi u literaturi pokusavaju ispuniti ovaj zahtjev. Postoje verzije algoritma
A* koje pokuSavaju uStediti na vremenu planiranja tako $to poveéavaju cijenu putanje.
Putanja do cilja izracunava se brze od algoritma A* tako §to povecavaju tezinu pro-
cjene cijene putanje do cilja g(n) [101]. Takva putanja moZe biti neoptimalna ako nije
ispunjeno svojstvo dopustivosti heuristike. Ovi algoritmi spadaju u kategoriju otezanih
algoritama A*) kao $to su A*. [91] (koji dopuSta povecanje cijene putanje za faktor
(1+¢)), svevremenski A* (engl. Anytime A*) [17, 16] 1 ARA* [72].

Neki pristupi temelje se na modificiranju prije izrac¢unate putanje, ako putanja sadr-
zava prepreku. Postoje razli¢iti nacini modificiranja putanje tijekom gibanja. Jedan od
nacina je zaobilazenje prepreke koja se nalazi na putanji, sve dok se ne pronade tocka
na prepreci koja je najbliza cilju (engl. Bug algorithm) [77].

Algoritmi koji u¢inkovito odreduju optimalne putanje u dinamickim prostorima, a
nastavljaju se na algoritam A*, jesu algoritam D* [126] i Fokusirani algoritam D* [127]
ili Lagani D* [64] (implementacijski laksi od Fokusiranog algoritma D*). Ime D im
dolazi od rije¢i dinamicki. Ovi algoritmi usporedeni su u [117] i detaljno su opisani u
nastavku.

2.3.2 Algoritam D*

Algoritam D* dobro je poznati dopustivi algoritam pretrazivanja grafova sa svojstvom
brzog izra¢unavanja optimalne putanje u dinamickim prostorima [126]. To se svojstvo
naziva dinamickim planiranjem (engl. dynamic planning, replanning). U [69] ga opisuju
kao dinamic¢ku verziju Dijkstrinog algoritma ili dinamicku verziju algoritma A* bez
heuristi¢ne funkcije (heuristika(n, g) = 0). Algoritam D* nalazi optimalnu putanju i u
grafovima u kojima se tezine bridova mijenjaju.

Algoritam D* svakom prosirenom ¢voru n odreduje vrijednost g(n) (cijena putanje
iz ¢vora n do cilja G) i vrijednost klju¢ne funkcije za proces dinamickog planiranja,
k(n), koja pamti stare vrijednosti g(n) prije promjena tezina u grafu.

D* obraduje promjene c1Jena putanje za vrijeme procesa pretrazivanja proces1rajuc1
&vorove porasta i smanjenja. Cvorovi su svrstani u évorove porasta ako je k < g. Cvorovi
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porasta prostiru informaciju o porastu cijene putanje pocCevsi od promijenjenih ¢vorova
i korigiraju cijene svim &vorovima prethodnicima. Cvorovi porasta aktiviraju susjedne
¢vorove preko kojih se moze smanjiti cijena putanje - ¢vorove smanjenja. Cvorovi su
svrstani u ¢vorove smanjenja ako je k = g. Cvorovi smanjenja prostiru informaciju o
smanjenju cijene putanje i korigiraju pokazivace kako bi odredili nove optimalne putanje
iz ¢vorova koji su prethodno bili ¢vorovi porasta.

Izvodenje algoritma dijeli se na inicijalno izvodenje i dinamicko planirange. Inici-
jalno izvodenje algoritma sli¢no je uniformnom pretrazivanju (Dijkstrinom algoritmu),
odnosno algoritmu A* bez heuristike. Pseudokod algoritma koji tijekom gibanja robota
poziva algoritam D* dan je algoritmom 2.3. Prije inicijalnog izvodenja algoritma D*
cijene k i g svim ¢vorovima postavljene su na oo, a pokazivaci iz svakog ¢vora pokazuju
na same sebe (linija 2). Robot se poetno nalazi u startnom ¢voru (R = ).

Algoritam 2.3: gibanje-robota-D*(S, G)

R+ S
Vn e N, k(n) < oo, g(n) < oo, b(n) < n
O « 0 //Inicijalizacija
dodaj-D*(G,0)
dok R+ G
IR <promijenjeni-¢vorovi(R)
ako R=Sili Zp \ O # 0 //Inicijalno ili dinamicko planiranje
D*(Zp, R)
kraj
R < b(R)
kraj

e e =t AN NN OC I R

Inicijalno izvodenje U inicijalnom izvodenju algoritam D* pretrazuje ¢vorove od
cilja G. Kao i algoritam A*, koristi skup O u koji dodaje one ¢vorove koje trenutno
razmatra (algoritam 2.4). Pocinje dodavanjem ciljnog ¢vora (linija 4 algoritma 2.3).
Pretpostavka je da se prije prvog izvodenja algoritma D* ne dogadaju nikakve promjene
u prostoru pa je poziv algoritma u liniji 8 zbog ostvarenog uvjeta R = S.

Algoritam 2.4: dodaj-D*(n, gimin)
akone O

k:(’I’L) — min{g(n)’gmin}
inace

k(n) < min{k(n), gmin }
kraj
O+~ 0OUn

Pseudokod algoritma D* dan je algoritmom 2.5. Inicijalno izvodenje algoritma sli¢no
je algoritmu A* uz heuristi¢nu funkciju jednaku 0 (dopustiva i konzistentna). Iz skupa
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Algoritam 2.5: D*(Zg, 5)
za¥n € Ipr\ O | b(n) #n
dodaj-D*(n, g(n))
kraj
dok O £ 0 i ki < 9(S)
Emin < min{k(n) | n € O}
0+ n* //za n* vrijedi k(n*) = kpin
O+ 0O\o
ako knin < g(n)
za VYn € N tako da {o,n} € €
ako g(n) < kmin 1 g(0) > g(n) +won
g(0) < g(n) +wop
b(o) < n
kraj
kraj
kraj
ako Kpin = g(n)
za Vn € N tako da {o,n} € £
ako (b(n) = 0 g(n) # g(0) + wn,) ili (g(n) > g(0) + wn,0)
dodaj-D*(n, (4(0) + wn.0))
b(n) < o
kraj
kraj
inace
za VYn € N tako da {o,n} € €
ako b(n) =nili (b(n) =01 g(n) # g(o) + wn.o)
dodaj-D*(n, (9(0) + wp,0))
inaceako(();é01g() g(o)+wpo)iog O
dodaj-D*(o, g(0))
inace ako (b(n) # o1 g(0) > g(n) + worn) in & O 1 ki < g(n)
dodaj-D*(n. g(n))
kraj
kraj
kraj
kraj

QO LW W WWWNDNDNINDDDNDNDNDNDN == = =
TEIVEOORASAEBN L OLX DU p @y @@ 2aewb e

O oduzima ¢vor o koji ima najmanju vrijednost funkcije k. U inicijalnom je izvodenju
algoritma 2.5 uvijek ispunjen uvjet ki, = g(n) pa se izvr8avaju linije 17-24, bududi
da se prema linijama 6 i 19 nec¢e dodati u skup O ¢vor koji ¢e sebi povecati cijenu g.
Cvor o prosiruje njegovim susjedima tako Sto u skup O dodaje one ¢vorove kojima se
moze smanjiti cijena g pomocu ¢vora o. Svakom dodanom ¢voru n u skup O odredi
vrijednosti cijena g(n) i k(n), prema cijeni svog prethodnika g(o). Takoder postavi
pokazivaé b prema o jer je o trenutno najbolji ¢vor prethodnik. Algoritam zavrSava
inicijalno izvodenje kada odabere ¢vor S.

Po zavrsetku inicijalnog pretrazivanja svi ¢vorovi koji su prosireni i vise nisu u skupu
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O imaju h = ki ta cijena je optimalna prema lemi 2.2. Buduéi da pretrazivanje pocinje
od ¢vora G, prora¢unane su sve optimalne putanje prema ¢voru G iz pro§irenih ¢vorova.
Tu informaciju koristi proces dinamickog planiranja.

Cvorovi koje algoritam D* nije proirio imaju pokazivac na same sebe (b(n) = n).
Ta se informacija koristi samo u dinamickom planiranju algoritma tako $to nejednakost
b(n) # n oznacuje da je ¢vor bio progiren u nekom prijasnjem izvodenju algoritma 2.5
(linije 11 26). Ako bi se izvrsilo iscrpno pretrazivanje (tako da se prosire svi ¢vorovi iz
kojih postoji put do G), tada u liniji 5 treba ostaviti samo uvjet O # ().

Dinamicko planiranje Daljnji izrac¢un algoritma D* ovisi o informaciji senzora o
prostoru tijekom gibanja robota. Algoritam se ponovo izvodi samo u slucaju promjene
vrijednosti zauzeca nekog polja, koje je robot otkrio senzorom. Funkcija promijenjeni-
¢vorovi(R) u algoritmu 2.3 vraca sve ¢vorove kojima se promijenila vrijednost z(-). Ako
postoje polja kojima se promijenila vrijednost zauzeca s oo na vrijednost < co, onda se
moraju dodati u skup ¢vorova N. Polja koja su postala zauzeta (2(-) = oo) ostaju u
skupu ¢vorova N radi azuriranja cijena njihovim susjedima. TeZine bridova koji sadrze
te ¢vorove bit ¢e oo prema (2.2).

Cvorovi ko jima se promijenila vrijednost z dodaju se skupu O, uz uvjet da je algo-
ritam prosirio ove ¢vorove u prijasnjim izvodenjima (b(n) # n). Ovo opisuju linije 1-3
algoritma 2.5. Medu njima je ¢vor s najmanjom vrijednosti k, buduéi da se nalaze usred
pretrazenog podrudja pa je njihova cijena manja od ¢vorova na rubu pretrazenog podru-
¢ja (lema 2.3). Njihova cijena je optimalna jer su bili progireni u prethodnom izvodenju
algoritma, a ne nalaze se u skupu O (lema 2.2). Prema tome, za prvi odabrani naj-
bolji ¢vor vrijedi k = g. On prostire promjenu cijene (porast ili smanjenje) na ¢vorove
prethodnike (Evorovima koji su za njega vezani pokazivacem b(-)) ili smanjuje cijenu
susjednim ¢vorovima koji nisu prethodnici (linije 17-24). Ako je promjena u prostoru
bila porast vrijednosti zauzeca, nastat ¢e ¢vorovi porasta. Ti ¢vorovi dalje Sire porast
susjednim ¢vorovima prethodnicima (linije 24-34). Porast se §iri prema trenutnoj pozi-
ciji robota S. U svakoj se iteraciji algoritma D* provjerava moze li se najboljem ¢voru
porasta smanjiti cijena (linije 9-16). Takoder se provjerava moze li se susjednom ¢voru,
koji nije prethodnik najboljem ¢voru, smanjiti cijena (linije 28-30). Tada se najbolji
¢vor dodaje u skup O za ponovno razmatranje. Ovim se korakom izbjegava stvaranje
zatvorenih petlji u pokazivacima. Takoder se provjerava moze li susjedni ¢vor, koji nije
prethodnik najboljem ¢voru, smanjiti cijenu najboljem ¢voru (linije 30-32). Tada se
susjedni ¢vor dodaje u skup O za kasnije razmatranje. Odgada se azuriranje cijene
susjednog ¢vora jer najbolji ¢vor porasta nema optimalnu cijenu (k < g¢). Kada se
pojavi najbolji ¢vor smanjenja, on svim svojim prethodnicima Siri smanjenje cijene, a
¢vorovima koji nisu prethodnici korigira cijenu (linije 17-24). Cvorovi smanjenja preus-
mjeravaju pokazivace i stvaraju nove optimalne putanje. Pretrazivanje traje dokle god
postoji ¢vor u skupu O kojem je cijena k manja nego ¢voru S. Broj pretrazenih ¢vorova
je najmanji mogué, a kao posljedica i vrijeme izrac¢una.
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2.3.3 Fokusirani algoritam D*

Algoritam FD* nastavlja se na algoritam D* tako §to koristi heuristiku za procjenu
cijene puta od nekog ¢vora n do S [127]. Algoritam FD* naziva se dinamickom inac¢icom
algoritma A*. Heuristikom nastoji smanjiti ukupni broj pretrazenih ¢vorova u odnosu
na algoritam D*. Algoritam FD*, kao i algoritam A*, pretrazuje najmanji broj ¢vorova
nuzan za pronalaZzenje optimalnog puta od starta do cilja ako je heuristi¢na funkcija
dopustiva i ima svojstvo konzistentnosti. Medutim, glavna prednost algoritma FD* lezi
u sposobnosti brzog planiranja putanje u dinamickim prostorima. Algoritam FD*, kao
i D*, nalazi optimalnu putanju u grafovima u kojima se tezine bridova mogu mijenjati.

Algoritam 2.6: FD*(Zg, S)

za¥n € I\ O | b(n) #n
dodaj-FD*(n, g(n))
kraj
dok O £ 0 frnin < (S)
fmin < min{f(n) | n € O}
0+ n* //za n* vrigedi f(n*) = fimin
O+ 0O\o
ako kpnin < g(n)
za VYn € N tako da {o,n} € €
ako [(h(n) + g(n)), g(n)] < [£(0), K(0)] 1 9(0) > g() + wiom
g(0) < g(n) +wop
b(o) < n
kraj
kraj
kraj
ako Kpin = g(n)
za Vn € N tako da {o,n} €
ako (b(n) = o1 g(n) # g(o ) + Wno) ili (g(n) > g(0) + wn,o)
dodaj-FD*(n, (g(0) + wn,))
b(n) < o
kraj
kraj
inace
za VYn € N tako da {o,n} € €
ako b(n) =nili (b(n) =01 g(n) # g(o) + wn.o)
dodaj-FD*(n, (g(O) + Wn,o )
inace ako (b(n) # o i g(n) > g(o)
dodaj-FD*(o, g(0))
g(

i [f(0), k(o)] <[(h(n)+g(n)),g(n)]

CLO DD DD DD DD DD DN DN = = e et e e e e d
SORTSITELBR = OO0 TD Tk wip= o P RRSDEwy

31: dodaj-FD*(n,g(n))
32: kraj

33: kraj

34: kraj

35: kraj
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Pseudokod algoritma FD* dan je algoritmom 2.6. Algoritam FD* svakom progire-
nom &voru n odreduje vrijednost g(n) (cijena putanje iz ¢vora n do cilja G), vrijed-
nost k(n) (stara vrijednost g(n) prije modifikacije tezina u grafu) i vrijednost f(n) =
k(n) + h(n), gdje je h(n) procjena cijene optimalne putanje od n do S — heuristi¢na
funkcija (h(n) = heuristika(n,S)).

Tijekom gibanja robota u algoritmu 2.3 poziva se algoritam FD* umjesto poziva
algoritma D*. Kao i algoritam D*, algoritam FD* pretrazuje ¢vorove od cilja G. Koristi
skup O kojem dodaje one ¢vorove koje trenutno razmatra, kao i algoritmi A* i D*.
Algoritam 2.7, za razliku od algoritma D*, racuna jo$ i vrijednost funkcije f za svaki
dodani ¢vor (linija 8).

Algoritam 2.7: dodaj-FD*(n, gmin)

akone O
. lj;(n) < min{g(n), gmin
inace

k(n) < min{k(n), gmin }
kraj
g(n) < Gmin
h(n) < heuristika(n, S)
f(n) < k(n) + h(n)
O+~ 0Oun

Daljnji izracun algoritma pokrece nova informacija iz prostora. FD* kao i D* obra-
duje promjene cijena u procesu pretrazivanja procesuirajué¢i ¢vorove porasta i ¢vorove
smanjenja. FD* koristi heuristi¢nu funkciju da bi dodatno ubrzao proces dinamickog
planiranja. Iz skupa O prosiruje ¢vor o koji ima najmanju vrijednost funkcije f (kao
algoritam A*). Pretrazen je manji broj ¢vorova, ali je zato i manjem broju ¢vorova
odredena nova optimalna putanja. Ukljuc¢ivanje heuristike u pretrazivanje postignuto
je promjenom linija 4-6, 11 i 30 izvornog algoritma D*. U linijama 11 i 30 uglate za-
grade koriste se kao zapis vektora, a usporedba dvaju vektora radi se po komponentama
kako slijedi. Za vektore a = [aj,a2] i b = [by,be], vrijedi a < b ako je a1 < by ili
(a1 =biias < b2).
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Slika 2.3. Primjer pretraZivanja prostora algoritmom FD*. Lijevo — inicijalno pretrazivanje;
Desno — dinamicko planiranje.
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Na slici 2.3 prikazano je inicijalno planiranje (lijevo) i dinamicko planiranje (desno),
gdje je optimalna putanja prikazana crvenim strelicama. Rastuce vrijednosti od f pri-
kazane su odgovaraju¢om bojom pocevsi od najmanje vrijednosti u cilju do najvece vri-
jednosti pri rubovima pretrazenog podrucja. Cvorovi porasta propagiraju porast cijene
u smjeru trenutne pozicije robota (S). Cvorovi smanjenja preusmjeravaju pokazivace
tako da tvore nove optimalne putanje.

2.3.4 Witkowskijev algoritam

Witkowskijev algoritam pripada skupini neinformiranih strategija pretrazivanja. Za
razliku od opéenitog dopustivog algoritma pretrazivanja grafa koji oduzima onaj ¢vor
iz skupa O koji minimizira neku evaluacijsku funkciju (f ili k), ovaj algoritam koristi
red FIFO (prvi ¢vor koji se ubaci u red prvi se i vadi iz reda). Bududéi da se zasniva
na algoritmu BFS (pretrazivanje u §irinu), pretrazuje vise ¢vorova nego algoritam FD*
ili algoritam A*. Algoritam je osmi§ljen za implementaciju na paralelnom rac¢unalu na
kojemu se svaki ¢vor paralelno obraduje pa je vrijeme pretrazivanja u takvoj implemen-
taciji proporcionalno duljini putanje. Algoritam BFS nalazi optimalnu putanju samo u
grafovima u kojima su sve tezine jednakih vrijednosti [107]. BFS uvijek daje putanju
s najmanjim brojem koraka (bridova) do cilja. U otezanom grafu takva putanja nije
nuzno i najjeftinija. Medutim, moze se provjeriti da BFS daje optimalnu putanju u
grafu stvorenim iz binarne mrezaste karte zauzeca, gdje postoje dvije vrijednosti te-
zina: duljina stranice polja i duljina dijagonale polja. Razli¢ite vrijednosti tezina ne
ruse optimalnost dobivene putanje buduéi da je duljina dijagonale manja od dviju du-
ljina stranice polja. Stoga ¢e nadena putanja algoritmom BFS koja ima najmanji broj
prijelaza usitinu biti i najjeftinija putanja.

Pseudokod Witkowskijeva algoritma dan je algoritmom 2.8. Algoritam pretrazuje
graf u dva prolaza: naprijed i nazad. U prolazu naprijed ¢vorovi se pretrazuju od starta
prema cilju, dok se u prolazu nazad ¢vorovi pretrazuju od cilja prema startu. Oba
su prolaza algoritmi BFS s dodatnim pamcéenjem vrijednosti h(n) i g(n) za svaki ¢vor
(minimalna cijena putanje od starta (cilja) do ¢vora n). Algoritam koristi listu redg
u prolazu naprijed i listu redg u prolazu natrag. S pocetka liste oduzima ¢vor koji
prosiruje, a na kraj liste dodaje ¢vorove koje trenutno razmatra (FIFO red). Algoritam
zavrsava izvodenje kada se u prolazu naprijed progiri ciljni ¢vor, a u prolazu nazad startni
¢vor. Tada cijene putanja g i h za svaki proSireni ¢vor n daju ukupnu cijenu izra¢unatu
kao zbroj, f(n) = h(n) + g(n) (linija 23). Cijena f(n) je cijena putanje od starta do
cilja koja prolazi kroz ¢vor n i koja je sastavljena od dviju optimalnih putanja: od S
do niod n do G, buduéi da po zavrSetku oba prolaza algoritma vrijedi g(n) = ¢g*(n)
i h(n) = h*(n) za svaki progireni ¢vor. Najmanja vrijednost f je u ¢vorovima koji se
nalaze na optimalnoj putanji od starta do cilja i iznosi fii, = f(S) = f(G).

U slu¢aju vise optimalnih putanja od S do G u mrezastoj karti zauzeca, sve se opti-
malne putanje sastoje od n ravnih i m dijagonalnih prijelaza, a varijacije u redoslijedu
ravnih i dijagonalnih prijelaza Cine razli¢ite optimalne putanje. Neka je F skup svih
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Algoritam 2.8: Witkowski(S, G)
Vn e N, h(n) + oo, g(n) + oo, f(n) + oo //Inicijalizacija
redg <— S //Prolaz naprijed
h(S) «+ 0
dok reds # 0 i Jo € reds | h(o) < h(G)
0+ redg[1]
redg < redg \ o
za Vn € N tako da {o,n} € £
ako h(n) > h(o) + wn,o
redg < reds Un
h(n) < h(o) + wyo

[ Y

kraj
kraj
kraj
redg <— G //Prolaz nazad
9(G) <0
dok redg # 0 i o € redg | g(o) < g(S)
17: 0 + redg[1]
18: redg < redg \ o
19: za Vn € N tako da {o,n} € £
20: ako g(n) > g(o) + wn o
21: redg < redg Un
2. g(n) < g(0) + Wy,
23 7(n) « h(n) + ()
24: kraj
25: kraj
26: kraj

¢vorova n za koje vrijedi f(n) = fmin. Da bi se stvorila jedna putanja, zahtijeva se
dodatan prolaz kroz ¢vorove iz skupa F pocevsi od starta sve dok se ne dosegne cilj.
U slucaju u kojem postoji vise od jedne optimalne putanje kroz te ¢vorove, proizvoljno
se odabire jedna od njih, a ostale se napustaju. Primjerice, moze se odabirati uvijek
dijagonalan prijelaz kroz ¢vorove iz skupa F pocevsi od S, a ravni prijelaz odabrati ako
dijagonalan prijelaz nije mogué¢. Primjer mnogobrojnih optimalnih putanja generiranih
Witkowskijevim algoritmom na mrezastoj karti zauzeca prikazan je na slici 2.4.

Witkowskijev algoritam nema sposobnost brzog dinamickog planiranja putanje kao
algoritmi D* i FD*, nego kao i A* mora ponoviti cijelu proceduru iz pocetka. Pseudokod
Witkowskijeva algoritma koji je primjenjiv u dinamickim prostorima mobilnog robota
dan je algoritmom 2.9. Robot senzorom otkriva promjene u prostoru i izgraduje novi
graf Gr. Ponovnim pozivanjem cijelog Witkowskijeva algoritma od trenutnog ¢vora R,
u kojem se robot nalazi u trenutku kada je detektirao odstupanje stvarnog prostora
od karte, izra¢unavaju se nove vrijednosti f. Prema najmanjoj vrijednosti f koja je u
¢vorovima na optimalnoj putanji, fiin = f(R) = f(G), odreduje se skup F. Iz tog se
skupa odabire sljedec¢i ¢vor na optimalnoj putanji (putanjama) do cilja G.

Glavna je prednost Witkowskijeva algoritma Sto nalazi sve optimalne putanje koje
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Slika 2.4. Primjer mnogobrojnih optimalnih putanja v mreZastoj karti zauzeéa generiranih
Witkowskijevim algoritmom. Oznacene su samo tri optimalne putanje medu mnogima.

Algoritam 2.9: gibanje-robota-W (S, G)

FAn| f(n) = f(G)}
R < odaberi-sljedeceg(R, F)
kraj

1: R+ S

2: dok R# G

3: Gr < senzori(R)

4: ako Gr #Gili R= S5
5: G <+ Gr

6: Witkowski(R, G)
T kraj

8:

9:

10:

postoje u grafu. U vecini sluc¢ajeva putanje su jedna do druge, kao na slici 2.4. Jedino u
sluc¢aju simetri¢nih konfiguracija prepreka, putanje mogu biti udaljene jedna od druge,
primjerice putanja s lijeva i s desna oko prepreke koja je smjeStena izmedu starta i
cilja. Ako predstavimo sve ¢vorove iz skupa F kao skupinu polja koja ¢ine geometrij-
sko podrucje koje zovemo podruéjem skupa F, mogudée je sastaviti novu putanju kao
niz tocaka spojenih ravnim segmentima od kojih svaki lezi unutar podrucja skupa F.
Buduc¢i da je putanja koja prolazi samim rubom tog podrucja optimalna za dani graf
sastavljen iz mrezaste karte zauzeca, nova putanja koja prolazi sredinom podrucja kraca
je od optimalne putanje u grafu.

Gennery koristi ovu prednost Wiktowskijevog algoritma [11]. Njegov algoritam ko-
risti mrezastu kartu zauzeca s realnim vrijednostima cijena prijelaza (tezina) zasnovanim
na stereo viziji zemljine plohe. Cijena prelazenja polja sastoji se od kombinacije pre-
valjene udaljenosti i vjerojatnosti da je polje neprohodno (zauzeto). Putanja koju bi
pronaSao Witkowskijev algoritam u takvom grafu ne bi bila optimalna. Gennery je
prosirio Witkowskijev algoritam tako da nalazi optimalne putanje u grafovima s pro-
izvoljnim cijenama prijelaza. U njegovom algoritmu prolazi naprijed i nazad nastavljaju
pretrazivanje ¢vorova i nakon §to su cilj i start pronadeni. Pretrazivanje zavrsava kada
cilj (start) ima najmanju vrijednost g (h) medu svim pretrazenim &vorovima. Ovime
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je znacajno produljeno vrijeme izracuna. Nakon toga Genneryjev algoritam odreduje
putanju sastavljenu od ravnih linijskih segmenata od kojih svaki lezi unutar podrucja
prosirenog skupa JF’ koji ukljucuje sve ¢vorove kojima je cijena f manja ili jednaka nekoj

zadanoj vrijednosti f] ;. > fmin. Putanja je odredena metodom iterativnog uklapanja
krajnjih tocaka linijskih segmenata u to podrucje. Medutim, optimalnost takve putanje

nije zajamcena.

2.3.5 Usporedba algoritma FD* i Witkowskijeva algoritma

Tablica 2.1. Usporedba algoritma FD* i Witkowskijeva algoritma (W) pretraZivanja na trima
razli¢itim kartama prostora.

Algo- karta duljina cijena | broj pret- | najveci broj vrijeme
ritam putanje | putanje razenih | ¢vorova u O pretrazi-
[br. poljal [cm] ¢vorova | (redg, redg) | vanja [ms]

FD* | prazna 519 5740 54760 1322 278
W | prazna 519 5740 119495 327,326 127
FD* | labirint 2246 22770 21259 310 46
W | labirint 2246 22770 70237 44,43 40
FD* zavod 248 2690 7456 206 25
W | zavod 248 2690 47471 197,103 19

U Tablici 2.1 dani su rezultati pretrazivanja algoritma FD* i Witkowskijeva algo-
ritma (W) na trima razli¢itim kartama prostora: karta bez prepreka (prazna), labirint
i karta Zavoda za automatiku i ra¢unalno inzenjerstvo FER-a. Oba algoritma daju
za svaku kartu medusobno jednake duljine i cijene putanja. Cijena optimalne putanje
dobivena algoritmom FD* je vrijednost funkcije f u startnom ¢voru (startni ¢vor je za-
vrni ¢vor pretrazivanja u kojem je vrijednost heuristike 0). Cijena optimalne putanje
dobivena Witkowskijevim algoritmom je vrijednost funkcije f u svim ¢vorovima koji
su na optimalnoj putanji. U sluc¢aju da postoji vise optimalnih putanja, Witkowskijev
algoritam nalazi sve takve putanje. Algoritmi se razlikuju po broju pretrazenih ¢vorova.
Witkowskijev algoritam pretrazuje vise ¢vorova od algoritma FD* budu¢i da pretrazuje
u dva smjera i proSiruje sve ¢vorove, a ne samo najbolje prema nekoj kriterijskoj funk-
ciji. Tako prosiruje vise ¢vorova, vrijeme pretrazivanja je manje. Razlog lezi u tome
Sto kriterij prema kojem FD* odabire redoslijed prosirivanja ¢vorova zahtijeva dodatni
utrosak vremena (sortiranje ili traZenje najboljeg ¢vora) koji ovisi o broju ¢vorova koje
trenutno ima na raspolaganju (u skupu O). Vrijeme pretrazivanja za oba algoritma
manje je u prostorima s viSe prepreka buduéi da se pretrazuju samo slobodna polja
mrezaste karte zauzeca.
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Na slikama 2.5, 2.6 i 2.7 dane su izra¢unate optimalne putanje za svaku kartu pros-
tora i dani su prikazi izracunatih vrijednosti funkcije f za svaki ¢vor u pretrazenom
podrucju. Na slikama su naznaceni startni i ciljni ¢vorovi. Svaka je vrijednost funkcije
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Slika 2.5. Karta bez prepreka: izracunate putanje (a) algoritmom FD* i (b) Witkowskijevim
algoritmom; i izracunate vrijednosti f (c¢) algoritmom FD* i (d) Witkowskijevim algoritmom.
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Slika 2.6. Labirint: izracunate putanje (a) algoritmom FD* i (b) Witkowskijevim algoritmom;
i izracunate vrijednosti f (c) algoritmom FD* i (d) Witkowskijevim algoritmom.
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Slika 2.7. Karta Zavoda: izracunate putange (a) algoritmom FD* i (b) Witkowskijevim algo-
ritmom; i izracunate vrijednosti f (c) algoritmom FD* i (d) Witkowskijevim algoritmom.

f prikazana drugom bojom i prikazana je legenda boja u obliku trake s kontinuiranom
promjenom boje s lijeva na desno - od najmanje do najvece vrijednosti funkcije f. Vri-
jednosti f u Witkowskijevu algoritmu predstavljaju to¢an iznos cijene najkrace putanje
od starta do cilja kroz neki ¢vor. Vrijednosti f u algoritmu FD* su procjena cijene
putanje od starta do cilja kroz neki ¢vor zbog heuristike koja se u proracunu koristi. U
sluc¢aju karte bez prepreka (slika 2.5) vrijednosti funkcije f se poklapaju za oba algo-
ritma za veéi dio prostora. To je dio prostora u kojem postoji vise optimalnih putanja.
Buduéi da se radi o karti bez prepreka, koristena je heuristika (2.18) u algoritmu FD*
to¢no procijenila cijenu preostalog dijela putanje i stoga je vrijednost f to¢na. U sluca-
jevima karata s preprekama vidljivo je kako vrijednost f algoritma FD* raste od ciljnog
¢vora do startnog ¢vora, §to je ostvareno zbog konzistentnosti heuristi¢ne funkcije (lema
2.3). Narocito je vidljiv znatan raspon vrijednosti f u slu¢aju labirinta (slika 2.6¢), gdje
su start i cilj postavljeni blizu po medusobnoj udaljenosti, a zapravo daleko po putanji
u slobodnom prostoru pa heuristika loSe procjenjuje cijenu putanje.

2.4 Dvosmjerni algoritam D* dinamic¢kog planiranja puta-
nje

Algoritmi planiranja putanje zasnovani na mrezastim kartama imaju nedostatak da
je dobivena putanja sastavljena od niza ravnih segmenata kojima su orijentacije vise-
kratnici od 45°. Izravno zadavanje takve krivulje kao referentne trajektorije mobilnom
robotu (tj. geometrijske putanje parametrirane u vremenu), nije zadovoljavajuée zbog
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kinematickih i dinamickih ograni¢enja mobilnoga robota. Naime, pracenje ravnih seg-
menata kojima se smjer naglo mijenja mora rezultirati znatnim usporavanjem gibanja
mobilnoga robota. U literaturi postoje brojne metode koje rjesavaju taj nedostatak.
Primjerice, ekstenzija algoritma D* tzv. algoritam Field D* [31] koristi linearnu inter-
polaciju za izvodenje cijena putanje svih toc¢aka u prostoru, a ne samo onih na sjecistima
mreze. Tako ucinkovito nalazi prirodnije i kra¢e putanje s kontinuiranim vrijednostima
orijentacija odsjecaka putanje. Zanimljivost algoritma Field D* jest da povecanjem raz-
luc¢ivosti mrezaste karte putanja postaje slicna Euklidskoj najkrac¢oj putanji, medutim
optimalnost putanje nije zajamcena. Ovaj algoritam ima otprilike dvaput dulje vri-
jeme izra¢una u odnosu na algoritam D*. Postoje i drugi algoritmi koji interpolacijom
odreduju cijene putanje tocaka izvan diskretnog skupa uzoraka, primjerice dinamicko
programiranje s interpolacijom [69] ili ve¢ spomenuti Genneryjev algoritam [11].

Inspirirani Wiktowskijevim algoritmom, izveli smo algoritam planiranja putanje, na-
zvan dvosmjernim algoritmom D* (DD*), koji koristi dva prolaza algoritma D* kroz graf
pretrazivanja - prvi prolaz od cilja, a drugi od starta. Za razliku od izvornog algoritma
D*, algoritam DD* odreduje prirodnije i jeftinije putanje kroz mrezu s rasponom kon-
tinuiranih orijentacija linijskih segmenata putanje. Proizvedena nova putanja, nazvana
putanjom Py, najkraca je moguca putanja u geometrijskom prostoru kada veli¢ina polja
tezi k nuli.

Ostatak je odlomka organiziran kako slijedi. Odlomak 2.4.1 opisuje postupak odre-
divanja putanje Py, u binarnoj mrezasto] karti zauzeca za koju je pokazano da je takva
putanja najkra¢a moguca kad veli¢ina polja tezi k nuli. Taj je postupak opisan u radu
[116]. Nakon toga, u odlomku 2.4.2 prikazana je osnovna ideja algoritma DD* — odre-
divanje putanje Py u mrezastoj karti zauzeca s proizvoljnim vrijednostima zauzeca,
kakva je mrezasta karta zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena. Odlomak 2.4.3 opisuje
dinamicko planiranje algoritma DD* u sluc¢aju promjene u prostoru. U odlomku 2.4.4
dane su eksperimentalne provjere algoritma DD* u usporedbi s provjerama, algoritma
D* pod istim uvjetima.

2.4.1 Odredivanje najkraé¢e putanje u binarnoj mreZastoj karti za-
uzeca

Pretpostavimo da je Witkowskijevim algoritmom za svaki ¢vor n u grafu G stvorenom iz
mrezaste karte zauzeca izraCunata vrijednost f — cijena putanje od starta do cilja koja
prolazi ¢vorom n. Najmanja je vrijednost f u ¢vorovima koji se nalaze na optimalnoj
putanji od starta do cilja i iznosi fiin = f(S) = f(G). Ti ¢évorovi ¢ine skup F =
{n| f(n) = fmin}. Cvorovi skupa F &ne geometrijsko podrucje koje u nastavku zovemo
podrucjem skupa F. Cilj je napraviti particiju skupa F na manje skupove, oznacenih
Hi, i+ =1,..., H i unutar podrucja svakog skupa H; pronadci linijske segmente putanje
takve da ¢ine najkra¢u mogucu putanju Py u geometrijskom prostoru, kao na slici 2.8.
Svaki podskup H;, ¢ = 1,..., H, sadrzi optimalne putanje u grafu G koje se sastoje od
to¢no dva smjera prijelaza kroz mrezu — jedan ravni smjer i jedan dijagonalni. Svaki
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Slika 2.8. Skupovi cvorova H;, konkavne tocke tipa C i S i linijski segmenti koji ih spajaju
odredeni na binarnoj mrezZastoj karti zauzeca.

podskup H; sadrzi tzv. konkavne tocke koje su uvijek u sredistima polja mrezaste karte
zauzeca. Konkavne tocke pri kojima je podrucje skupa F Siroko jedno polje oznacene
su sa S, a druge su oznacene sa C. Kod C tocaka moguce je podijeliti podskup H; na
konveksne podskupove, oznacene s C'Sy, gdje je k € {1,...,8}, odnosno postoji to¢no
osam tipova konveksih skupova ovisno o optimalnim putanjama koje prolaze kroz te
skupove. Svih osam moguc¢ih konveksnih skupova C'Sj prikazano je na slici 2.9.a, a
podijela skupa H; na konveksne podskupove prikazana je na slici 2.9.b. Svaki konveksni
skup C'Sy definiraju dva optimalna prijelaza kroz mrezu. Linijski segmenti putanje
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Slika 2.9. a) Osam mogucih tipova konveksnih skupova CSy, k =1,...,8; b) Primjer podijele
skupa H; na konveksne skupove CS9, j =1,2,3, s naznacenim konkavnim tockama C 1 S tipa.

Pw spajaju iskljuc¢ivo konkavne tocke i leze unutar podrucja koja pokrivaju polja iz
tih konveksnih podskupova. Procedura odredivanja najkra¢e putanje sastoji se od dva
koraka: (1) odredivanje podskupova ¢vorova H; i konkavnih tocaka tipa C' 1 S i (2)
odredivanje najkrace putanje Py .
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(1) Odredivanje podskupova optimalnih putanja i konkavnih toc¢aka

Postupak stvaranja particije skupa F na skupove H;, ¢ = 1,..., H i odredivanje konkav-
nih tocaka dan je algoritmom 2.10. Koristi se pomoc¢ni skup H koji je pocetno jednak

Algoritam 2.10: odredivanje-podskupova-optimalnih-putanja(start, cilj, F)

H—F
141
H; < start
So < start //Pocetna S tocka
Cyu, < 0 //Skup C tocaka pridruzenih skupu H,;
M H\ start
dok H # 0 ili cilj € H
Oi«{n|neH, meH;i{m,n}el}tign)<gim)}
za Vn € O;
Op{m|meFi{m,n}el}
ako fim € O, tako da |g(n) — g(m)| < wpm
Winag < Max{wp,, | m € Oy}
ako o € F tako da |g(n) — g(0)| < Wnaz
S; < n //Nova S tocka
11+ 1
H;, < n
C?-li 0
inace
Cy, < Cy, Un //Nova C tocka
kraj
inace ako |O,| € {5,6} i Jo ¢ F tako da |0 — n|| = epoije
O, {m | me Fi|m-—o|x = epolje}
ako |O,| < 4
Cy, < Cy, Un //Nova C tocka
kraj
kraj
kraj
kraj

QDN DDNDNDNDNDNDNDNDN =
SORAITEBIN TSRO Ty = @ PRy

skupu F. Iz skupa H se oduzimaju ¢vorovi i iterativno rasporeduju u podskupove H;
redom za i =1,..., H, gdje je H kona¢ni broj dobivenih podskupova skupa F. Pocetni
skup H; sadrzi startni ¢évor i dalje se u njega iterativnho dodaje skup ¢vorova koji su
susjedni ¢vorovima koji su trenutno u skupu H; i ¢ija je cijena g manja ili jednaka
cijenama Cvorova u skupu Hp (linija 8). Ovaj je uvjet padajuce vrijednosti cijene g kroz
skup H; nuzan samo u procesu dinamic¢kog planiranja opisanog u potpoglavlju 2.4.3, u
kojem se startni ¢vor zamijenjuje ¢vorom R i moze nalaziti usred podrucja skupa F.
Popunjavanje skupa H; zavrsava kada se doda ¢vor koji predstavlja konkavnu tocku S
tipa, oznatenu sa S; i tada se zapoc¢inje popunjavati novi skup #H;41 (linije 16-18). Prva
S tocka oznacena s Sy je start, a zadnja S tocka je cilj i bit ¢e oznacena s Sy. Da
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je neki ¢vor n tocka S provjerava se promatranjem njegovih susjednih ¢vorova (linija
12). Kroz toc¢ku S moraju proci sve optimalne putanje pa tako svi susjedni ¢vorovi iz
skupa F imaju vrijednost cijene g koja se razlikuje od g(S) to¢no za tezinu w izmedu
susjednog ¢vora i S tocke. Prema tome, ako ne postoji susjedni ¢vor m takav da vrijedi
lg(n) — g(m)| < wy,, tada je ¢vor n kandidat za S tocku. Dodatno se mora provje-
riti postoji li ¢vor slicne cijene g, ali koji nije susjed kandidatu za S tocku. Takav je
slucaj u simetri¢nim konfiguracijama prepreka u kojima postoje dva ili vise medusobno
udaljenih optimalnih putanja (kao na slici 2.11). Za test slicnosti koristi se najveca
tezina wiq, 1izmedu kandidata za S tocku i njegovog susjednog ¢vora (linija 14). Ako
ne postoji ¢vor o € F za koji vrijedi |g(n) — g(m)| < wmas tada je évor n pohranjen kao
tocka S;, inae je pohranjen kao C' tocka budud¢i da ne prolaze sve optimalne putanje
kroz taj ¢vor. Unutar skupa H; moze postojati jedna ili vise konkavnih tocaka C' tipa.
Da je neki ¢vor n tocka C provjerava se promatranjem okoline najblizeg polja o koje
polje ¢vora n dodiruje stranicom (linija 24). Polje o je zauzeto polje u slu¢aju binarne
mrezaste karte zauzeca, inaCe je to polje kojem je vrijednost zauzeca z(o) > 1. Ako
polje o ima manje ili jednako ¢etiri okolnja ¢vora koja pripadaju skupu F tada se ¢vor n
pamti kao C' tocka. Sve C tocke unutar skupa H; dodaju se u skup konkavnih toc¢aka C
tipa oznacen s Cy, (linija 26). Algoritam zavrsava praznim skupom H. Dodatni uvjet
zaustavljanja kad cilj vise nije u skupu H postavljen je ako se zeli prekinuti stvaranje
skupova ranije, u nekoj drugoj tocki unutar skupa F, kao sto je potrebno u procesu
dinamickog planiranja algoritma DD* opisanog u 2.4.3.

(2) Odredivanje najkrac¢e putanje

Linijski segmenti putanje Py dobivaju se spajanjem susjednih S toc¢aka, odnosno spa-
janjem tocaka S;_11.5;, zai=1,...,H, ako izmedu njih ne postoji niti jedna C' tocka,
odnosno ako je skup H; konveksan. Inace, stvaranje putanje Py ukljucuje C tocke iz
skupa C'yy, tako sto se odreduje najkraca Euklidska putanja od tocke S;_; do S; koja lezi
unutar podrucja koje pokrivaju polja iz skupa H;. U tu se svrhu stvara mali graf pretra-
zivanja za svaki skup H;, ¢ = 1,..., H, oznacen sa Gy, (Ny,, Ex,, Wy, ). Skup ¢vorova
definiran je kao Ny, = {Si_1, Si, Cy, }, odnosno ¢ine ga pocetna i krajnja S tocka skupa
H; 1 C tocke izmedu tih S tocaka koje su prisutne u skupu Cy,. Bridovi su definirani
samo izmedu vidljivih évorova®, &y, = {emn = {m,n} | m,n € Ny, m i n su vidljivi}.
Svakom bridu {m,n} € &y, pridruzena je tezina wy, , := ||m — n||. Trazi se putanja
P; = Pi(Si—1, Si) u grafu Gy, koja ¢e imati najmanju cijenu ¢(P;) medu svim moguéim

*Dva su &vora vidljiva ako duzina koja ih spaja ne sjece niti jednu prepreku. Uvdje se relacija
vidljivosti koristi uz dodatan uvjet da duZina koja ih spaja lezi potpuno unutar podrudja skupa H;, $to
je ekvivalentno prvom uvjetu u slu¢aju binarne mrezaste karte zauzeca.
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putanjama u tom grafu. Pri tom je putanja P; lista za koju vrijedi:

Pil] = Si—1,  Pil|Psl] = S,
’Pz[k‘] E./\/’HZ., kZ:1,...,|Pi|, (2.19)
{'Pi[l],Pi[l—l-l]}Eg'Hi, l=1,...,‘7)i’—1.

Svake dvije susjedne tocke putanje P; predstavljaju linijski segment koji lezi unutar
podrucja skupa F. Cijena putanje P; definirana je kao zbroj tezina bridova na putanji,

odnosno
|Pi|—1

o(Pi) == Z WP, (k] P, k-+1]- (2.20)
k=1

U vecini slucajeva graf Gy, (N, En,, Wa, ) koji je potrebno pretraziti od S;—1 do S;
ima mali broj ¢vorova i moZe se koristiti primjerice algoritam A* pretrazivanja grafa.
Mozemo kreirati najgori slu¢aj u kojem postoji samo jedan skup H; = F, a jedine dvije
S tocke, Sy i S1, su start i cilj. Tada bi za odredivanje putanje Py trebalo pretraziti
samo graf Gy, , a njegova veli¢ina ovisila bi o broju C tocaka. Medutim, broj ¢vorova u
tome grafu jo3 je uvijek znatno manji od broja ¢vorova u grafu stvorenom iz mrezaste
karte zauzeca.

Primjer odredivanja putanje P; u grafu Gy, (N, , Ex,, Wy, ) prikazan je na slici 2.10.
Crtkanom linijom oznaceni su svi bridovi iz skupa &, koji nisu na najkracoj putanji,

Slika 2.10. Odredivanje putanje P; u grafu Gi, (N3, E4,, Way,) unutar skupa H;.

a punom linijom oni koji su na najkrac¢oj putanji. U prikazanom primjeru u skupu H;
postoje tri konkavne tocke C tipa oznacene redom Cj 1, C;2 i C; 3.

Sljedec¢i primjer na slici 2.11 prikazuje odredivanje putanje P; u simetri¢noj kon-
figuraciji prepreka u kojoj su optimalne putanje odvojene i okruzuju prepreku s obje
strane. Drugim rije¢ima, podrucje skupa H; sadrzi rupe. Opcenito, skup H; moze sa-
drzavati mnogo rupa, a najkra¢a putanja se rac¢una istom procedurom kao u slucaju
podrucja bez rupa. U prikazanom primjeru postoji 10 konkavnih toc¢aka C tipa oznace-
nih kvadratima. Skup &y, sadrzi 29 vidljivih bridova (niti jedan ne prolazi kroz rupu)
oznalenih crtkanom linijom. Najkra¢a putanja (oznafena punom linijom) odredena je
pretrazivanjem grafa Gy, (N, Ex;, W, )-

Ukupna putanja od starta do cilja odredena je unijom svih putanja dobivenih unutar
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Slika 2.11. Odredivanje putanje P; u grafu Gi, (N3, , E3,, Whay,) unutar skupa H;.

skupova H; zai=1,... . H
Pw =P1U---UPq. (2.21)

TEOREM 2.5. Putanja Pw odredena w binarnoj mreZastoj karti zauzeéa je najkraca
putanja u geometrijskom prostoru uz uvjet da su lomne tocke putanje u sredistima polja
mrezaste karte zauzeca. Dodatno, putanja Py konvergira najkracoj Fuklidskoj putanjs,
ako velicina polja tezi k nuli.

Dokaz. Prema opisanom postupku putanja Py lezi unutar podrucja skupa F, a kojoj
su lomne tocke u konkavnim tockama, gdje su sve konkavne tocke S'i C' tipa u sredigtima
polja. Takva je putanja kraca od putanje odredene algoritmom D* budu¢i da linijski
segmenti prolaze kroz sredinu podrudja skupa F, a putanja odredena algoritmom D*
prolazi rubom tog podrucja. Ocito je da je putanja Py najkra¢a medu svim moguéim
putanjama koje prolaze iskljucivo podrucjem skupa F, uz uvjet da se lomne tocke nalaze
u sredi§tima polja. Medutim, nije ocito da ne postoji kraca putanja, oznacena s Py, uz
uvjet da su lomne tocke u sredistima polja, ¢iji bi (a) ¢vorovi bili izvan podrudja skupa
F ili (b) linijski segmenti prolazili izvan podrudja skupa F.

Razmotrimo prvo slucaj (a) prikazan na slici 2.12. Neka postoji samo jedan skup
Hi = F izmedu startnog i ciljnog ¢vora. Pretpostavimo da postoji kraca putanja Py,
Cija se tocka y nalazi izvan skupa H;. Tocka y se mora nalaziti s konkavne strane
podrucja i blizu vrha prepreke da bi putanja Py, bila kraca od putanje Py . Tocka x je
konkavna tocka skupa #; i nalazi se na putanji Pyy. Tada vrijedi f(y) > f(z), buduéi
da je y izvan skupa H;. Nadalje, f(z) = h(x) + g(x), gdje je g cijena putanje od cilja
do ¢vora x, a h cijena putanje od starta do ¢vora x u grafu G stvorenom iz mrezaste
karte zauzeca. Cijena putanje u grafu G sastoji se od linearne kombinacije ravnih
i dijagonalnih prijelaza. Na slici 2.12 naznacena su dva smjera prijelaza optimalnih
putanja u grafu G od kojih se sastoji skup H1, jedan ravni (ep;c) i jedan dijagonalni
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Slika 2.12. Provjera moZze li ¢vor na najkracoj putangi biti izvan podrucja skupa F.

(dpotje) prijelaz. Neka je optimalna putanja od starta do ¢vora x sastavljena od ng
ravnih i mg dijagonalnih prijelaza i neka je optimalna putanja od cilja do ¢vora x
sastavljena od ng ravnih i mqg dijagonalnih prijelaza. Tada je

flz) = h(z) +9(x)

= NS - €polje +mg - dpolje +ng - €polje +mg - dpoljea

ng,ms,ng, mg € N. Neka je y smjesten p polja desno od z i ¢ polja iznad z. Tada se
f(y) ra¢una kao:

fly) = hy)+9y)
= (nS +q +p) * €polje T (mS - Q) ) dpolje
+(nG —q— p) * €polje T (mG’ + Q) : dpolje7 (2'22)

p,q € N. Sada je jasno da je f(y) = f(z), §to je u kontradikciji s pretpostavkom da je
y izvan skupa Hq. Ovime je pokazano da su konkavne tocke podrudja skupa F uvijek
kod prepreka i udaljene od prepreka za pola stranice polja. Stoga, u slu¢aju (b), ako bi
linijski segmenti putanje Py;, prolazili izvan tog podrucja morali bi prolaziti s konveksne
strane podrucja jer bi inace prolazili kroz prepreku. Medutim, prolazak putanje Py, s
konveksne strane podrucja daje dulju putanju nego prolaskom kroz samo podrucje sto je
u kontradikciji s pretpostavkom da je putanja Py, kraca od Py,. Bududi da je pokazano
da najkrac¢a putanja mora prolaziti kroz konkavne tocke, primjer na slici 2.12 moze se
poopditi na proizvoljan polozaj starta i cilja i broj podskupova H;, a start i cilj tada
predstavljaju konkavne tocke S tipa. Prema tome, putanja Py, je najkraca putanja
medu svim moguéim putanjama kojima su lomne tocke u sredistima polja mrezaste
karte zauzeca.

Povec¢anjem razluc¢ivosti mreze, odnosno smanjenjem veli¢ine polja, podrucje skupa
F nece znatno promijeniti svoj oblik buduéi da graf stvoren iz mrezaste karte zauzeca i
dalje sadrzi optimalne putanje sastavljene od ravnih i dijagonalnih prijelaza. Medutim,
ve¢om razlucivoséu prepreke ¢e biti vjernije opisane i podrucje skupa F priblizit ¢e se
stvarnim preprekama, a konkavne tocke priblizit ¢e se rubovima prepreka. Kao rezultat
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i s obzirom na ve¢ pokazano da je putanja Py najkrac¢a putanja uz uvjet da su lomne
tocke u sredistima polja mrezaste karte zauzeca, povec¢anjem razlucivosti mreze putanja
Pw bit ¢e nalik najkrac¢oj Euklidskoj putanji. O

2.4.2 Algoritam DD* za izradunavanje najkraée putanje u grafovima
s proizvoljnim teZinama

Prethodno opisana putanja Py ima dva nedostatka: (a) najkrac¢a putanja Py prolazi
blizu samih vrhova prepreka $to je nepozeljno u planiranju gibanja robota, a koristenje
sigurnosne maske cijena nije moguce buduc¢i da Witkowskijev algoritam nije primijenjiv
u grafovima s proizvoljnim tezinama; (b) izra¢un koraka (1) i (2) za cijelu putanju
od starta do cilja je memorijski i vremenski vrlo zahtjevan, pogotovo u dinamickim
prostorima u ¢ijem se slu¢aju ovi koraci moraju ponovno izvrsiti pri svakoj promjeni u
prostoru mobilnog robota.

Ova dva nedostatka rijeSena su modifikacijom Witkowskijeva algoritma tako Sto se
umjesto dva prolaza algoritma BFS koriste dva prolaza algoritma D*, jedan izvrsen
od cilja do starta, standardni algoritam D*, a drugi izvrSen od starta do cilja, tzv.
reverzni algoritam D* (RD*). Algoritam D* koristi skup O u koji dodaje one &vorove
koje trenutno razmatra. Svakom proSirenom ¢voru n odreduje vrijednosti g(n), k(n)
za kasnije procese dinamickog planiranja i pokazivace b(n) za rekonstrukciju optimalne
putanje do cilja. Algoritam RD* koristi skup O u koji dodaje one ¢vorove koje trenutno
razmatra. Svakom proSirenom ¢voru n odreduje vrijednosti h(n), kr(n) za kasnije
procese dinamickog planiranja i pokazivace br(n) za rekonstrukciju optimalne putanje
do starta. Algoritam RD* dan je istim algoritmom 2.5, osim §to umjesto vrijednosti
g, k, biskupa O pamti h, kg, br i skup Og respektivno. Adekvatno je izmijenjen i
algoritam 2.4 koji dodaje ¢vor u skup O i njega nazivamo dodaj-RD*(n, hpin)-
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Slika 2.13. Skupovi ¢vorova H;, konkavne tocke tipa C i S i linijski segmenti koji ih spajaju
odredeni na mreZastoj karti zauzeéa sa sigurnosnom maskom cijena.
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U inicijalnom izvodenju algoritma DD*, izvrSava se iscrpno pretrazivanje oba algo-
ritma D* i RD*. Time su odredene cijene g(n) i h(n) za svaki ¢vor n u grafu G. Ukupna
cijena putanje f(n) = g(n) + h(n) je cijena optimalne putanje od starta do cilja koja
prolazi kroz ¢vor n i jednaka je onoj dobivenoj Witkowskijevim algoritmom. Stoga se
moze odrediti i skup F, a putanja Py odreduje se prema prethodno opisanim koracima
(1) i (2) od starta do cilja i za nju vrijedi da je najkraca putanja u geometrijskom
prostoru s tako prosSirenim preprekama uz uvjet da su lomne tocke u srediStima polja
(teorem 2.5). Primjer podrudja skupa F podijeljenoga na podskupove #; i konkavne
tocke odredene na mrezastoj karti zauzec¢a sa sigurnosnom maskom cijena prikazani su
na slici 2.13.

2.4.3 Dinamicko planiranje algoritmom DD*

Promjena u prostoru pokrecée proces dinamickog planiranja. Prvo se dinamicki planira
algoritmom D*, a nakon toga algoritmom RD*. Ovaj je slijed nuzan buduéi da je
uvjet zaustavljanja algoritma RD* odreden tek nakon zavrSetka procesa dinamickog
planiranja algoritmom D*.

Dinamic¢ko planiranje algoritmom D* i odredivanje S toc¢ke

Cvorovi se redom pretrazuju od novo promijenjenih ¢vorova dokle god postoji ¢vor u
skupu O kojem je cijena k manja nego cijena g ¢vora R koji oznacava trenutnu poziciju
robota. Ovaj uvjet zovemo uvjet zaustavljanja algoritma D* u procesu dinamickog
planiranja. Trenutni ¢vor R odreduje granicu cijene do koje se pretrazuju évorovi.
Tada je slijedenjem pokazivaca iz svakog ¢vora na putanji pocevsi od ¢vora R odredena
nova optimalna putanja Pp~. Duz nove putanje Pp+«, trazi se robotu najbliza konkavna
tocka S tipa, oznacena sa Sg, koja lezi takoder i na staroj putanji Pp« prije promjene u
prostoru. Tocka Sk odredit ¢e uvjet zaustavljanja algoritma RD*. To¢ka Sk u algoritmu
RD* ima ulogu trenutnog ¢vora kao §to je ¢vor R u algoritmu D* i odreduje granicu
cijene do koje se pretrazuju ¢vorovi. Tocka Sg se odabire zato da se smanji izra¢un nove
putanje Py. Umjesto da se uzima ciljni ¢vor G kao trenutni ¢vor za algoritamm RD* i
ra¢una nova putanja Py skroz do cilja G, pronalazenjem S tocke na novoj izra¢unato]
putanji Pp+ koja je ujedno na staroj putanji Py potrebno je izrac¢unati samo dio nove
putanje Py izmedu ¢vora R i ¢vora Sg. Dio putanje Py (R, Sg) i ostatak stare putanje
Pw (Sr, G) zajedno ¢ine putanju Py (R, G) kakvu bi odredio inicijalni izra¢un algoritma
DD* od ¢vora R do G. To osigurava svojstvo S tocke kroz koju mora pro¢i samo jedna
optimalna putanja pa tako i putanja Pyy. Odredivanje S tocke na putanji Pp« prije nego
je izvrsen algoritam RD* i odreden skup F je trikovit dio ovog algoritma. Odredivanje
S tocke na putanji Pp+ opisat éemo najprije za binarnu mrezastu kartu zauzeca, a
nakon toga, uz malu izmjenu odredenih uvjeta, postupak ¢e vrijediti i za mrezastu
kartu zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena.

Pogledajmo pozicije konkavnih toc¢aka S tipa na primjeru prikazanom na slici 2.14,
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gdje su iscrtane putanje Py i Pp+ i podrudje skupa F. S tocCke se nalaze izmedu
dvaju slijednih skupova H; i H;, ¢« < j < H, koji sadrZe viSe od dva ¢vora. Neka je
H; sastavljen od konveksnih skupova tipa C'Si, a H; od konveksnih skupova tipa C'9j,
gdje su k,l € {1,...,8}. Postoje dva slucaja lokacije S tocke: (1) izmedu medusobno
razli¢itih tipova konveksnih skupova C'Sy i C'Sj, [ # k i (2) izmedu konveksnih skupova
CSi i CS;istog tipa, k = [, ako se prepreke nalaze s obje strane putanje izmedu skupova
H; 1 H;. Bududi da se putanja Pp+ takoder nalazi unutar skupa F, moguce je odrediti
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Slika 2.14. Pozicije konkavnih tocaka S tipa s obzirom na konveksne skupove CSy u skupu F.

analiziranjem prijelaza na putanji kojem tipu konveksnog skupa C'Si, k € {1,...,8},
pripada odredeni dio putanje. Takoder je moguce odrediti promatranjem okoline svakog
polja na putanji Pp+ koja se polja putanje nalaze blizu rubova prepreka. Prema tome,
moguce je samo iz putanje Pp~ i pozicija prepreka u karti odrediti poziciju S tocaka.
U nastavku je opisan postupak odredivanja pozicije S toc¢ke s obzirom na spomenute
slu¢ajeve (1)1 (2).

Niz uzastopnih istovrsnih prijelaza na putanji nazivamo linijskim segmentom pu-
tanje. Tip konveksnog skupa CSk, k € {1,...,8}, kojemu pripada dio putanje Pp«
otkriven je promatranjem orijentacija dvaju uzastopnih linijskih segmenata putanje.
Orijentacija trec¢eg linijskog segmenta putanje u odnosu na prva dva segmenta odreduje
nalazi li se treéi segment i dalje u konveksnom skupu istog tipa C'Sg. Ako se orijentacija
treceg linijskog segmenta putanje ne podudara s orijentacijom prvog segmenta tada se
treéi segment nalazi u drugom konveksnom skupu CSj, [ # k, i tada postoji konkavna
tocka S tipa u prethodnom (drugom) linijskom segmentu putanje (slucaj (1)).

Postupak odredivanja S tocke na putanji Pp+ za slucaj (1) prikazan je na slici 2.15.
Kada se otkrije polje putanje u kojem pocinje drugi linijski segment putanje (promjena
smjera putanje Pp-), odreduje se susjedno polje oznaceno sa x s konveksne strane kuta
kojeg formiraju prvi i drugi linijski segment putanje u tom polju. Treéi linijski segment
ima razli¢itu orijentaciju od prvog linijskog segmenta i odgovarajuée susjedno polje
oznaleno sa x (lijevi susjed svakom polju na putanji) mora se ispitati od svakog polja
na prethodnom (drugom) linijskom segmentu putanje. Prvo polje putanje na drugom
linijskom segmentu ¢iji je provjeravani susjed zauzeto polje jest S tocka. Primjer sluc¢aja
(1) moze se vidjeti na slici 2.14: tocka S detektirana je izmedu konveksnih skupova
tipa C'Sg i CSy.
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Slika 2.15. Odredivanje tocke S na putangi Pp«: slucaj (1).

Postupak odredivanja S tocke na putanji Pp« za slucaj (2) odreduje se uzastopnom
provjerom postoji li duz jednog linijskog segmenta prepreka s obje strane putanje. Tocka
S je prva tocka blizu ruba prepreke na tom linijskom segmentu. Ovaj slucaj se moze
vidjeti na slici 2.14: tocka .S,, detektirana je izmedu dvaju CSs konveksnih skupova.

Odredivanje tocke S na putanji Pp« odredenoj u grafu stvorenom iz mrezaste karte
zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena je slicno opisanom postupku uz malu izmjenu
uvjeta koji se provjerava. Moze se primijetiti da podruéje skupa F proracunato na
ovakvom grafu prolazi kroz slobodna polja izvan sigurnosne maske (ako je moguce) kao
§to je prikazano u primjeru na slici 2.13. Konkavne tocke C' tipa blizu su prosirenih
prepreka za sigurnosnu masku cijene. Podrucje skupa F §irine je jednog polja (S tocke)
ako su susjedna polja unutar sigurnosne maske, dakle vrijednost zauzeca tih polja je
veca od jedan, sto je slucaj u uskim prolazima. Uvjet da je tocka S blizu zauzetog polja
(kao na slici 2.15), ovdje je transformiran u uvjet da je toc¢ka S blizu sigurnosne maske,
odnosno blizu polja kojem je vrijednost zauzeé¢a veca od jedan.

Odredivanje to¢ke Sk u algoritmu DD* opisano je primjerima prikazanim na slikama
2.16 koja prikazuje inicijalno pretrazivanje i 2.17 koja prikazuje dinamicko planiranje
algoritmom D* i detekciju tocke Sir. Radi jasnoce, prikazan je samo dio prostora u
okolici startne pozicije mobilnog robota.
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Slika 2.16. Inicijalno pretraZivanje: pokazivaci algoritma D*, putanja Pp-, podrucje skupa F
algoritma DD* i putanja Py .

U inicijalnom pretrazivanju odredeno je podrudje skupa F i putanja Pyy. Naznaceni
su pokazivaci algoritma D* koji odreduju optimalne putanje iz svakog ¢vora do cilja i
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Slika 2.17. Dinamicko planiranje algoritmom D*: pokazivaci algoritma D*, o — svi pretraZeni

¢vorovi, nova putanja Pp~, odredena tocka Sg.

optimalna putanja Pp- algoritma D*. Robot prati inicijalnu putanju Py (oznacenu
s Poaw na slici 2.17) i kada stigne u poziciju oznacenu s R otkrije novu prepreku
prikazanu skupinom crnih polja. Nova je prepreka proSirena uzimajucéi u obzir dimenzije
robota i sigurnosnu masku cijena izra¢unatu oko nje. Algoritmom D* pretrazeni su
¢vorovi oznaceni kvadratima. Broj pretrazenih ¢vorova odreduje ¢vor R svojom cijenom
(pretrazuju se svi ¢vorovi kojima je cijena k manja od cijene g(R)). Tim su ¢vorovima
odredene nove optimalne putanje do cilja i cijene g. Nova putanja Pp~ dobivena je
prac¢enjem pokazivaca iz ¢vora R do cilja. Tocka Sg trazena je na novoj putanji Pp= od
tocke od koje se nova i stara putanja Pp~ preklapaju (stara putanja Pp- je oznalena
s Poap+, a pocetna tocka preklapanja je oznafena s A na slici 2.17). Orijentacije
linijskih segmenata putanje razmatraju se od to¢ke A i oznaceni su redom s a1, as i ag.
Orijentacija treceg linijskog segmenta nije jednaka orijentaciji prvog segmenta (slucaj
(1)) te se S toc¢ka mora nalaziti negdje na drugom linijskom segmentu. Susjedno polje
s konveksne strane kuta kojeg formiraju prvi i drugi linijski segment provjerava se na
svakom polju u drugom linijskom segmentu putanje (desni susjed svakom polju drugog
segmenta putanje). Tocka Sg je prvi ¢vor ¢iji provjeravani susjed ima vrijednost zauzeca
vec¢u od jedan.

Dinamicko planiranje algoritmom RD*

Odredena toc¢ka Sg postavljena je kao trenutni ¢vor za algoritam RD*. Cvorovi se
pretrazuju od novo promijenjenih ¢vorova prema trenutnom ¢voru, Spg, sve dok nije
cijena h trenutnog ¢vora manja od cijene kr najboljeg ¢vora u skupu Op. Tada se
ratunanjem f(n) odreduje novo podrucje skupa F od ¢vora R do tocke Sg, a zatim se
odreduje putanja Py (R, Sg) izmedu tih dviju tocaka prema prethodno opisanoj metodi
odredivanja putanje Py,. Skupovi H;, i = 1,..., H odreduju se prema algoritmu 2.10,
od ¢vora R do ¢vora Sg.

Ovaj korak procesa dinamickog planiranja prikazan je na slici 2.18, a nastavlja se
na primjer prikazan slikama 2.16 i 2.17.  Algoritmom RD* pretrazeni su ¢vorovi oz-
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Slika 2.18. Dinamicko planiranje algoritmom RD*: pokazivaci algoritma RD¥*, o — svi pretra-
Zeni cvorovi, podrucje skupa Hi algoritma DD* i nova putanja Pw (R, Sg).
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Slika 2.19. Dinamicko planiranje: trenutna pozicija robota je izvan podrucja skupa F.

naceni kvadratima. Broj pretrazenih ¢vorova odreduje ¢vor Sg tako Sto su pretrazeni
svi ¢vorovi kojima je cijena kr manja od cijene h(Sg). Tim su &vorovima odredene
nove optimalne putanje do starta i cijene h. Prikazani su pokazivadi algoritma RD* koji
odreduju optimalnu putanju iz svakog ¢vora do starta. Po zavrSetku algoritma RD*
formirano je podrucje skupa F prikazano ispunjenim kvadratima. Skup H; formiran je
od ¢évora R prema algoritmu 2.10. Novi skup H; prikazan je svjetlijom sivom (naran-
¢astom) bojom ispunjenim kvadratima. Nova putanja Py (R, Sr) odredena je od ¢vora
R do tocke Sr. Ukupna putanja od pozicije robota do cilja odredena je spajanjem
nove putanje Py (R, Sg) od ¢vora R do tocke Sg, i stare putanje Py (Sg, G) od tocke
Sk do cilja. Ova ukupna putanja ekvivalentna je putanji Py (R, G) izracunatoj kao u
inicijalnom koraku iz ¢vora R do cilja 3to je osigurano pronalaskom S tocke na putanji
Pp-.

Prethodni primjer prikazuje specijalan sluc¢aj u kojem je évor R i prije i poslije pro-
mjene u prostoru usred podrucja skupa F. Medutim, trenutna pozicija robota moze biti
u nekom ¢voru R, koji je prije promjene u prostoru u podrucju skupa F, ali promjena
u prostoru moze biti takva da nakon procesa dinamickog planiranja algoritmima D* i
RD* ¢vor R vige nije u podrucju novog skupa F. Razlog tomu je §to je vrijednost f
optimalna s obzirom na start i cilj, a ne trenutnu poziciju robota i cilj. Opceniti slucaj
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dinamickog planiranja prikazan je na slici 2.19, a nastavlja se na inicijalni izra¢un pri-
kazan na slici 2.16. Robot prati inicijalnu putanju Py, (oznacenu s Pygqw ) 1 kad stigne
u poziciju oznaenu s R otkrije novu prepreku. Dinamicko planiranje algoritmom D*
je prema ¢voru R, a dinamicko planiranje algoritmom RD* je prema toc¢ki Sgr. Nazna-
¢eni su pokazivadi algoritma D* i nova optimalna putanja Pp- dobivenom pracenjem
pokazivaca iz ¢vora R. Cvor R nalazi se izvan podrucja skupa F koje je prikazano
ispunjenim kvadratima. Ako se dinamicko planiranje algoritmom D* prosiri skroz do
starta, a dinamicko planiranje algoritmom RD* skroz do cilja, podrudje skupa F pro-
tezat ¢e se od starta do cilja, ali ¢vor R i dalje nece biti unutar podrucja. Potrebno je
povezati ¢vor R s podru¢jem skupa F bez gubitka optimalnosti. Buduéi da je algoritam
D* odredio novu optimalnu putanju Pp« iz ¢vora R, ovaj se problem rjeSava nalaze-
njem najblizeg ¢vora na putanji Pp- oznacenim s ny koji je u skupu F. Cvor ny je

Algoritam 2.11: gibanje-robota-DD*(start, cilj)

1: Vn € N, k(n) < 00, g(n) < oo, b(n) < n

kr(n) < oo, h(n) < o0, br(n) < n

2 R+ start, O + 0, Og « 0 //Inicijalizacija algoritama D* i RD*

3 Pw < 0 //Inicijalizacija nagkrace putanje

4: dodaj-D*(cilj,0)
5: dodaj-RD*(start,0)
6.
7
8

dok R # cilj
IR <promijenjeni-¢vorovi(R)
ako R = start ili Zr \ O # 0 //Inicijalno ili dinamicko planiranje

9: D*(Zp, R)

10: i<+ 1, Pp<li] < R

11: dok Pp-+[i] # cilj

12: 14— 1+4+1

13: ,PD* [Z] — b(PD* [Z — 1])

14: kraj

15: Sk «+odredi-S-to¢ku(Pw, Pp-) //vraca cilj ako je Py =0
16: RD*(Zx, Sr)

17 F e {n| g(n) + hn) = g(Sk) + h(Sk)}
18: 141

19: dok Pp-«[i] ¢ F

20: 14+—1+1

21: kraj

22: nw < Pp+[i]

23: odredivanje-podskupova-optimalnih-putanja(ny, Sg, F)
24: zaVH;, i=1,....H

25: P; +najkraca-putanja(S;_1,S;, H;)
26: kraj

27 Py <~ P1U---UPy

28: Pw <—’PD*(R,7”L1/V) UP{,VUPM/'(SR,G)
29: kraj

30: R «+prati-putanju-W(Py)

31: kraj




2.4. Dwosmgjerni algoritam D* dinamickog planiranja putange 45

pocetni ¢vor za odredivanje nove putanje Pys. Skupovi H;, ¢ = 1,..., H, formiraju se
od ¢vora ny do Sg. Ukupna putanja od pozicije robota do cilja odredena je spajanjem
putanje Pp«(R,ny ) od trenutne pozicije robota (¢vora R) do ¢vora nyy, nove putanje
Pw (nw, Sg) od ¢vora ny do totke Sg, i stare putanje Py (Sgr, G) od tocke Sg do cilja.

Pseudokod algoritma koji tijekom gibanja robota od starta do cilja poziva algoritam
DD* dan je algoritmom 2.11. Algoritam DD* izvr8ava se inicijalno, ako je R = start,
te u slu¢aju promjena u prostoru koje je robot otkrio senzorom. Funkcija promijenjeni-
¢vorovi(R) u liniji 7 vraca sve ¢vorove kojima se promijenila vrijednost zauzeca i njih
dalje obraduju algoritmi D* i RD*. Po zavrSetku algoritma D* nova optimalna putanja
Pp+ odreduje se pomocu pokazivaca u linijama 10-14. Na novoj putanji Pp~ odreduje
se tocka Sk funkcijom odredi-S-toc¢ku ¢iji su detalji prethodno opisani. Dalje se
algoritmom RD* odreduju potrebne cijene h da bi se odredio skup F. Tocka ny iz
koje se racunaju skupovi H; odreduje se u linijama 18-22. Odredeni skupovi H;, i =
1,...,H i konkavne tocke S i C tipa tretiraju se kao skrivene varijable, a koriste u
stvaranju najkracih putanja P; unutar svakog skupa H; (linije 24-27). Ukupna putanja
Pw odredena je kao unija pojedinacnih putanja odredenih prethodno. Tu putanju robot
slijedi do cilja, a ponovno se proracunava u slu¢aju promjene u prostoru.

2.4.4 Eksperimentalni rezultati

Rezultati dvaju eksperimenata na robotu Pioneer 3DX opremljenim laserskim senzorom
udaljenosti prikazani su radi validacije algoritma DD*. Prvi eksperiment prikazuje
sluc¢aj navigacije robota u potpuno poznatom prostoru, a drugi eksperiment prikazuje
sluc¢aj navigacije robota u istom prostoru, ali s postavljenim nepoznatim preprekama.
Koristen je CAD model prostora mobilnog robota sastavljen od mnostva linija koje
predstavljaju prepreke. Iz takvog modela izgraduje se mrezasta karta zauzec¢a tako Sto
se prostor mrezasto podijeli na konacan broj polja, a linije se pretvaraju u diskretni niz
tocaka. Svakoj tocki linije odreduje se polje kojem tocka pripada kako slijedi. Tocka Cije
su koordinate (z,y) € R? pretvara se u cjelobrojne koordinate mrezaste karte zauzeca
(in, jn) € N? prema sljedecem izrazu:

(insdn) = ([=—1, [£=2Y), (2.23)
Epolje Epolje

gdje je epoije duljina stranice polja, a g i yo najmanje koordinate prostora (ishodiste
je lijevi donji ugao karte prostora). Prema tome, polje n € K koje ima cjelobrojne
koordinate centra u (i,j,) € N? postaje zauzeto. Nepoznate prepreke upisuju se u
mrezastu kartu zauzeca kada ih robot otkrije svojim laserskim senzorom udaljenosti.
Laserski senzor udaljenosti daje niz tocaka u prostoru u kojima je zraka lasera udarila u
prepreku. Za svaku tocku odreduje se prema (2.23) u koje polje upada i to polje postaje
zauzeto. Okolnja polja azuriraju vrijednost zauzeca da bi prepreke bile progirene za
dimenzije robota. Dodatno se oko zauzetih polja unutar sigurnosne maske cijena racu-
naju vrijednosti zauzec¢a prema izrazu (2.1). Dinamicke promjene u prostoru otkrivaju
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se laserskim senzorom tako §to se u fiksnim vremenskim intervalima (svakih 100 ms)
snima stanje prostora laserom i azurira mrezasta karta zauzeca. Robot je lokaliziran
AMCL lokalizacijom (engl. adaptive Monte Carlo localization), koja koristi opisanu
kartu i laserska ocitanja. Veli¢ina prostora koristena u eksperimentima je 539 x 164
polja, gdje je velicina polja ey = 0.1 m.

Razvijeni algoritam DD* usporeden je sa standardnim algoritmom D* s obzirom
na brzinu slijedenja putanje i vrijeme izvodenja. Trajektorije robota i profili brzina
dobiveni objedinjenjem algoritma DD* s algoritmom dinamickog prozora usporedeni
su istima dobivenim objedinjenjem algoritma D* s algoritmom dinamickog prozora’
Obje putanje Py i Pp+ odredene su na grafu stvorenom iz mrezaste karte zauzeca sa
sigurnosnom maskom cijena.

Prvi eksperiment

trajektorija D*
trajektorija DD*
— — —putanja Pp-
— — — putanja Py

y [m]

Slika 2.20. Trajektorija robota prateéi putanju Pp- i trajektorija robota prateci putanju Py,
obje izracunate na mrezastoj karti zauzeéa sa sigurnosnom maskom cijena.

Tablica 2.2. Rezultati prvog eksperimenta.

Algoritam H Duljina putanje [m] ‘ Duljina trajektorije [m] ‘ vrijeme gibanja [s] ‘
D* 17.14 16.37 52.4
DD* 16.48 16.18 45.2

Slika 2.20 prikazuje trajektorije, a slika 2.21 profile brzina dobivene u prvom ekspe-
rimentu pratec¢i putanju Pp+ i Py, respektivno. Kao $to se vidi iz tablice 2.2 i slike

*Objedinjavanje algoritama planiranja putanje s algoritmom dinamitkog prozora opisano je u po-
glavlju 5.
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Slika 2.21. Profili brzina prvog eksperimenta.

2.21, algoritam DD* proizvodi krac¢u putanju i trajektoriju robota nego algoritam D* i
robot dostiZe cilj 13.7% brze.

Drugi eksperiment

U drugom eksperimentu koristili smo isti prostor, ali smo postavili osam prepreka (O1-
Og) radi testiranja sposobnosti predlozenog algoritma u zaobilazenju prepreka. Slika
2.22 prikazuje trajektorije, a slika 2.23 profile brzina dobivene u ovom eksperimentu
pratec¢i putanju Pp+ i Py, respektivno. Kao $to se vidi u tablici 2.3, algoritam DD*
proizvodi kra¢u putanju i dulju trajektoriju nego algoritam D*, a robot dostize cilj
13.2% brze.

Tablica 2.3. Rezultati drugog eksperimenta.

Algoritam H Duljina putanje [m] ‘ Duljina trajektorije [m] ‘ Vrijeme gibanja [s] ‘
D* 29.40 27.06 151.7
DD* 29.09 27.26 131.7

Tablica 2.4 prikazuje vrijeme inicijalnog planiranja kao i vremena dinamickog plani-
ranja (oznacena kao t,) i broj pretrazenih ¢vorova (oznacenih kao E) pri detekciji svih
osam prepreka, $to jasno indicira da je algoritam DD* racunski zahtjevniji nego algo-
ritam D*. Ti su rezultati o¢ekivani budué¢i da dinamicko planiranje algoritmom DD*



48 Poglavlje 2. Planiranje putanje u poznatim dinamickim prostorima

w«g‘
Il
i
i
F
é
§

y [m]
5]
i

trajektorija D*
trajektorija DD*
T

il

-3 7T

Slika 2.22. Trajektorija robota prateéi putanju Pp- i trajektorija robota prateéi putanju Py,
obje izracunate na mrezastoj karti zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena.
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Slika 2.23. Profili brzina u drugom eksperimentu.

ukljucuje dinamicko planiranje algoritma D* prac¢eno algoritmom RD* i racunanjem
najkrace putanje Py kroz podrucje skupa F. Scenarij najgoreg sluc¢aja pojavljuje se u
zaobilazenju prepreke Oy zbog njenog polozaja kod vrata pa ju robot ne moze jednos-
tavno zaobi¢i. Umjesto toga robot mora i¢i putanjom kroz druga vrata sobe. Pretrazeni
¢vorovi prikazani su na slici 2.24. Veliki broj pretrazenih ¢vorova i s tim u skladu dugi
izracun algoritma RD* uzrokovani su pozicijom toc¢ke Sg, koja je daleko od prepreke
02, tj. skoro kod cilja.
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Tablica 2.4. Vremena planiranja i broj pretraZenih ¢vorova algoritama D* i DD*

Algoritam D* RD* Pw DD*
tp [ms] (E) | tp [ms] (E) | tp [ms] | t, [ms]
Inicijalno || 206(42420) | 200(42485) 1 407
O 8(1437) 3(823) 1 12
O, 48(9392) | 91(17533) | 3 142
0s 2(143) 0(247) 1 3
O4 6(1056) | 23(6396) 2 31
Os 2(381) 0(157) 0 2
Os 7(1126) | 11(3860) 0 18
O- 6(1248) 2(846) 1 9
Osg 11(2783) 27(7602) 0 38

-25 0 s -10 -5 0 5
x [m]

Slika 2.24. Cuvorovi pretrazeni algoritmima D* i RD* kod najgoreg slucaja dinamickog plani-
ranja.

Vrijeme dinamickog planiranja moguée je ograniciti hijerarhijskom reorganizacijom
grafa pretrazivanja, sto omogucava hijerarhijsko planiranje putanje. Prikladno rjese-
nje je hijerarhijska dekompozicija prostora zasnovana na hijerarhijskim grafovima (H-
Grafovi; [33, 34]). Hijerarhijska apstrakcija moze reducirati probleme eksponencijalne
slozenosti na linearnu [66]. U radu [114] razvijeno je optimalno hijerarhijsko planiranje
kao progirenje Cagigasovog hijerarhijskog algoritma D* [18]. Optimalnost globalne pu-
tanje dobivena je optimalnim postavljanjem tzv. mosnih ¢vorova potrebnih za stvaranje
hijerarhije. Skup optimalnih unaprijed izrac¢unatih parcijalnih putanja pohranjen je u
mosnim ¢vorovima. Parcijalne putanje definiraju povezanost i cijenu izmedu mosnih
¢vorova. skup parcijalnih putanja osigurava brzo dinamicko planiranje tako Sto se pre-
trazuju samo mosni ¢vorovi na vigoj razini hijerarhije. Mosni ¢vorovi postavljeni su na
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sredinu prolaza kod vrata, kao §to je prikazano na slici 2.25. Slika 2.25 takoder prikazuje

g § 0308 oocciS
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Slika 2.25. Skup parcijalnih putanja izmedu mosnih évorova.

skup parcijalnih putanja koji ukljucuje i start i cilj. Svaka parcijalna putanja izracunata
je kao putanja Pyy. U procesu dinamickog planiranja, algoritam mora pretraziti samo
mosne ¢vorove pridruzene sobi u kojoj se nalazi robot i nakon toga pretraziti nekoliko
¢vorova unutar sobe. Algoritam D* prvo pretrazuje mosne ¢vorove i nakon toga dio
sobe pretrazujuci od najboljeg mosnog ¢vora do trenutne pozicije robota. Naposlijetku,
najbolji se mosni ¢vor koristi kao tocka Si za algoritam RD*. O¢ito je da uvodenjem
hijerarhijske dekompozicije grafa veli¢ina sobe ograni¢ava vrijeme izracuna. U slucaju
detekcije prepreke Oo, vrijeme dinamickog planiranja se smanjilo s 142 ms na 70 ms, a
broj pretrazenih ¢vorova se smanjio s 26925 na 11644.

2.5 Sazetak

U ovom su poglavlju opisani algoritmi planiranja geometrijskih putanja robota u poz-
natim prostorima zasnovani na pretrazivanju mrezastih karata zauzec¢a. Buduéi da je
naglasak na rad u stvarnom vremenu, detaljnije su opisani algoritam A* i njegovi na-
sljednici. Algoritam A* pretrazuje najmanji broj ¢vorova u grafu nuznih za jamcenje
optimalne putanje. Medutim, primijenjiv je samo u statickim prostorima. Algoritmi D*
i FD* nasljednici su algoritma A*, koji imaju svojstvo dinamickog planiranja, odnosno
omogucuju promjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama prostora (npr. zbog
novih objekata u prostoru koji nisu ukljuceni u kartu prostora). Algoritmi pretrazivanja
mrezastih karata zauzeca imaju nedostatak da je dobivena putanja sastavljena od niza
povezanih linijskih segmenata s promjenama u orijentaciji segmenata koje su visekrat-
nici od 45°. Ovaj se nedostatak odrazava u potrebi za znatnim usporavanjem (Cesto
i zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robota zbog skokovitih promjena orijentacije pri
prelasku s pracenja jednog linijskog segmenta putanje na drugi. S ciljem rjesavanja ovog
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problema, u ovom je poglavlju razvijen algoritam planiranja putanje, nazvan dvosmjer-
nim algoritmom D*, jer se zasniva na dva prolaza algoritma D*. Razvijeni algoritam
iz mrezaste karte zauzeca izracunava najkra¢u putanju Py u geometrijskom prostoru,
Cije orijentacije segmenata putanje nisu visekratnici 45° ve¢ su proizvoljne i kojime je
smanjen broj skokovitih promjena orijentacije pri prelasku s jednog linijskog segmenta
putanje na drugi. Algoritam nasljeduje svojstvo dinamickog planiranja putanje od algo-
ritma D*. Primijenjen je na mrezasto] karti zauzeca s tzv. sigurnosnom maskom cijena
oko prepreka. Sigurnosna maska odmice putanju Py dalje od prepreka povecavajuci
sigurnost gibanja robota. Razvijeni je algoritam provjeren eksperimentalno i usporeden
sa standardnim algoritmom D* pod istim uvjetima. Eksperimenti potvrduju oc¢ekivane
prednosti razvijenog algoritma planiranja putanje.






POGLAVLJE 3

Hijerarhijsko planiranje putanje

Ovo se poglavlje usredotocuje na planiranje putanje u dinamickim prostorima s po-
sebnim naglaskom na izvr8avanje algoritma u stvarnome vremenu. Algoritmi planiranja
putanje opisani u poglavlju 2 rac¢unski su prezahtjevni kada se radi o velikim prostorima.
Taj se problem najce3ce rjesava reprezentacijom prostora mrezastom kartom nejednolike
rezolucije, gdje je slobodni dio prostora predstavljen ve¢im poljem, primjerice metodom
kvadratnih stabala [110]. No putanje u takvim kartama prolaze sredistima polja i nisu
optimalne [110]. Vigerezolucijski algoritam Field D* [30] odreduje putanje kroz nejed-
noliku mrezastu kartu s malim vremenskim izra¢unom i malim utroskom memorije.
Medutim, u velikim prostorima, primjerice prostorima sastavljenima od vise katova
ili ¢ak vise zgrada, potrebno je napraviti hijerarhijsku apstrakciju modela prostora da bi
se reducirala slozenost grafa mogucih putanja. Apstrakcija se moze shvatiti kao uklanja-
nje nebitnih detalja iz informacija organiziranih u nekoj operaciji [98]. Prikladan izbor
je hijerarhijska dekompozicija prostora H-grafovima [33, 34]. Hijerarhijska apstrakcija
moze reducirati eksponencijalnu slozenost problema planiranja na linearnu slozenost
[66]. Postoje razni zanimljivi pristupi nalazenju dobrih hijerarhijskih apstrakcija [51],
[13], [38]. Uobicajeno se kreiranje hijerarhijske karte izvodi ru¢no [19], §to predstavlja
dugotrajan i slozen posao. Opéenito je problem kreiranja optimalne hijerarhijske aps-
trakcije kombinatoricki optimizacijski problem koji nije rjesiv u polinomnom vremenu
[62]. Metode koje kreiraju hijerarhijske apstrakcije u polinomnom vremenu predstav-
ljene su u [43] i [16], ali ne jamée optimalnu hijerarhiju s obzirom na izra¢un planiranja
[3]. U [42] je pokazano da ponavljanje operacija na razli¢itim hijerarhijskim razinama i
iteriranje medu razinama znatno produljuje izracun planiranja putanje. Primjerice, da
bi se pronagao cilj na jednoj razini, moze biti nuzno ponistiti ispunjen ciljni uvjet na visoj
razini. To uzrokuje ponovno rjeSavanje meduovisnih potproblema izmedu razina (engl.
backtracking). Takvo rjeSavanje moZe eksponencijalno povecati vrijeme izvodenja, kao
Sto je analizirano u [43|. Nalazenje dobre hijerarhijske apstrakcije uvodi dva dodatna
ograniCenja. Prvo, mora biti sacuvana konzistentnost kroz hijerarhijske razine modela
[104] i drugo, model mora ostati konzistentan nakon promjena u prostoru. To moze

o3
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dovesti do racunski prezahtjevnih metoda. U [38] se koristi hijerarhijska reprezenta-
cija prostora nazvana ‘“naznacen i hijerarhijski” (engl. annotated and hierarchical) graf,
gdje je konzistentnost zajamcéena automatskim kreiranjem apstrakcijskih razina iz naj-
detaljnije razine. Nestrukturirane informacije u obliku oznaka sadrzane su u ¢vorovima
i lukovima grafa i koriste se u planiranju. Taj pristup koristi optimizacijski algoritam
koji po¢inje od inicijalne hijerarhijske apstrakcije (koja moze biti neoptimalna) i kon-
tinuirano ju poboljsava kako robot stjece iskustvo. Na najdetaljnijoj razini apstrakcije
koristi topolosku kartu prostora. Stoga, ta metoda ovisi o automatskom kreiranju to-
pologkih karata [39] i takoder o algoritmima uskupljavanja (engl. clustering) grafova
[80].

Hijerarhijsko se planiranje putanje zasniva na procesu postupnog korigiranja putanje
pocevsi od najvise hijerarhijske razine (visoka razina apstrakcije) prema nizim razinama
(vige detalja). U [19] skup optimalnih predodredenih parcijalnih putanja prvotno se po-
hranjuje u klju¢nim tockama H-grafa sa ciljem ubrzanja procesa planiranja. Taj se
postupak zove materijalizacija cijena [56]. Materijalizacija cijena izbjegava ponovno
racunanje nekih dijelova putanja u hijerarhijskom procesu pretrazivanja, ali zahtijeva
dodatnu memoriju za predodredene parcijalne putanje. Medutim, materijalizacija cijena
izmedu svih parova ¢vorova moze biti memorijski prezahtjevna [1], ako se radi o velikom
broju ¢vorova u grafu [50]. Mnogo strozi zahtjev na vrijeme izratuna algoritma jest pri
procesu dinamickog planiranja. Problem veéine algoritama koji imaju sposobnost izvr-
Savanja u stvarnom vremenu jest neoptimalnost izra¢unate putanje. D. Cagigas u [18]
koristi algoritam D* i pretvara ga u hijerarhijski algoritam D* (HD*), koji koristi skup
optimalnih parcijalnih putanja izmedu kljuénih toc¢aka H-grafa. Algoritam HD* una-
preduje u¢inkovitost algoritma D* u velikim prostorima, ali optimalnost putanje ovisi o
kreiranju H-grafa. Iako algoritam HD* koristi skup optimalnih parcijalnih putanja, nije
osigurano da je globalna putanja sastavljena kao unija optimalnih parcijalnih putanja
takoder optimalna. Dodatno, algoritam HD* koristi heuristiku prema cilju. Medutim,
heuristika prema startu mogla bi ubrzati proces dinamickog planiranja [127].

U ovome je radu na osnovi D. Cagigasova algoritma HD*, izveden novi hijerarhijski
algoritam planiranja putanje nazvan fokusiranim hijerarhijskim D* (FHD*). Za raz-
liku od izvornog algoritma HD*, algoritam FHD* jam¢i optimalnost globalne putanje i
zahtijeva znatno manje vremena za dinamicko planiranje putanje. To je postignuto s ne-
koliko modifikacija izvornog algoritma HD*: (i) optimalnim postavljanjem tzv. mosnih
¢vorova potrebnih za stvaranje hijerarhije, (ii) organizacijom hijerarhije koja omogucuje
optimalno horizontalno i vertikalno planiranje putanje i (iii) usmjeravanjem dinamic-
kog pretrazivanja oko optimalne putanje, sto smanjuje pretrazeno podrucje bez gubitka
optimalnosti. algoritam FHD* testiran je u unutarnjem prostoru s mnogo prostorija i
usporeden s izvornim algoritmom HD* te nehijerarhijskim algoritmima D* i FD* pod
istim uvjetima. Algoritam FHD* znatno nadmasuje ostale algoritme s obzirom na vri-
jeme izracuna. Dodatno, mozZe se jednostavno profiriti za planiranje putanje izmedu
razlicitih katova ili zgrada.
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Struktura ovog poglavlja je sljede¢a. Odlomak 3.1 opisuje koncept i definicije H-
Grafa prema [19] i [18]. Odlomak 3.2 opisuje izvorni algoritam HD*. Odlomak 3.3
predstavlja novi algoritam FHD*, kao poboljsanje algoritma HD*. Odlomak 3.4 pred-
stavlja metodu automatske izgradnje hijerarhijske karte. U odlomku 3.5 dani su ekspe-
rimentalni rezultati algoritma FHD* usporedeni s rezultatima dobivenim algoritmima
HD*, D* i FD* pod istim uvjetima.

3.1 Hijerarhijska karta

Ovdje iznosimo definiciju H-grafa prema [19] 1 [18] s nagim notacijama i nekim dodatnim
objasnjenjima.

3.1.1 H-graf

H-graf je skup razina hijerarhijske apstrakcije R = { Ry, Ry, ..., Rp}, gdje je D dimenzija
hijerarhije. Ry je “korijenska” razina, koja predstavlja najapstraktniji opis prostora,
tj. najvisu razinu hijerarhijske apstrakcije. Razina Rp predstavlja najdetaljniji opis
prostora, tj. najnizu razinu hijerarhijske apstrakcije. Na svakoj razini R; € R postoji
graf G;(N;, Ai, C;, Wi, Th), gdje je N; skup ¢vorova, A; skup lukova, C; skup Kartezijevih
koordinata za N;, W; skup tezina za A; i T; skup parcijalnih putanja pridruzenih N;.
Indeks i oznacava razinu R;. Unija grafova Go,G1,Ga,...,Gp je graf GIN, A,C. W, T),
gdje je N = NgUNM U---UNp, A =AgUA U---UAp, C =CoUCLU---UCp,
W=WouUWiU---UWp, T =ToUThHU---UTp.

Luk a(ny,ng,wy) € A definiran je pomocu tri elementa ny, ng, wy, gdje su
ny,ng € N, ny #ngiwyg €W. Lukovi su neusmjereni i dopuStaju navigaciju u oba
smjera izmedu dvaju Cvorova. Definirani su samo izmedu nekih ¢vorova. Za razliku
od ostalih modela H-grafa, primjerice [33, 34], lukovi ne sadrze druge lukove u dubljoj
razini hijerarhije. No, postoje lukovi kojima su ¢vorovi n j, nx iz razlicitih razina. Tada
taj luk pripada razini ¢vora iz nize razine. Primjerice, ako je ny € N i ng € N,
0<j<k<D,tadaje alns,ng,wy) € Ag.

Kartezijeve koordinate ¢ € C definirane su uredenim parom (z,y), gdje su z,y €
R. Kartezijeve su koordinate pridruZzene samo nekim &vorovima iz A i koriste se u
heuristi¢noj funkciji za algoritam planiranja putanje.

Tezina w € W je realni broj (w; € R). Tezine su pridruZene svim postoje¢im
lukovima. Predstavljaju cijenu putovanja po luku i koriste su u funkciji cijene putanje
u algoritmu planiranja putanje.

3.1.2 Kategorije ¢vorova i njihova svojstva

Cvorovi su podijeljeni u cetiri skupine: potkartni ¢vorovi, krajngi ¢vorovi, ¢vorovi ras-
krizja i mosni Gvorovi.
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Potkartni ¢vorovi su disjunktni podskupovi évorova iz nize razine hijerarhijske aps-
trakcije. Skup potkartnih ¢vorova oznacavamo sa K C N. Kazemo da je ¢vor k € N;
potkartni ¢vor iz razine R;, (0 < i < D), ako je sastavljen od K > 1 ¢vorova iz niZe
razine Rj, gdje je j =i+ 1, odnosno k = {ny,na,...,ng} C N;j. Potkartni cvor roditelj
¢vorun € N, 0 < i < D, je onaj ¢vor k € N;_1 NK takav da je n € k. Definirajmo
funkciju roditelj : N'— K koja odreduje potkartni ¢vor roditelj ¢voru n

roditelj(n) :=k | n € k. (3.1)
Definirajmo funkciju razina : N' — {0,..., D} koja odreduje u kojoj se razini nalazi
¢vor n

razina(n) =1 | n € Nj, (3.2)

uz napomenu da se ¢vor n € N moZe nalaziti samo u jednoj razini. Primijetimo da
vrijedi sljedece:

ako je roditelj(n) = k tada je razina(n) = razina(k) + 1. (3.3)

Potkartni se ¢vorovi nalaze u svim razinama hijerarhijske apstrakcije osim u najnizoj
razini Rp. Svi ¢vorovi iz iste razine rasporedeni su u potkartne ¢vorove na vi§oj razini,
odnosno vrijedi sljedece:

zaVi € {0,...,D — 1} izaVn € N;3q1 1k € N; tako dan € k C Njy1. (3.4)

Dakle, svaki ¢vor n ima samo jedan potkartni ¢vor roditelj k, buduéi da su potkartni
¢vorovi disjunktni skupovi.

Kragnji ¢vorovi su svi ¢vorovi koji se mogu odabrati kao start i cilj za algoritam
planiranja putanje.

Cvorovi raskrizja su podciljevi koji predstavljaju krizanja putanja i skretnice na
putanjama.

Kazemo da je m € N mosni ¢vor iz razine R;, (1 < j < D), ako postoji ¢vor n € N;
iz razine R;, i = j — 1, i luk a(m,n,w) € A. Mosni se ¢vorovi nalaze u svim razinama
hijerarhijske apstrakcije osim u prve dvije razine Ry i R;. Pretpostavka je da se na razini
Ry nalazi samo jedan potkartni ¢vor. Svaki mosni ¢vor m € Nj, (1 < j < D), ima svoj
potkartni ¢vor roditelj k € Nj, i = j — 1, koji se zajedno sa ¢vorom n € N; takvim da
Ja(m,n,w) € A nalazi u potkartnom évoru h € N;_1, odnosno m € kin,k € h. Prema
tome, mozemo re¢i da mosni ¢vorovi povezuju potkartni ¢vor s njegovim potkartnim
¢vorom roditeljem. Skup mosnih ¢vorova oznacavamo sa M C N. Skup svih mosnih
¢vorova unutar potkartnog ¢vora k, oznacen My C M, odreduje se prema:

My, = Mnk. (3.5)

Postoje dvije vrste mosnih ¢vorova: horizontalni mosni cvorovi i vertikalni mosni
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¢vorovi. Horizontalni mosni ¢vorovi prate prethodnu definiciju, a vertikalni se mosni
¢vorovi razlikuju od horizontalnih mosnih évorova po tome Sto spajaju dva potkartna
¢vora koji predstavljaju dva kata u zgradi. Ulazi u dizala modelirani su kao vertikalni
mosni ¢vorovi. Ti ¢vorovi omogucuju planiranje putanje izmedu razlic¢itih katova u
zgradi ili ¢ak izmedu razlic¢itih katova koji pripadaju razli¢itim zgradama. Primjer
modeliranja vise zgrada H-grafom u kojem su naznaceni horizontalni i vertikalni mosni
¢vorovi prikazan je naslici 3.1. Katovi su prikazani kao potkartni ¢vorovi unutar kojih su
naznaceni ostali ¢vorovi u nizoj razini hijerarhijske apstrakcije. Lukovi medu ¢vorovima
nisu naznaceni, osim spojeva vertikalnih mosnih évorova crtkanom linijom.

Z,
Zgrady 2 Srada D potkartni évor
Zgrada 1

= ¢vor raskrizja

e horizontalni
mosni ¢vor

* vertikalni

mosni ¢vor

- = vertikalni spojevi

Slika 3.1. Primjer H-grafa vise zgrada.

3.1.3 Parcijalne putanje

Neka je parcijalna putanja 7 = T (a, b, k) definirana pomoc¢u mosnih &vorova a,b € M
i potkartnog ¢vora k € K takva da vrijedi:
Tlt)=a, TITI =0,
T[Z] €k, 1= 1a--"|T|a (36)
G(T[]],T[]+1],U](J7]+1)) € .A, j = 1,,|T| — 1.

Duljina parcijalne putanje definirana je kao |7|. Cijena parcijalne putanje 7 definirana
je kao zbroj tezina lukova na putanji

IT1-1

oT) = Z W(i,i+1)- (3.7)
i=1
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Medu svim putanjama izmedu évorova a i b, takvima da su svi elementi putanje unutar
potkartnog ¢vora k, parcijalna putanja 7 (a,b, k) ima najmanju cijenu putanje (7).
Svaki potkartni évor k € N;, (0 <i < D) ima pridruzen skup predodredenih parcijalnih
putanja T € 7;, (0 <1i < D). Rac¢unaju se tri tipa parcijalnih putanja:

Tip 1) Putanja koja spaja dva mosna ¢vora unutar potkartnog ¢vora k,

T(a,b, k), a,b € MNE. (3.8)

Tip 2) Putanja koja spaja mosni ¢vor iz potkartnog ¢vora k s mosnim ¢vorom potkart-
nog ¢vora roditelja roditelj(k),

T(a,b,k), ae MNk, be MnN roditelj(k). (3.9)

Tip 3) Putanja koja spaja dva mosna ¢vora iz “bratskih” potkartnih ¢vorova sadrzana
u h. Potkartni évorovi ki i ko nazivaju se “bratskim” évorovima ako imaju istog
roditelja h, odnosno roditelj(ki) = roditelj(ks) = h.

T(a,b,h), a € MNky, be Mk, ki, ks € h. (3.10)

Uz ovako odredene parcijalne putanje (tzv. materijalizacija cijena) izbjegnuto je pos-
tupno korigiranje putanje u dubljim razinama hijerarhije. Negativno je obiljeZje materi-
jalizacije cijena dodatno memorijsko spremiste parcijalnih putanja, koje je nadoknadeno
znatno manjim ra¢unskim vremenom potrebnim za hijerarhijsko planiranje putanje.
Dodatno, H-graf ima svojstvo jednostavnog prosirenja hijerarhije. Ako se progiri karta
zgrade, primjerice dodavanjem katova ili ¢ak cijele nove zgrade postojecoj karti, H-graf
se jednostavno proSiruje dodavanjem novih ¢vorova i parcijalnih putanja ili ¢ak novih
razina.

3.1.4 Modeliranje prostora H-grafom

Prema primjeru iz [19] na slici 3.2 prikazana je hijerarhijska karta jedne zgrade. Na
najapstraktnijoj razini (Rp) nalazi se graf Gy koji se sastoji od jednog potkartnog ¢vora
— Zgrada. Na nizoj razini, R;, nalazi se graf G; sadrzan od potkartnih ¢vorova koji
predstavljaju katove u zgradi — Kat 1, Kat 2, Kat 3 i Kat 4. Na razini Ry nalazi se
graf Gy koji je unija grafova svakog od katova. Na slici je prikazana unutrasnjost treceg
kata — graf Ga ka3 C Go. Kat je podijeljen na dijelove. Svaki dio kata predstavljen je
potkartnim ¢vorom. Njihovi nazivi odgovaraju stranama svijeta: Istok, Zapad, Sjever
i Jug. Na ovoj su razini prisutni i ¢vorovi raskrizja. S oznafenim ¢vorovima raskrizja
povezani su mosni ¢vorovi iz nize razine. Na razini R3 nalaze se detalji svakog dijela
kata, za svaki od katova. Na slici je prikazan graf G3 sjever C G3 koji predstavlja detalje
sjevernog dijela tre¢eg kata. Potkartni ¢vorovi u njemu predstavljaju sobe S1, S2 i S3.
U ovom su grafu prisutni mosni é¢vorovi, koji se vezu za ¢vorove raskrizja iz grafa Ga i a3-
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Zgrada Ry Go

Kat 1 Kat 2 Kat 3 Kat 4 | - R, G

Istok | - Ry G2, Kat3

S1 T S2 T S3 m
) Rg gii,Sjever

Ry Ga,53

I:l potkartni
évor

) mosni
¢vor
¢vor
u raskrizja

dssssnssssg . o

cvor

Slika 3.2. Primjer H-grafa zgrade s cetiri kata.

Radi jasnoce, njihova je veza prikazana u razini Rj3 izvan pravokutnika koji omeduje
graf G3 gjever. Razina Ry predstavlja najdetaljniju razinu na kojoj se nalazi graf Gj.
Na toj se razini nalaze detalji potkartnih ¢vorova razine Rs i nema novih potkartnih
¢vorova. Prikazana je struktura sobe S3, graf G4 g3 C G4. Tu se nalaze krajnji ¢vorovi i
dva mosna ¢vora koji su vezani za ¢vorove raskrizja iz grafa G3 gjever-

U primjeru su u razini R4 prikazane detaljno samo unutrasnjosti soba, dok su hodnici

prikazani na vigim razinama kao niz ¢vorova raskrizja koji povezuju sobe (razina R3),
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odnosno dijelove kata (razina Rp). Svi prikazani mosni ¢vorovi su horizontalni mosni
¢vorovi. Vertikalni mosni ¢vorovi mogu se nalaziti na svim razinama osim na Ry i R
(vrijedi za sve mosne &vorove). Primjerice, vertikalni mosni ¢vor moze se nalaziti u
razini Ry nadovezan na jedan ¢vor raskrizja. Tada bi povezivao svoj potkartni ¢vor Kat
3 s potkartnim ¢vorom roditeljem Zgrada. Isto tako, vertikalni mosni ¢vorovi nalazili
bi se na istoj razini i u ostalim potkartnim ¢vorovima — katovima. Na razini R; bi se
trebao nalaziti jedan ¢vor raskrizja na koji bi se vezali svi vertikalni mosni ¢vorovi iz
svih katova.

Postavljanje vertikalnog mosnog ¢vora odredeno je samom strukturom zgrade i nije
uvijek moguce postaviti vertikalni mosni ¢vor u odgovarajucu razinu. Primjerice, da bi
se vertikalni mosni ¢vor mogao postaviti u razinu Re mora se pozicija dizala nalaziti u
dijelu prostora koji jo§ nije opisan u nizim razinama hijerarhijske apstrakcije, odnosno,
morao bi se nalaziti u neopisanom dijelu hodnika. Medutim, ako se dizala nalaze unutar
jednog dijela kata, primjerice zapadnog dijela, tada ne mogu povezivati druge katove
kao vertikalni mosni ¢vorovi jer se vezu za druge ¢vorove na vi$oj razini koji su unutar
istog kata. Cvor u razini iznad s kojim bi se vezao vertikalni mosni &vor morao bi biti na
drugom katu, odnosno u potkartnom ¢voru koji obuhvaca sve katove. Drugim rijecima,
vertikalni se ¢vorovi moraju nalaziti u jednoj razini ispod definiranih potkartnih ¢vorova
katova.

Umjesto da znacajno mijenjaju strukturu hijerarhije, u [19, 18] su vertikalne mosne
¢vorove tretirali drugacije od horizontalnih mosnih ¢vorova. Prilagodili su hijerarhijsko
pretrazivanje tako Sto su vertikalne mosne ¢vorove proglasili ciljevima i startevima.
Na taj su nacin razlozili problem planiranja putanje izmedu dva kata z i y na dva
potproblema: 1) planiranje putanje od starta do vertikalnog mosnog ¢vora na katu
x 1 2) planiranje putanje od vertikalnog mosnog ¢vora na katu y do cilja. Dizala su
modelirali kao niz vertikalnih mosnih évorova od kojih se svaki nalazi na ulazu u dizalo.
Planiranje putanje izmedu dviju zgrada jo§ je slozeniji. Neka je start u zgradi A na katu
x, a cilj u zgradi B na katu y. Problem planiranja putanje razlaze se na tri potproblema:
1) planiranje putanje od starta do vertikalnog mosnog ¢vora u zgradi A na katu n, 2)
planiranje putanje od vertikalnog mosnog ¢vora u zgradi A u prizemlju do vertikalnog
mosnog ¢vora u zgradi B u prizemlju i 3) planiranje putanje od vertikalnog mosnog
¢vora u zgradi B na katu y do cilja. U sluéaju da u zgradama postoji vise dizala koji
nisu blizu jedan drugom, problem planiranja putanje postaje jos slozeniji. U [18] ta]
ratunski zahtjevan problem rjesavaju odabirom jednog (bilo kojeg) vertikalnog mosnog
¢vora, iako je tako narusena optimalnost putanje.

3.2 Hijerarhijski algoritam D*
Kljucni dio Cagigasovog algoritma HD* je skup predodredenih parcijalnih putanja (ma-

terijalizacija cijena). Za svaki potkartni ¢vor odredena su tri tipa parcijalnih putanja
(3.8)-(3.10) algoritmom A*.
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3.2.1

Inicijalno planiranje putanje

Izra¢un inicijalne putanje opisan je u [19]. Algoritam nastoji naci najbolji skup putanja
kostura izmedu potkartnih ¢vorova u kojima se nalaze start i cilj, gdje je putanja kostur
takva putanja koja se sastoji samo od mosnih ¢vorova (oznacena s IT). Ozna¢imo razinu
tzv. zajednickog potkartnog ¢vora s R;. Zajednickim potkartnim ¢vorom zovemo onaj
¢vor koji obuhvaca start i cilj u nekim niZim razinama hijerarhijske apstrakcije. U

najgorem slucaju, zajedni¢ki potkartni ¢vor je korijenski ¢vor.

Algoritam 3.1: dodaj-procijenjene-putanje(S, Mj)

1:

2
3
4:
5
6

za Vn € My
Pi [S, n]
c(P;) < heuristika(S,n)
I+ ITUP;

kraj

vrati 11

Algoritam 3.2: odredi-skup-putanja-kostura(S, r)

DN DN DD b= = = = e e e e
N R R N e R S R o e

k < roditelj(S)
Mp +— Mnk
IT + dodaj-procijenjene-putanje(.S, My)
dok razina(k) > r //razina zajednickog potkartnog cvora
I, < 0
za Yn € M Nroditelj(k)
c(P;) + o0
za VP; €11
m = P17
Py < PjUT(m,n, k) //Parcijalna putanja tip 2
c(Pz) < c(P;j) + (T (m,n,k))
ako ¢(Py) < c(Pj)
Pi — Py

kraj
1L, «+ II,, UP;
kraj
II «+ 11,
k < roditelj(k)
kraj
vrati IT

Skup putanja kostura stvara se tako da se minimizira akumulirana cijena ili procjena
cijene izmedu svaka dva pretraZena ¢vora. Prvo se stvore putanje kosturi od starta (cilja)
do mosnih ¢vorova iz potkartnog ¢vora roditelja od starta, odnosno cilja (algoritam 3.1).
Te putanje nisu parcijalne putanje pa se zato koristi procjena cijene putanja.
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Dalje se putanje kosturi nadograduju u visoj hijerarhijskoj razini tako sto se kori-
Stenjem parcijalnih putanja tipa 2 (3.9) dodaju najbolje parcijalne putanje koje spajaju
potkartni ¢vor roditelj od starta (cilja) s njegovim roditeljem (algoritam 3.2). Radi se
u dvije razine: u razini od “djeteta” i u razini od “roditelja”’. Promatraju se sve mo-
guce parcijalne putanje tipa 2 izmedu tih dviju razina i odabiru se one koje minimiziraju
akumuliranu cijenu putanja kostura. Proces se rekurzivno ponavlja kroz nekoliko razina

hijerarhijske apstrakcije sve dok se ne dosegne razina R;.

Sljededi je korak povezivanje obaju skupova putanja kostura (algoritam 3.3). Sku-
povi se povezuju nedostajuéim parcijalnim putanjama — tip 2 ili tip 3.

Algoritam 3.3: povezivanje-skupova-putanja-kostura(Ilg, 1)

za VPg € Ilg
za VPg € llg
n + Ps||Ps|]
m < Pc[|Pc|]
k < roditelj(n)
T < T(n,m,k)
ako T # (0 //parcijalna putanja tip 2
P+ PsUTUPg
c(P) < c(Ps) +c(T) + c(Pq)
inace
k < roditelj(k)
T < T(n,m,k)
ako T #£ 0 //parcijalna putanja tip 3
P+ PsUTUPqg
c(P) < c(Ps) +c(T) + c(Pa)
inace
P < PsUPqg
c(P) < c(Ps) + c(Pa) + heuristika(n, m)
kraj
kraj
M« ITuP
kraj
kraj
vrati II

DO DN DN DN DD = = = = e e e e e
QBRSO 00ID Uk W= o PRSI @

Na kraju se cijeli skup putanja kostura nadomjesti pravim putanjama (izra¢unaju se
putanje izmedu to¢aka na putanji kosturu) i odabere najbolja putanja. Ovo je tipi¢an
primjer procesa odozdo-gore koji se koristi u hijerarhijskim grafovima. Algoritam rjesava
i slucaj da se start i cilj ne nalaze u istim razinama. Algoritam se ponaga slicno A*
algoritmu jer radi s procjenama cijena dijelova putanje. Od starta do mosnog ¢vora
je jedna procjena (heuristika), a dalje se do zajednicke razine radi s materijaliziranim
cijenama. Isto se ponavlja i s ciljem. Dakle nastoji se minimizirati ukupna cijena
f = ¢+ heuristika, gdje je ¢ akumulirana cijena putanje.
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3.2.2 Dinamicko planiranje putanje

Dinamicko planiranje putanje zapocinje kada se dogodi promjena u prostoru. Dijelovi
prostora koji su postali zauzeti nestaju iz grafa (buduci da ¢vorovi u grafu predstavljaju
samo slobodan dio prostora mobilnog robota). Nestankom ¢vora iz grafa “prekidaju” se
lukovi koji su definirani tim ¢vorom.

Koristi se skup II kao spremiste privremenih rjeSenja - novih dijelova putanja koje
vode do cilja. U skup IT pocetno se dodaje startni &vor (koji predstavlja trenutnu
poziciju robota) i svi évorovi koji imaju definiran luk s njim. Ti &vorovi zajedno sa
startnim ¢vorom ¢ine pocetne dijelove novih putanja. Dodaju se tako da minimiziraju
cijenu f = ¢+ g, gdje je ¢ cijena putanje iz skupa II, a g procjena ostatka putanje do

cilja (pretrazivanje algoritmom A*).

Algoritam 3.4: hijerarhijsko-D*-pretrazivanje(P, P, II)
o+ P||P|] //Zadnji ¢vor na najboljoj putanji je mosni cvor
141
n + Pr1]
dok n ¢ M ili roditelj(n) # roditelj(o)
141+ 1
n < Prli]
kraj //n je mosni évor i “brat” od ¢vora o
ponavljaj
1 i+1
n <« Prli]
dok n & M //n je sljedeé¢i mosni ¢vor koji nije “brat” od ¢vora o
k < roditelj(n) //k je sljedeéi potkartni évor koji se mora doseéi
h < roditelj(o)
ako roditelj(h) =k
p < h //Parcijalna putanja tip 2 podize putanju u visu razinu
inace ako roditelj(k) = h
p < k //Parcijalna putanga tip 2 spusSta putanju uw niZu razinu
inace //roditelj(k) = roditelj(h)
p < roditelj(k) //Parcijalna putanja tip 3, ista razina
kraj
zaVme MnNk
T « T(o,m,p)
P, + PUT //Najbolja putanja P
c(Py) < c(P) +¢(T)
I+~ IIuUP,
kraj
vrati IT

DO DD DD DN DD DN DD DD = = = = = e e e e
TOITERBIRD L OO 0D U Wi PPN

Najbolja putanja P (s obzirom na cijenu f = ¢+ h) oduzima se iz skupa II. Dalje se
razmatra zadnji ¢vor najbolje putanje P, oznacen s o. Postoje tri slucaja koje algoritam
rjeSsava potprocedurama: 1) ako je o mosni ¢vor, izvodi se algoritam 3.4; 2) ako je o
potkartni ¢vor, izvodi se algoritam 3.5; 3) inace, nastavlja se pretrazivanje algoritmom
A* od ¢vora o. Taj se postupak ponavlja, dakle oduzimanje najbolje putanje iz skupa
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IT i izvrsavanje jedne od triju procedura, sve dok se ne pronade ¢vor koji se nalazi na
inicijalnoj putanji Py ili dok se ne dohvati ¢vor iz ciljnog potkartnog ¢vora. U zadnjem
se slu¢aju na najbolju putanju nadoveze parcijalna putanja do cilja ako postoji ili se
¢vor po ¢vor pretrazi algoritmom A* (procedura 3).

Algoritam 3.5: potkartno-D*-pretrazivanje(P, IT)

o< Pl|P|] //Zadnji évor na najboljoj putanji je potkartni cvor
r < P|[|P| — 1] //Predzadnji ¢vor na najboljoj putanji je cvor raskrizja
m<—m e MnNo | Ja(m,r,wp,) € A
zaVn e MnNo, n#m
T < T(m,n,0) //Parcijalna putanja tip 1
p < peN | Jaln,p,wyy) € A, roditelj(p) = roditelj(o)
PnP\oUTUD // Cuor o zamgjenjuje s parcijalnom putanjom
c(Pp) < c(P) + c(T) + wpp
I+ IIup,
kraj
vrati 11

o000 DUt W

U proceduri 1) nastoji se povezati potkartni ¢vor roditelj ¢vora o s potkartnim
¢vorom na inicijalnoj putanji P;. Povezivanje se radi na nacin da se u inicijalnoj putanji
nade prvi mosni ¢vor koji se ne nalazi u istom potkartnom ¢voru kao i 0. Tada se
potkartni ¢vorovi od oba mosna ¢vora povezu svim mogué¢im parcijalnim putanjama
izmedu njihovih mosnih ¢vorova - to su tip 2 ili tip 3, ovisno o tome u kojoj je razini
sljede¢i mosni évor na inicijalnoj putanji. Valja napomenuti da se inicijalna putanja
sastoji od ¢vorova koji se nalaze na razli¢itim razinama hijerarhijske apstrakcije. Razine
rastu od najnize u kojoj je start do razine zajednickog potkartnog ¢vora i zatim se
spustaju do najnize razine u kojoj je cilj. Sve moguce parcijalne putanje nadograduju
se na najbolju putanju P i dodaju skupu II.

Za vrijeme osnovnog pretrazivanja algoritmom A* (procedura 3) moguce je naiéi na
potkartni ¢vor. Primjera radi, neka je mosni ¢vor m spojen sa ¢vorom raskrizja r u visoj
razini u kojoj se spoj vidi kao luk izmedu ¢vora raskrizja r i potkartnog ¢vora roditelja
o od mosnog ¢vora m. U proceduri 2) ¢vor o, koji je potkartni ¢vor, “rastvara’ se i iz
njega se izdvaja skup onih parcijalnih putanja, koje sadrze mosni ¢vor m koji je spojen
sa ¢vorom raskrizja r. Svakoj parcijalnoj putanji dodaju se i ¢vorovi raskrizja s kojima
su vezani na visoj razini. Takve putanje nadovezane na najbolju putanju P dodaju se
skupu II. Zadnji évorovi ovih putanja opet su u istoj razini hijerarhijske apstrakcije
kao i potkartni ¢vor o. Time se pretrazivanje ponovo nastavlja u prethodnoj razini
hijerarhijske apstrakcije. Dakle, u ovoj se proceduri pretrazivanje samo privremeno
spusta u nizu razinu zbog supstitucije podkratnog ¢vora njegovim skupom parcijalnih
putanja.
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3.2.3 Diskusija

Zbog vise razina hijerarhijskih apstrakcija algoritam brze izrac¢unava putanju od algo-
ritama pretrazivanja jedno-razinskog grafa. Medutim, pogorSana je kvaliteta putanja,
odnosno, putanje nisu optimalne. Hijerarhijski algoritam pretrazivanja prema [19, 18]
ne materijalizira sve moguce putanje (inace bi algoritam odredivao optimalnu putanju)
nego Stedi na memorijskom i vremenskom izrac¢unu. Medutim, nisu potrebne sve ma-
terijalizacije cijena. Algoritam bi mogao odredivati optimalnu putanju kada bi mosni
¢vorovi pokrivali sve moguénosti prolaska putanje iz jednog potkartnog ¢vora u drugi.

U [19] iznose da je veli¢ina potkartnog ¢vora, odnosno broj ¢vorova u potkartnom
¢voru, strogo vezana s optimalnoséu i racunskom ucinkovitogéu. Mali potkartni ¢vorovi
(mali skupovi) impliciraju nisku rac¢unalnu potrosnju, ali kvaliteta rjeSenja opada i
obrnuto. Takoder iznose da je najbolje prve potkartne ¢vorove odrediti tako da opisuju
sobe i da sadrZze mali broj ¢vorova.

U slucaju malog broja ¢vorova u grafu, algoritam je 1osiji od nehijerarhijskog algo-
ritma A*) jer izvodi viSe operacija zbog slozenosti H-grafa (rekurzivno vracanje iz vise
u nizu razinu zbog dohvacanja parcijalnih putanja i rastvaranja potkartnih ¢vorova).

Pozicija mosnih ¢vorova nije razmatrana, iako je ona klju¢na za efikasnu izvedbu
hijerarhijskog planiranja. Ako se mosni ¢vorovi postave na proizvoljna mjesta u pros-
toru, mogu se naéi izvan optimalne putanje izmedu starta i cilja. U tom slucaju unija
parcijalnih optimalnih putanja izmedu mosnih ¢vorova ne daje optimalnu putanju od
starta do cilja. Dodatno, u najdetaljnijoj razini ne pokrivaju cijeli prostor mobilnog ro-
bota, ve¢ samo sobe. Za gibanje mobilnog robota nuzno je da slijedi najkrac¢u putanju u
svim dijelovima prostora i da svaka realna pozicija (diskretna) u prostoru odgovara jed-
nom ¢voru u najdetaljnijoj razini hijerarhijske apstrakcije. Prikladan izbor najdetaljnije
razine bila bi mrezasta karta zauzeca, odnosno njezin graf.

Vertikalno dinamicko planiranje algoritmom HD* (izmedu dva kata) zahtijeva do-
datnu diskusiju. Razmotrimo sljedec¢i problem: potrebno je isplanirati putanju od starta
koji se nalazi na jednom katu, do cilja koji se nalazi na drugom katu, a postoje dva me-
dusobno udaljena dizala. Inicijalna putanja prolazi dizalom A, a alternativno je dizalo
B. Ako se pojavi prepreka na putanji takva da je krac¢a putanja ona koja ide dizalom
B dvije su mogucnosti: 1) odabrati ponovo dizalo A ili 2) odabrati alternativno dizalo
B. Druga moguc¢nost znadi za algoritam HD* potpuno preracunavanje putanje, jer su
dizala pod-ciljevi i pod-startovi, odnosno, razbijen je problem planiranja putanje na dva
dijela, od starta do dizala i od dizala do cilja. Dodatno, odabir ove moguénosti ne jamdci
rjeSenje, jer mozda ne postoji putanja do dizala B. Stoga se uvijek odabire dizalo s
inicijalne putanje, a u slu¢aju da ne postoji rjesenje, odabire se drugo dizalo. Time je
naruSena optimalnost vertikalnog planiranja putanje.
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3.3 Fokusirani hijerarhijski algoritam D*

S ciljem osiguranja optimalnosti globalne putanje i smanjenja racunske slozenosti di-
namickog planiranja puta izvedene su tri bitne modifikacije izvornog algoritma HD*:
(i) optimalno postavljanje mosnih ¢vorova, (ii) organizacija hijerarhije koja omogucuje
optimalno horizontalno i vertikalno planiranje putanje i (iii) usmjeravanje dinamickog
pretrazivanja oko optimalne putanje. Nazvali smo algoritam fokusiranim hijerarhijskim

D* (FHD*).

3.3.1 Optimalno postavljanje mosnih ¢vorova

U [19] i [18] pozicije mosnih ¢vorova nisu razmatrane, iako one uvelike utjecu na optimal-
nost izracunate putanje hijerarhijskim algoritmom planiranja putanje. Mosni ¢vorovi
moraju se postaviti na odredena mjesta u prostoru, tako da unija parcijalnih optimalnih
putanja izmedu mosnih ¢vorova daje optimalnu putanju. Stoga postavljamo mosne ¢vo-
rove na mjesta izmedu dva potkartna ¢vora kojima c¢e prolaziti sve optimalne putanje
od starta do cilja, gdje je start bilo koja to¢ka u jednom potkartnom ¢évoru, a cilj bilo
koja tocka u drugom potkartnom évoru.

Pri slijedenju putanje sigurnost mobilnog robota je od velikog znacaja. U uskim
je prolazima najsigurnija putanja ona koja prolazi kroz sredinu prolaza. Stoga kao
najdetaljniju razinu Rp koristimo graf Gp konstruiran iz mrezaste karte zauzec¢a sa
sigurnosnom maskom cijena (poglavlje 2.2.2). U uskim prolazima sredisnja polja imaju
najnize vrijednosti sigurnosne cijene i stoga sve optimalne putanje, koji prolaze uskim

prolazom, prolaze tim poljima, kao $to je prikazano na slici 3.3.

170 180 190 200 210 220 230

Slika 3.3. Primjer optimalne putanje proracunate na grafu konstruiranom iz mreZaste karte
zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena.

Na viSoj razini Rp_1 potkartni ¢vorovi predstavljaju sobe i hodnike. Prema tome,
logi¢no je postaviti mosne ¢vorove na sredinu prolaza kod vrata koja odvajaju sobe.
Ako postoji paran broj polja u uskom prolazu, gledajuci po &irini uskog prolaza, onda su
postavljena dva mosna ¢vora jedan do drugog tako da se njihov zajednicki brid nalazi na
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sredini uskog prolaza. Mosni ¢vorovi su na granici izmedu dvije sobe i dijele ih obje sobe,
odnosno, oni pripadaju i jednoj i drugoj sobi. Ako postoji putanja izmedu dva potkartna
¢vora, optimalna putanja mora prolaziti kroz mosni ¢vor. Tada unija parcijalnih putanja
izmedu mosnih ¢vorova takoder daje optimalnu putanju. Optimalnost putanje lezi u
¢injenici da jednom odredena optimalna putanja sadrzi parcijalne optimalne putanje
prema Belmanovu nacelu optimalnosti u kontekstu problema najkrace putanje [123].
Nacelo kaze da ako postoji optimalna putanja P; od ¢vora S do ¢vora G, koja sadrzi
¢vor m, tada dio putanje Pj izmedu m i G ujedno predstavlja optimalnu putanju Pj
izmedu m i G. Analogno i dio putanje P} izmedu S i m ujedno predstavlja optimalnu
putanju P izmedu S i m.
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Slika 3.4. Pozicija mosnih c¢vorova na optimalnim mjestima: wunija parcijalnih putanja je
optimalna putanja.
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Slika 3.5. LoSa pozicija mosnih ¢vorova: unija parcijalnih putanja ne daje optimalnu putangju.

Na slici 3.4 prikazana je optimalna putanja odredena algoritmom D* izmedu starta
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i cilja, gdje se start i cilj nalaze u razli¢itim potkartnim ¢vorovima. Ta je putanja
jednaka putanji sastavljenoj od parcijalnih putanja odredenih algoritmom D* izmedu
mosnih ¢vorova, jer su mosni évorovi na mjestima kroz koja mora prolaziti optimalna
putanja (u sredistima uskih prolaza). Slika 3.5 prikazuje primjer lose pozicije mosnih
¢vorova. Parcijalne putanje naznacene su crtkanom linijom i vidljivo je odstupanje
optimalne putnje od unije parcijalnih putanja.

3.3.2 Organizacija hijerarhije

U [19] je mosni ¢vor povezan sa ¢vorom raskrizja iz viSe razine hijerarhijske apstrak-
cije. Cvorovi raskrizja imaju ulogu skretnica na putanjama. Drugim rije¢ima postoje
definirana mjesta u kojima robot mora promijeniti smjer gibanja. Optimalnost putanje
ovisi naravno o samom H-grafu. Ako ¢vor raskrizja predstavlja jedinu opciju prelaska
iz jednog potkartnog ¢vora u drugi, tada je ta putanja optimalna. Medutim, ako je
najdetaljnija razina sloZena tako da ona vjerno opisuje stvarni prostor gustom raspo-
djelom ¢évorova, odnosno njihovih koordinata, onda moze postojati vise mogucénosti.
Prema tome, ovako odredena putanja nije nuzno optimalna budué¢i da moze postojati
kraca putanja, koja prolazi nekim drugim ¢vorom. U ovome se radu razmatra graf na
najdetaljnijoj razini sastavljen iz mrezaste karte zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena.

U prethodnom je odlomku opisano optimalno postavljanje mosnih ¢vorova na granici
izmedu dvaju potkartnih ¢vorova tako da ih dijele oba potkartna ¢vora. Pokazano je da
optimalne putanje kroz dva potkartna ¢vora moraju prolaziti mosnim ¢vorovima. Stoga
se dalje ne koriste ¢vorovi raskrizja jer se putanje krizaju u samim mosnim ¢vorovima.
U tako definiranoj hijerarhiji smanjen je broj potrebnih ¢vorova na viSim razinama,
sto dodatno ubrzava izvodenje algoritma FHD*. Medutim, mosni ¢vorovi povezuju
potkartni ¢vor u kojem se nalaze s potkartnim ¢vorom vige razine na nacin da se vezu sa
samim sobom u razini iznad (viSoj razini). Drugim rije¢ima, mosni se ¢vorovi dupliciraju
iz razine u kojoj su definirani, u viSu razinu.

U nastavku se ponovo navode neke definicije H-grafa, koje su izmijenjene te neke
nove definicije. Nasuprot definiciji potkartnih ¢vorova u odlomku 3.1.2, ovdje potkartni
¢vorovi nisu disjunktni podskupovi ¢vorova iz nize razine. Razmotrimo najnizu razinu
apstrakcije. Mosni su ¢vorovi postavljeni na sredisSta vrata izmedu dviju soba, odnosno,
postavljeni su na granicu izmedu dva potkartna ¢vora tako da ih dijele oba potkartna
¢vora. Drugim rije¢ima mosni ¢vor m € Np koji je na granici dvaju potkartnih ¢vorova
k,h € Np_1, nalazi se i u jednom i u drugom potkartnom ¢voru, m € kim € h. Prema
tome, mosni ¢vor ima dva potkartna ¢vora roditelja. Funkcija roditelj vratit ¢e dva
potkartna ¢évora, ako joj je argument mosni ¢vor. Medutim, u algoritmu hijerarhijskog
planiranja putanje nece se koristiti funkcija roditelj nad mosnim ¢vorovima. Stoga
mijenjamo samo domenu funkcije: roditelj : N'\ M — K.

Duplicirani mosni ¢vor m* € Nj, (0 < i < D), jest ponovno stvoreni ¢vor u razini
R, takav da su koordinate ¢vora m® jednake koordinatama rubnog mosnog cvora m*tt €
Niy1 i postoji luk a(m!, m**! w) € A gdje je w = 0. Duplicirani mosni évor m! € N;
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vezan je za one potkartne ¢vorove unutar istog potkartnog ¢vora roditelja [ € N;_1 u

kojima se nalazi njegov izvorni mosni ¢vor m‘*!, odnosno vrijedi:

ako Ik € Njil € N1 | k,mt € i mitt € ki Ja(m?,m™T w)e A

. 3.11
tada Ja(m*, k,w,) € A. (3.11)

Duplicirani mosni évor m? € N;, (1 < i < D), unutar potkartnog ¢vora I € Nj;_1 postaje
rubni mosni ¢vor ako isti potkartni ¢vor [ ne obuhvaca duboko u svojoj unutrasnjosti
(gledaju¢i po sve nizim razinama hijerarhijske apstrakcije do najnize) oba roditelja
od izvornog mosnog ¢vora iz razine Rp. Rubni mosni ¢vor vezan je za samo jedan
potkartni ¢vor unutar svog roditelja. Pocetni uvjet jest da su svi mosni ¢vorovi u razini
Rp rubni mosni ¢vorovi. Rubni mosni évor m moze se duplicirati kroz vise razina

D—-1

Rp,Rp_1,...,R;, oznacen odgovaraju¢im indeksima m,m ...,m gdje razina R;
M M ) (3 7 ) M ) (3

(0 < i < D — 1), sadrzi potkartne ¢vorove koje spaja mosni évor mt. Tada su &vorovi
mP=1 ..., m! rubni mosni ¢vorovi, a &vor m' duplicirani mosni &vor. Skup svih
rubnih mosnih ¢vorova oznac¢avamo sa M,..

Sljededi primjeri pokazuju da se prema navedenoj definiciji mosnog ¢vora vertikalni
mosni ¢vorovi “ponasaju” isto kao i horizontalni.

Razmotrimo vertikalne mosne ¢vorove. Oni su postavljeni na mjesta vrata dizala,
na granici izmedu unutrasnjosti dizala i prostorije u kojoj se nalaze vrata dizala, a
pojavljuju se kao rubni mosni ¢vorovi u razinama Rp, Rp_1,...,R;+1, uoblicima svojih
“kopija”, gdje razina R;, (0 < i < D — 1), sadrzi potkartne ¢vorove koji predstavljaju
katove koji su povezani dizalom. Na ovoj se razini moze nalaziti rubni mosni &vor
(horizontalni) koji povezuje potkartne ¢vorove — zgrade. Primjerice, mosni ¢vor koji
predstavlja vrata u prizemlju, povezuje prizemlje druge zgrade. Ovaj se mosni ¢vor
nalazi (odnosno njegove “kopije”) kao rubni mosni évor u razinama Rp, Rp_1,..., R;,
dakle u jednoj razini viSe nego vertikalni mosni ¢vorovi koji povezuju katove.

Navedimo dodatni primjer za horizontalne mosne ¢vorove. Mosni ¢vor m u razini

D—-1

Rp je rubni mosni ¢vor. Njegov duplicirani ¢vor m spaja dva potkartna ¢vora k i

h na razini Rp_q1. Medutim na razini Rp_o nalazi se potkartni ¢vor [ koji sadrzi ¢vor

D-1 D—-2 na

k, ali ne i h. Stoga je i ¢vor m rubni mosni ¢vor koji se duplicira u ¢vor m
razini Rp_o. Dupliciranje se nastavlja u visim razinama sve dok se ne pojavi potkartni
¢vor koji obuhvac¢a duboko u svojoj unutrasnjosti (rekurzivno izdvajanje ¢vora “dijete”
od ¢vora “djeteta”) oba potkartna ¢vora roditelja k i h od ¢vora m.

Rubni mosni ¢vorovi su “pravi” mosni ¢vorovi po izvornoj definiciji H-grafa. Ovdje
navedena definicija mosnog ¢vora ne radi distinkciju izmedu horizontalnih i vertikalnih
mosnih évorova. Prema tome vertikalno planiranje putanje bit ¢e identi¢no horizontal-
nom planiranju putanje.

Na najnizoj razini nalaze se samo krajnji i mosni ¢vorovi, a na svim ostalim razinama
samo potkartni i mosni ¢vorovi. Mosni ¢vorovi mogu biti na svim razinama osim na
korijenskoj razini (Rp). Mosni ¢vorovi koji se nalaze u razini R; nastali su (D — 1)-
strukim dupliciranjem mosnih ¢vorova iz razine Rp. Startni i ciljni ¢vorovi mogu se
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odabrati samo na najnizoj razini.

Lukovi na najnizoj razini (Ap) definirani su prema definiciji bridova u poglav-
lju 2.2.2. Ako postoji brid {m,n} € £ s pripadajucom tezinom w,,, tada je a :=
a(m,n, Wy, p)-

Za razliku od prijasnje tri kategorije parcijalnih putanja, ra¢unamo samo tip 1 —
putanja koja spaja dva mosna ¢vora unutar potkartnog ¢vora k. FHD* koristi mnogo
manje materijaliziranih cijena u grafu od algoritma HD* pa je memorijski manje zah-
tjevan. Parcijalne se putanje odreduju za svaki potkartni ¢vor izmedu svih mogucih
parova rubnih mosnih ¢vorova unutar jednog potkartnog ¢vora, pocevsi od najdetalj-
nije razine. Nakon $to se odrede parcijalne putanje u jednoj razini one su osnova za
racunanje novih parcijalnih putanja u vigoj razini. U viSoj su razini duplicirani mosni
¢vorovi vezani za potkartne ¢vorove. Izmedu svaka dva mosna ¢vora mi,m} izmedu
kojih postoji potkartni ¢vor k € N; na koji su vezani, postoji parcijalna putanja odre-
dena u nizoj razini unutar potkartnog ¢vora k, T(m’ﬁl, ml;rl, k). Ta putanja ¢ini vezu
¢vorova m} i my preko ¢vora k i odreduje njihovu cijenu prijelaza kroz évor k, c(T).
Pomocu tih (materijaliziranih) cijena, odreduju se parcijalne putanje izmedu svih mo-
gucih parova rubnih mosnih ¢vorova koji se nalaze u istom potkartnom ¢voru roditelju.
Nove parcijalne putanje postaju osnova za visu razinu. Proces odredivanja parcijalnih
putanja zavrsava kada se odrede putanje u zadnjoj razini s mosnim ¢vorovima - razina
R;. Zbog dupliciranja mosnih ¢évorova u visim razinama, parcijalna putanja koja spaja
mosni ¢évor iz potkartnog ¢vora k s mosnim ¢vorom potkartnog ¢vora roditelja ¢vora k
(tip 2) predstavlja istu parcijalnu putanju kao i putanja koja spaja dva mosna ¢vora iz
“bratskih” potkartnih ¢vorova (tip 3). RaCunanje ovih kategorija putanja (tip 2 i tip 3)
nije potrebno jer ih brzo odreduje algoritam hijerarhijskog planiranja putanje — FHD*
iz parcijalnih putanja (tip 1).

Razmotrimo ponovo primjer iz odlomka 3.1.4 prikazan na slici 3.2. Prema izmi-
jenjenim definicijama H-grafa na slici 3.6 prikazan je modificirani primjer H-grafa.
Pogledajmo primjer od najdetaljnije do najapstraktnije razine. Hodnici su zamijenjeni
detaljnim prikazom svoje unutrasnjosti, kao i sobe, i nalaze se na najdetaljnijoj razini.
Na razini R4 nalaze se sve unutrasnjosti svih soba i hodnika (svih katova), a na slici
je prikazana samo unutrasnjost sobe S3 i hodnika H4. Mosni ¢vor mg dijele i soba i
hodnik. Svi mosni ¢vorovi na razini R4 su rubni i dupliciraju se na razinu Rj3. Tako se
naznaceni mosni évorovi my, ms, mg i v dupliciraju u évorove mj, m%, m% i v{. Na
razini R3 prisutni su i drugi mosni évorovi koji su duplicirani iz razine Ry, a sadrzani su
u sobama S1, S2 i hodnicima H1, H2, H3. Mosni ¢vorovi mg i m% nisu rubni ¢vorovi
jer postoji ¢vor Sjever, koji obuhvaca njihove potkartne ¢vorove roditelje H3, S3 1 H4.
Oni povezuju svoje potkartne ¢vorove na razini R3. Rubni mosni ¢vorovi iz razine Rg

dupliciraju se u razinu Rs i tamo svi osim &vorova v2 i v2 povezuju svoj potkartni ¢vor s
2 110

drugim potkartnim ¢vorovima na razini Rs. Rubni mosni ¢vorovi v2 i v2 dupliciraju se
3 1105

u ¢vorove v% i v% na razini R; i tamo povezuju svoje potkartne ¢vorove. Iz samih naziva

potkartnih ¢vorova, jasno je da su vy i vg 1 svi njihovi duplicirani ¢vorovi vertikalni mosni
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Slika 3.6. Modificirani primjer H-grafa zgrade s éetiri kata.

¢vorovi. Vertikalni mosni ¢vorovi prisutni su kao i horizontalni u najdetaljnijoj razini. U
primjeru se jedan vertikalni mosni ¢vor nalazi u hodniku H4, koji je unutar potkartnog
¢vora Sjever, a drugi vertikalni mosni ¢vor nalazi se u hodniku unutar potkartnog ¢vora
Jug. Medutim, zanemarimo znacenja naziva: na razini Ro mogu svi potkartni ¢vorovi
predstavljati katove, svi m ¢vorovi predstavljati dizala, a v ¢vorovi predstavljati izlaze
iz cijelog kompleksa. Primjerice, ¢vor Hodnik je garaza pod zemljom, koja se sa Sest
vertikalnih mosnih ¢vorova veze na suterensku parkirnu razinu Sjever koja ima izlaz
van cijelog kompleksa u v?. Takoder se sa dva vertikalna mosna ¢vora veZe na prizemnu
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parkirnu razinu Jug, koja ima drugi izlaz van cijelog kompleksa u v3. Dodatno, dva
vertikalna mosna ¢vora vode u parkirnu razinu dublje pod zemljom Zapad, a jedan
vertikalni mosni ¢vor odvojeno vodi u parkirnu razinu dublje pod zemljom Istok. Na
razini R; izlazi v] i vd povezuju sve komplekse: garazu, Soping centar, wellness centar
i kina multipleks.

Valja napomenuti da se u sluc¢aju vise zgrada ne moraju sve zgrade modelirati istim
brojem hijerarhijskih apstrakcija. Pogledajmo sljedec¢i primjer: jedna zgrada ima cetiri
kata, svaki kat ima velik broj prostorija i hodnika koji se moraju grupirati u potkartne
¢vorove i takva zgrada zahtijeva razine Ry, ..., Rs. Druga zgrada je prizemnica sa samo
nekoliko soba i jednim hodnikom i ona zahtijeva razine Ry, Ri, Rs. Povezivanjem tih
dviju zgrada u zajednicku hijerarhijsku strukturu dobivamo razine Ry, ..., Rg, od kojih
razine Ry, R5, Rg za drugu zgradu ostaju neiskoristene. Prema tome, problem planiranja
putanje izmedu ove dvije zgrade imat ¢e start na jednoj razini hijerarhijske apstrakcije,
a cilj na drugoj. U slucaju modeliranja samo jedne zgrade, pretpostavlja se da su svi
katovi jednake strukture i da svaki kat koristi isti broj razina hijerarhijske apstrakcije.

3.3.3 Usmjeravanje hijerarhijskog pretrazivanja oko optimalne puta-
nje

Velika prednost hijerarhije opisane u prethodnom odlomku jest u hijerarhijskom pla-
niranju putanje. Pri pretrazivanju ¢vorova na visim razinama hijerarhijske apstrakcije
nije potrebno odmotavati potkartni ¢vor, kao Sto se radi u algoritmu HD*. U orga-
nizaciji hijerarhije kakvu koristi algoritmu HD* ¢vor krizanja povezan je s potkartnim
¢vorom i potrebno je razmotati potkartni ¢vor, odnosno prebaciti se u nizu razinu da se
pronadu mosni ¢vorovi od tog potkartnog ¢vora i razmotre njihove parcijalne putanje.
U predlozenoj organizaciji hijerarhije mosni su ¢vorovi ponovljeni u viSoj razini, gdje se
nalazi njihov potkartni ¢évor i postavljene su veze izmedu évorova tako da se svo nuzno
pretrazivanje odvija u jednoj razini, a dalje se nastavlja u viS§im razinama bez vracanja
na nizu ranizu.

U [18] je koristena heuristika prema cilju, a ¢vorovi se pretrazuju redom prema
vrijednosti funkcije f = ¢+ ¢, gdje je ¢ cijena putanje koja se razmatra, a g procjena
cijene ostatka putanje do cilja. Cijena koja se procjenjuje heuristi¢cnom funkcijom g
moze se zamijeniti egzaktnom cijenom putanje ¢g* do cilja. Mobilni robot na putanji
do cilja mijenja svoju trenutnu (startnu) poziciju, odnosno startni ¢vor se za algoritam
planiranja putanje mijenja. U dinamickim prostorima korisnije je koristiti heuristiku
prema startu, budué¢i da se dio prostora ispred mobilnog robota mijenja, a onaj oko
zadanog cilja ostaje nepromijenjen. Dinamicko planiranje algoritmom A* sporije je nego
algoritmom FD*. U izvedbi algoritma A* ne postoji izracunata putanja do cilja iz svih
¢vorova u pretrazenom podrudju, kao $to postoje u izvedbi algoritma FD*. Algoritam
FD* koristi sve izra¢unate putanje od zadnjeg izvodenja algoritma u novim izvodenjima
i zato je vremenski uéinkovit, dok A* moZe koristiti samo jednu putanju — inicijalna
putanja. Pogledajmo svojstvo funkcije f kod algoritama A* i FD*. Buduc¢i da heuristika
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mora biti dopustiva i konzistentna (odlomak 2.3.1), prema lemi 2.3 vrijedi:

f(8) < fn) < F(G), (3.12)

za svaki proSireni ¢vor n algoritmom A* odnosno za svaki proSireni ¢vor n algoritmom
FD*
F(G) < fn) < f(9). (3.13)

Bududi da su redom pretrazivani ¢vorovi koji imaju najmanju vrijednost funkcije f, u
procesu dinamickog planiranja algoritam FD* odabire ¢vorove blize cilju, a algoritam
A* odabire ¢vorove blize startu. Prema tome, dinamicko planiranje algoritmom A*
pocinje startnim ¢vorom, a dinamicko planiranje algoritmom FD* poéinje ¢vorom koji
je postao zauzetim. Lokalno preusmjeravanje pokazivaca oko ¢vora s preprekom mnogo
je brze od pretrazivanja ¢vorova od startnog ¢vora.

3.3.4 Inicijalno planiranje putanje

Pretpostavka je da se start (S) i cilj (G) ne nalaze u istom potkartnom ¢voru, inace se
radi o obi¢nom algoritmu FD*. Neka je R; (0 <i < D — 1) razina u kojoj je definiran
potkartni ¢vor koji obuhvaca i start i cilj u svojim potkartnim ¢vorovima u najvecoj
dubini hijerarhije. Nazovimo taj ¢vor zajednickim potkartnim ¢vorom i oznac¢imo ga s
kL. (algoritam 3.6).

Algoritam 3.6: zajednicki-potkartni-¢vor(S, G))

1: ks < roditelj(S)
: ka < roditelj(G)

2
3 dok kg # ka

4: kg < roditelj(kg)
5: kq < roditelj(keq)
6 kraj

7 vrati kg

Pretrazivanje poc¢inje od najnize razine Rp od starta i od cilja paralelno (algoritmi
trazi-od-starta i trazi-od-cilja, 3.7). Koristimo skup O u koji se dodaju ¢vorovi koji
se trenutno pretrazuju, a iz kojeg se oduzimaju pretrazeni ¢vorovi. Od starta se pretra-
7zuju ¢vorovi redom prema rastucoj vrijednosti funkcije h, gdje je h akumulirana cijena
putanje od starta. Analogno, od cilja se pretrazuju ¢vorovi redom prema rastucoj vri-
jednosti funkcije g, gdje je g akumulirana cijena putanje od cilja. Pretrazuju se samo
¢vorovi unutar istog potkartnog évora roditelja od starta (kg_l = roditelj(S)), odnosno
od cilja (k:g_l = roditelj(G), linija 7 u algoritmu 3.7). Pretrazenim ¢vorovima pamte
se akumulirane cijene ¢g i h i pamte se pokazivai bg(-) 1 bg(-) pomocu kojih se moze
rekonstruirati optimalnu putanju iz bilo kojeg pretrazenog ¢vora do cilja (starta) (za
najdetaljniju razinu to su linije 9-13 u algoritmu 3.7). Pretrazivanje u razini Rp traje
sve dok se ne dohvate svi rubni mosni ¢vorovi u startnom, odnosno ciljnom potkartnom
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Algoritam 3.7: trazi-od-cilja(Q)

1 O+ G, g(G) + 0, k < roditelj(G) //Inicijalizacija
2 dok O # 0

3 Gmin < min{g(n) | n € O\ M,.}

4 ako n* £ 0 //za n* vrijedi g(n*) = gmin

o 04 n*

6: O+ 0O\o

7 za Vn € k tako da Ja(o,n,wy,) € A

8 akon ¢ K

9: akon ¢ O ili g(n) > g(0) + won
10: O+ 0Un

11 9(n) < 9(0) + tion

12: ba(n) < o

13: kraj

14: inace

15: r<ren|Jalr,o,w) € A

16: za Vp € k tako da Ja(n,p,w,) € A
17: m < m € n | Ja(m,p,w) € A
18: T < T(r,m,n)

19: ako p ¢ O ili g(p) > g(o) +¢(T)
20: O+~ OuUp

21: 9(p) < g(0) +c(T)

22: ba(p) < o

23: ba(n) < o //radi rekonstrukcije parcijalnih putanja
24: kraj

25: kraj

26: kraj

27: kraj

28: inace //ostali su samo rubni mosni ¢vorovi
29: za Vm e O

30: O« O\m

31: k < roditelj(k)

32: ako In € k tako da Ja(n,m,w) € A
33: O+~ 0Un

34: gn) «—gm)+w //w=0

35: ba(n) < m

36: kraj

37: kraj

38: kraj

39: kraj

¢voru roditelju, i samo oni ostanu u skupu O (linije 3 i 28). Tada postoji optimalna
putanja iz svakog rubnog mosnog ¢vora iz potkartnog ¢vora ké) ~1 do starta i analogno,
iz svakog rubnog mosnog ¢vora iz potkartnog ¢vora kg ~1 do cilja. Rubni mosni &vorovi
oduzimaju se zadnji iz skupa O.

Pretrazivanje se prebacuje u visu razinu (Rp_1) tako $to se rubni mosni &vorovi

zamijene njihovim dupliciranim mosnim ¢vorovima iz viSe razine i odredi se novi pot-
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kartni ¢vor roditelj (linije 29-37). Oznacimo te roditelje sa kg—z = roditelj(k:g_l) i
kg ~2 = roditelj (k:g _1). Valja napomenuti da je akumulirana cijena dupliciranog mos-
nog &évora m' jednaka akumuliranoj cijeni mosnog ¢vora m'*!, buduéi da po definiciji
dupliciranog mosnog &vora postoji luk a(m!,m**! w) i ima tezinu w = 0. Dalje se
pretrazuju svi ¢vorovi na isti nac¢in kao i na najdetaljnijoj razini, osim $to ovdje postoje
i potkartni ¢vorovi (linije 15-25). Oni se pretrazuju tako $to se koriste cijene parcijalnih
putanja iz nize razine. Izmedu svaka dva mosna ¢vora mi, m} izmedu kojih postoji
potkartni ¢vor n € N; s kojim su vezani, postoji parcijalna putanja odredena u nizoj
razini unutar potkartnog ¢vora n, T(mﬁ“,méﬂ,n). Ta putanja ¢ini vezu ¢vorova mzl
i mb preko ¢vora n i odreduje njihovu cijenu prijelaza kroz évor m, ¢(T). U skup O
ne ubacuju se potkartni ve¢ samo mosni ¢vorovi. Pokazivadi su postavljeni tako da se
kasnije moze rekonstruirati parcijalna putanja izmedu dvaju mosnih &vorova (algoritam
3.8). Rubni mosni ¢vorovi vezani su samo s jednim potkartnim ¢vorom tako da ¢e oni
biti zavrdni ¢vorovi u pretrazivanju na svakoj razini (linije 29-37). Postupak se dalje
ponavlja kroz vise razine hijerarhijske apstrakcije sve dok se ne dosegne razina Ry. Pre-
trazivanje se mora nastaviti i iznad razine sa zajednic¢kim potkartnim ¢vorom kng jer se
moze dogoditi da postoje putanje kroz “nebratske” potkartne ¢vorove (koji nisu sadrzani
u ki) zbog strukture hijerarhije.

Algoritam 3.8: ubaci-parcijalne-putanje(P)

1: za Vm € PN M

2. i i|m =P

3: P+ P[1,...,1

4: Py Pli+1,...,|P|]

D: p < Pi[|P1]]

6: 0+ Po[1]

7 ako je p,o € M i razina(p) = razina(o) i In,a(n,o,w,) € A
tako da b(n) = o

8: r<ren|Jalr,o,w) € A

9: m < m € n | Ja(m,p,w) € A

10: T« T(r,m,n)

11: P+ PLUT UPy

12: kraj

13: kraj

14:  vrati P

Pseudokod inicijalnog planiranja algoritma FHD* dan je algoritmom 3.9. Po zavr-
Setku pretrazivanja i od starta i od cilja, trazi se mosni ¢vor m € quG, koji ima najmanju
cijenu f(m) = g(m)—+h(m) (algoritam 3.9, linije 4-5). Cvor n* koji ima najmanju cijenu
f nalazi se na optimalnoj putanji. Od n* do cilja odredena je putanja Pg, i analogno je
od istog ¢vora do starta odredena putanja Pg (linije 7-12 i 14-16). Putanja se djelomi¢no
sastoji od niza mosnih ¢vorova izmedu kojih se ubacuju parcijalne putanje (algoritam
3.8). Ukupna putanja P(S,G) odredi se unijom putanja Pg i Pg, ali tako da se obrne
redoslijed ¢vorova u putanji Pg.
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Algoritam 3.9: inicijalno-planiranje-FHD*(S, G)
zaVn € N, g(n) «+ oo //Inicijalizacija
trazi-od-cilja(G) //odredi svakom cvoru g, bg
trazi-od-starta(S) //odredi svakom cvoru h, bg
ksc +zajednicki-potkartni-évor(S, G)
fmin < min{g(n) + h(n) | n € MNkgg}
ako fin < 00
Ps =P(n*,S) //za n* vrijedi g(n*) + h(n*) = fiin
Ps[l] < n*
zai=2,...,|Ps|
Psli] < bs(Psli — 1])
9(Psli]) < g(Ps[i — 1]) + h(Ps[i — 1]) — h(Ps]i])

kraj
Ps +ubaci-parcijalne-putanje(Ps)
P =P(n*,G):

Pall] «+ n*

Pali] < ba(Pali—1]), i=2,...,|Pq|
Pe +ubaci-parcijalne-putanje(Pg)
P =P(S,G):
P1] + Ps[|Ps|]
Pli] « Ps[[Ps| —i+1], i =2,...,|Ps]|
P+ PUPqg
inace
P10
kraj
vrati P

DO DN DD DN DN DD F= = = = e e e e
TEONL OO IDU A WO PR RCEwy s

Za daljnje izracune algoritma potrebne su cijene ¢ i funkcija k koja pamti staru
vrijednost cijene g. Cvorovi koji se nalaze na putanji Ps nemaju odredene vrijednosti
g, ali se one jednostavno odreduju iz vrijednosti A i poznate vrijednosti g na pocetnom

¢voru (linija 11 algoritma 3.9).

3.3.5 Dinamicko planiranje putanje

Proces dinamickog planiranja sli¢an je dinamic¢kom planiranju algoritmom FD* u jedno-
razinskom grafu. Pseudokod dinamickog planiranja putanje algoritma FHD* dan je
algoritmom 3.10. Pocinje od najnize razine. Cvor Z koji predstavlja polje koje je
postalo zauzeto azurira se prvi i propagira porast cijene prema trenutnoj poziciji robota
- startu (algoritam 3.15). Cvorovi se azuriraju tako $to se dodaju u skup O (algoritam
3.11). Tada im se odreduju vrijednosti funkcija k,g, f. Heuristika se ra¢una prema
trenutnoj poziciji robota — S.

Pretrazivanje se odvija u potkartnom ¢voru roditelju od ¢vora Z, nazovimo ga krg_l.
Ako je ¢vor Z mosni ¢vor, tada on ima dva potkartna ¢vora roditelja i pretrazivanje se
odvija u ¢voru koji je na putanji blizi startnom ¢voru. Iz skupa O oduzima se ¢vor o
koji ima najmanju cijenu funkcije f = k + g, a razmatraju se svi ¢vorovi koji su lukom



3.8. Fokusirani hijerarhijski algoritam D*

77

Algoritam 3.10: dinamicko-planiranje-FHD*(S, G, Z)

N I N B N T N B e B e e e e e e e
E QRS O©00 DU W= O PRI

trazi-od-prepreke(Z,S) //odredi évorovima g, b, f, k
spoji-mosne-évorove(S) //odredi ¢vorovima h, bg

ks < roditelj(S)

fmin < min{g(n) + h(n) | n € MNkg}

ako fin < 00

Pg =P(n*,S) //zan* € MNkg vrijedi g(n*) + h(n*) = fiin

Ps[l] < n*
zai=2,...,|Pg|
Psli] < bs(Psli — 1])
) 9(Psli]) <= g(Ps[i —1]) + h(Psli — 1]) — h(Psli])
raj
Pg +—ubaci-parcijalne-putanje(Pg)
Pe = P(n*,G):
Pall] « n*
Pali] < ba(Pgli—1]), i =2,...,[Pa|
Pe +ubaci-parcijalne-putanje(Pg)
P =P(S,G):
P[] < Ps[[Ps|]
Pli] <= Ps[|Ps| =i+ 1], i=2,...,[Pg
P <+~ PUPg
inace
P10
kraj
vrati P

Algoritam 3.11: dodaj-FHD*(n, gmin)

akon e O
. lj:(n) < min{g(n), Gmin }
inace

k(n) < min{k(n), gmin }
kraj
g(n) < 9min
h(n) < heuristika(n, S)
f(n) < k(n) + h(n)
O+~ 0OUn

Algoritam 3.12: smanji-cijenu(o, n, w)

1:

2:
3:
4:

ako k(o) < g(0) 1 [(h(n) +g(n)),g(n)] < [f(0),k(0)] i g(0) > g(n) +w

g(0) <= g(n) + w
ba(o) < n
kraj
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Algoritam 3.13: giri-smanjenje(o, n, w)
L. ako k(o) = g(0) i (bg(n) =01 g(n) # g(0) + w) ili (g(n) > g(o) +w)
2: dodaj-FHD*(n, (9(0) + w)
3: ba(n) < o
4: kraj

Algoritam 3.14: Siri-porast(o, n, w)

L: ako k(o) < g(o)

2: ako (bg(n) =01 g(n) # g(o) + w)

3: dodaj-FHD*(n, (g(0) + w))

4: inace ako (bg(n) #o1ig(n) > glo)+w)io¢ O

5: dodaj-FHD*(0, g(0))

6: inace ako (bg(n) #o1ig(o) >g(n)+w)ing¢ O
i [£(0), k(0)] < [(h(n) + g(n)),g(n)]

7 dodaj-FHD*(n, g(n))

8: kraj

9: kraj

vezani za ¢vor o. S obzirom na odnos cijena k(o) i g(o) tom se ¢voru moze smanjiti
cijena (algoritam 3.12), on moZe $iriti smanjenje cijene drugim ¢vorovima (algoritam
3.13) ili moze §iriti porast cijene drugim ¢vorovima (algoritam 3.14). Te tri funkcije
osnovne su funkcije algoritma FD*.

Rubni mosni ¢vorovi obraduju se zadnji, jer su oni povezani s viSom razinom. Nji-
hovim dupliciranim mosnim ¢évorovima u visoj razini samo se prepisu vrijednosti cijena
izvornih mosnih ¢vorova (algoritam 3.15, linije 25-33). Ako su u skupu O ostali samo
rubni mosni ¢vorovi, u potkartnom ¢voru ne postoji putanja i pretrazivanje se nastavlja
u viSoj razini unutar potkartnog ¢vora roditelja klZ) ~2. Proces dinamickog planiranja
na vigoj razini identic¢an je dinamickom planiranju u najnizoj razini, osim §to se rac¢una
s materijaliziranim cijenama izmedu dvaju mosnih ¢vorova, kao i u inicijalnom izra-
¢unu (algoritam 3.15, linije 14-21). U visim se razinama takoder rubni mosni ¢vorovi
oduzimaju zadnji iz skupa O, jer su oni povezani s viSom razinom.

Pretrazivanje traje dokle god ima ¢vorova u skupu O. To ¢ini razliku u odnosu na
algoritam FD*, koji ima uvjet zaustavljanja ako cijena startnog ¢vora postane manja
od najmanje cijene ¢vorova iz skupa O. Ovdje se ne moze koristiti taj uvjet jer se ne
vra¢amo na najnizu razinu u kojoj se nalazi start.

Zadnji je korak dinamickog planiranja algoritmom FHD* vracanje u najnizu razinu
radi povezivanja starta s najboljim mosnim ¢vorom iz njegovog potkartnog ¢vora. Mosni
¢vorovi iz potkartnog ¢vora koji sadrzi start nemaju putanju do starta (start je trenutna
pozicija robota koja nije jednaka prvotnom startu). Medutim oni se moraju odrediti da
bi se osigurala optimalnost ukupne putanje. Najucinkovitije je odrediti sve putanje u
jednom prolazu pretrazivanja. Pretrazi se cijeli potkartni ¢vor koji sadrzi start D* algo-
ritmom pocev&i od starta. Po zavrietku pretrazivanja, iz svakog ¢vora (unutar startovog
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Algoritam 3.15: trazi-od-prepreke(Z, S)

1.  dodaj-FHD*(Z,g(2))

2 k < roditelj(Z)

3 dok O # 0

4: fmin < min{f(n) | n € O\ M, }

5: ako n* £ 0 //za n* vrijedi f(n*) = fimin
6: 04 n*

7 O+ 0O\o

8 za Vn € k tako da Ja(o,n,wy,) € A

9 akon ¢ K

10: smanji-cijenu(o, n, we, )

11: Siri-smanjenje(o, n, wep,)

12: giri-porast(o,n, wep)

13: inace

14: r<ren|Jalr,o,w) € A

15: za Vp € k tako da Ja(n,p,w,) € A
16: m < m €n | Ja(m,p,w) € A
17: T < T(r,m,n)

18: smanji-cijenu(o, p, ¢(T))

19: Siri-smanjenje(o, p, ¢(7))

20: Siri-porast(o,p,c(T))

21: kraj

22: kraj

23: kraj

24: inace //ostali su samo rubni mosni ¢vorovi
25: za Vm e O

26: O+ 0O0\m

27 k < roditelj(k)

28: ako In € k tako da Ja(n,m,w) € A
29: O+ OuU{n}

30: k(n) < k(m), g(n) < g(m), f(n) < f(m) //Prepisivanje
31: ba(n) « m

32: kraj

33: kraj

34: kraj

35: kraj

potkartnog ¢vora) postoji putanja i cijena putanje do starta odredena pokazivacima bg
i cijenom h (algoritam 3.16).

Na kraju se trazi najbolji mosni ¢vor iz startovog potkartnog ¢vora, koji ima naj-
manju cijenu f = g + h (algoritam 3.10, linije 3-4). Cvor koji ima minimalnu cijenu f
nalazi se na optimalnoj putanji. Putanja se odredi na slican nacin kao i u inicijalnom

pretrazivanju (linije 6-20).
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Algoritam 3.16: spoji-mosne-¢vorove(.S)

1 k < roditelj(S)
2 Vn € k, h(n) < oo //Inicijalizacija
3 O+ S

4: h(S) <+ 0

5: dok O\ M, # 0
6.

7

8

9

honin < min{h(n) | n € O\ M.}
04+ n* //za n* vrijedi h(n*) = hpn

O+ 0O\o

: za Vn € k tako da Ja(o,n, w,) € A:
10: akon ¢ O ili h(n) > h(o) + Won
11: O+ 0Un
12: h(n) < h(o) + won,
13: bg(n) < o
14: kraj
15: kraj
16: kraj

3.4 Automatska izgradnja hijerarhijske karte

Ucinkovit pristup automatskoj izgradnji hijerarhijske apstrakcije prostora predlozen je
u [112]. Pristup je zasnovan na optimalno postavljenim mosnim ¢vorovima i izgraduje
kartu opisanu u odlomku 3.3.2. Konzistentnost hijerarhijske karte zajamdcena je izgrad-
njom apstraktnih razina iz mrezaste karte zauzec¢a. Proces izgradnje hijerarhijske karte
neovisan je o promjenama u prostoru i izvodi se samo jednom, inicijalno, prije pocetka
planiranja putanje. Promjene u prostorima koje robot otkriva svojim senzorima po-
hranjuju se u mrezastoj karti zauzeca, dakle u najnizoj razini, a dalje se na ucinkovit
nacin korigiraju cijene ¢vorova na viSim razinama algoritmom hijerarhijskog planira-
nja putanje (3to je detaljno opisano u odlomku 3.3.3). Optimalnost izra¢unate putanje
na takvom grafu osigurana je optimalnim pozicijama mosnih ¢vorova izmedu kojih se

rac¢unaju parcijalne putanje.

Predlozeni algoritam odreduje optimalne pozicije mosnih ¢vorova i izdvaja sobe iz
najdetaljnije hijerarhijske apstrakcije unutarnjeg prostora — mrezaste karte zauzeca sa
sigurnosnom maskom cijena (poglavlje 2.2.2). Sigurnosna maska cijena daje fini prijelaz
cijena od prepreka prema slobodnom prostoru. Na takvoj karti algoritam radi sljedece
operacije u tri koraka: (i) izolira uske prolaze koji imaju vazan zadatak u koordiniranju
vige robota, (ii) odreduje pozicije mosnih ¢vorova na osnovi uskih prolaza i (iii) odreduje
grupacije slobodnih polja nazvanih sobe ogradenih preprekama i uskim prolazima od
drugih soba. Sobe ¢ine potkartne ¢vorove u visoj razini hijerarhije. Dalje se nastavlja
jednostavan proces grupiranja potkartnih ¢vorova u nove potkartne ¢vorove iduéi prema
apstraktnijim razinama hijerarhije.
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3.4.1 Izdvajanje uskih prolaza

Prvi korak algoritma je pronalaZzenje uskih prolaza iz mrezaste karte zauzeca sa sigur-
nosnom maskom cijena. Slika 3.7 predstavlja detaljan opis dijela hodnika. Stvarne
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Slika 3.7. Dio mrezaste karte zauzeéa sa sigurnosnom maskom cijena na razini Rp.

koordinate polja oznacene su na osima x i y. Radi jednostavnosti zapisa realna koordi-
nata prostora (z,y) € R? pretvara se u cjelobrojne koordinate mrezaste karte zauzeca
(i,5) € N2

o T — T Y—Y
(17.7) ::(( ] ~|7( ] ~|)7 (3.14)

Epolje Epolje
gdje je epoje duljina stranice polja, a x¢ i yo najmanje koordinate prostora (ishodi-
Ste je lijevi donji ugao karte prostora). Prema tome, polje n € K ima realne koor-

dinate centra ¢, = (7,,y,) € R2 a cjelobrojne (in,j,) € N2. Funkcija zauzetosti
z: K = {1,2,..., Zmae } ovdje je predstavljena funkcijom dviju varijabli z : N?
{1,2,..., Zmaz }, gdje je zmaz = M. + 2 maksimalna vrijednost sigurnosne cijene odre-

dena parametrom Sirine sigurnosne maske cijena M, koji utjece na odmaknutost putanje
od prepreka i moze se odrediti kao §to je opisano u poglavlju 5.3.3. Najmanja vrijednost
funkcije z je u poljima izvan sigurnosne maske cijena, z(-,-) = 1, a najveca vrijednost u
zauzetim poljima, z(+,+) = Zmqe. Trodimenzionalni prikaz funkcije z dan je na slici 3.8
s naznacenim uskim prolazom. Uski prolaz definiran je kao skup polja u kojima je pri-
sutan lokalni minimum funkcije z, a vrijednost funkcije z je ve¢a od 1. Najveca Sirina
uskog prolaza jednaka je dvijema Sirinama sigurnosne maske cijena. Pri odredivanju
minimuma funkcije z dopustamo da najviSe dva susjedna polja poprimaju minimalnu
vrijednost. Minimumi se odreduju za V(i, j) € N2 prema vrijednostima druge derivacije
po varijabli 7 i j zasebno:

1

z; (1,7) = 2(i —1,5) — 22(4,5) + 2(i + 1,7),

KA
: 2,5 — 1) = 22(4,5) + (3,5 + 1).

i) (3.15)
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130

Slika 3.8. Dio prostora u 3D prikaezu s vrijednostima funkcije zauzetosti z na z-o0si.

Neka je U skup ¢vorova cije se koordinate nalaze u uskom prolazu. Cvor n € N koor-
dinata (i,, jn) pridruzuje se skupu U ako njegove koordinate ispunjuju sljedece uvjete:

za VYn € N koordinata (i, jn)

ako je z; (in, jn) > 01 [2(in — 2,jn) — 2(in +2,jn)| < 1
il 25 (i jn) > 01 2(in, jn — 2) = 2(in, jn +2)] < 1,
tada U <+ U Un.

(3.16)

Dobiveni skup U razdjeljuje se na U disjunktnih podskupova. Svaki podskup Uy, k =
1,...,U, opisuje jedan uski prolaz u prostoru. Svaki element skupa U rasporeduje se u
odgovarajuéi podskup Ug. Pocetno je Uy «— {n} e U, U U\ {n} i U =1, a dalje se
rjeSava iterativno sljedeéi izraz:

ako I3m € U i n € Uy tako da {m,n} €&
tada Uy <+ Uy U{m} iU <« U\ {m} (3.17)
inate U+~ U+1, Uy <+ {n}elU, U<+U\{n}.

Postupak (3.17) ponavlja se sve dok nije Y = (). Svakom skupu Uy, k = 1,...,U,
odreduje se sredisnji ¢vor, oznacen s € Uy, Cije su koordinate u sredistu uskog prolaza.
Srediste prolaza odreduje se kao bilo koja najbliza koordinata (moze ih biti vige) arit-
metickoj sredini (zs,ys) € R? svih koordinata &vorova iz Uy. Sredisnji évor s odreduje
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se kako slijedi:

1 ..
= znj (s Jn) (3.18)

wu. n €U

(xSays) :

s € argmin |[(7s,ys) — (in, Jn)| (3.19)

u.u. n € Uy

Moguce pozicije mosnih ¢vorova su u srediSnjim koordinatama, odnosno s; moze biti
mosni ¢vor ako ispunjuje odredene uvjete drugog koraka algoritma opisanog u odlomku
3.4.2. Slika 3.9 prikazuje uske prolaze u dijelu prostora predstavljenim mrezastom kar-
tom zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena.
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Slika 3.9. Uski prolazi u dijelu prostora predstavljenim mreZastom kartom zauzeéa sa sigurnos-
nom maskom cijena.

3.4.2 Odredivanje pozicije mosnih ¢vorova

Cilj je ovog koraka algoritma odrediti koje od sredisnjih koordinata uskih prolaza ¢ine
koordinate mosnih ¢vorova, odnosno odrediti skup mosnih ¢vorova M. Mosni &vor
mora biti na granici izmedu dvaju potkartnih ¢vorova, odnosno, u nasem slucaju, dvije
sobe. Polja jedne sobe odvojena su od polja drugih soba preprekama (zidovima) i uskim
prolazima (vratima) — tu je mjesto mosnih ¢vorova. No, ne odvajaju svi uski prolazi
sobe. Potrebno je razluciti koji od skupova Uy, k = 1,...,U, predstavljaju uske prolaze
koji odvajaju jednu sobu od druge, a koji predstavljaju uske prolaze unutar sobe poput,
primjerice, malog razmaka izmedu dviju klupa. Potrebno je nac¢i zatvorenu petlju koja
prolazi granicama sobe. Time ¢e se ujedno izdvojiti soba, a i ulazi u sobu, odnosno
mosni ¢vorovi. Valja napomenuti da, ako se radi o prostoriji napucenoj preprekama
tako da one formiraju izdvojena podrudja, onda ¢e ta podrucja biti proglasena sobama
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iako se radi o dijelovima soba. Na taj je na¢in ubrzano hijerarhijsko planiranje, buduéi
da put izmedu dva ogradena dijela prostorije (u ovom sluc¢aju sobe) mora prolaziti
uskim prolazom, a taj ¢e put biti inicijalno spremljen kao parcijalni put izmedu mosnih
¢vorova. Drugim rije¢ima, pozicija mosnog ¢vora nije nuzno na vratima prostorije.
Primijenili smo jednostavnu ideju. Pocetno je skup mosnih ¢vorova prazan, M <«
(). Od svake sredisnje koordinate uskih prolaza, odnosno koordinate ¢vora s, € Uy,
k=1,...,U, odrede se dva najbliza zauzeta polja u suprotnim smjerovima od s; po
osi po kojoj je prisutan lokalni minimum u polju ¢vora s;. Jedno polje se proglasi
pocetnim (S), a drugo krajnjim (Gg), k = 1,...,U, kao na slici 3.10. Stvori se graf
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Slika 3.10. Odredivanje pozicije mosnog cvora na sredisnjoj koordinati uskog prolaza, s1 € Uy.
Put P1(S1,G1) zaokruzuje sobu. Pocetne i krajnje pozicije Sy, G, k =1,...,U, prikazane su
oznakom 0, odnosno oznakom x.

Gz(Z,£7,Wz) kojemu su Cvorovi samo zauzeta polja mrezaste karte zauzeca, a start
icilj su Si, G € O. Skup bridova £z i pripadajuc¢ih tezina Wy definiran je u skladu
s prethodnim definicijama grafa G(N,E,W). Trazi se najkraéi put Pg(Sk, G) u grafu
Gz(Z,E2,Wz) od Sk do Gy tako §to se od svih drugih S; i G;, i = 1,...,U, i # k,
napravi zauzeta spojnica preko koje taj put moze preci, odnosno ¢vorovi na spojnici
ubace se u graf u skup Z. Promatramo prolaze kao da su ih zauzele neke dinamicke
prepreke, a jedino se uski prolaz Uy smatra slobodnim. Ako postoji put Px(Sk, Gk),
onda taj put zatvara sobu i s postaje mosni ¢vor ¢ija je pozicija na ulazu u sobu, M +
MU sg. Ako postoji paran broj polja u uskom prolazu, gledajuéi po spojnici izmedu Sy
i G, da bi se sacuvala optimalnost hijerarhijskog planiranja, postavlja se dodatni mosni
¢vor do ¢vora si. Tada se koordinate oba mosna ¢vora nalaze u lokalnom minimumu, a
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zajednicki brid polja koja opisuju nalazi se na sredini uskog prolaza. Slika 3.10 prikazuje
takav slu¢aj, a njen uvecani dio s naznacenim pozicijama dva mosna ¢vora jedan do
drugog prikazan je na slici 3.11. Ako put ne postoji, onda se ne radi o zatvorenom
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Slika 3.11. Slucaj parnog broja polja u uskom prolazu: postavljena su dva mosna cvora jedan
do drugog — my,mg € M.

podrucju. Sredi$nja koordinata tog uskog prolaza nije klju¢na za hijerarhijsko planiranje
i stoga ona nije pozicija mosnog ¢vora. Razlog tomu jest sto ¢e taj uski prolaz biti unutar
neke sobe, a preracunane putanje ne moraju nuzno prolaziti kroz njega. Procedura
trazenja puta Pk (Sk, Gr) od Si do Gy i odredivanja mosnog ¢vora, ako put Py (Sk, Gk)
postoji, ponavlja se zasve k =1,...,U.

3.4.3 Odredivanje soba

Cilj ovog (zadnjeg) koraka algoritma jest izdvojiti skup ¢vorova koji predstavlja polja
jedne sobe, a na visoj razini hijerarhije predstavlja jedan potkartni ¢vor. U prethodnom
koraku odredeni su ulazi u sobe. Neke sobe nece biti zaokruzene putom jer moze pos-
tojati krac¢i put od nekog Sy do Gy, k € {1,...,U}, koji prolazi sobom manjeg opsega.
Medutim, ¢im je odreden put Pr(Sk,Gk), k € {1,...,U}, spojnice izmedu Sy i Gj
koje prelaze preko mosnog ¢vora spremljene su kao granice koje odvajaju jednu sobu od
druge i na taj se nac¢in lako izdvajaju potkartni ¢vorovi — sobe. Na slici 3.12 prikazani
su odredeni putovi kroz granice soba i oznacene spojnice na ulazima u sobu. Neka je
Z C N skup svih ¢vorova ¢ije se koordinate nalaze na spojnicama izmedu Sy i Gy, za
one k € {1,...,U} za koje postoji mosni ¢vor s € Uy. Neka je S skup svih ¢évorova
bez spojnica, odnosno S «<— A '\ Z. Skup S razdjeljuje se na S disjunktnih podskupova.
Svaki podskup &;, i = 1,...,.5, opisuje jednu sobu. Svaki element skupa S rasporeduje
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Slika 3.12. Granice koje izdvajaju sobe — putovi i spojnice.

se u odgovarajuci podskup S;. Pocetno je Sg + {n} € S, S« S\ {n}i S =1, adalje

se iterativno rjesava sljededci izraz:

ako Im € Sin € Sg tako da {m,n} € €
tada Sg + SsU{m} 1S+ S\ {m} (3.20)
inate S+ S+1, Sg+{n}eS, S+ S\{n}

Postupak (3.20) ponavlja se sve dok nije & = ). Naposljetku se spojnice pridjeljuju
proizvoljno sobama tako da vrijedi:

zaVn el
ako jem € S;, zai € {1,...,5}, tako da {m,n} € £ (3.21)
tada S; «+ S; U {’I’L}

Mosni se ¢vorovi pridjeljuju dvjema sobama. Tako ¢e jedan mosni ¢vor, koji je na
spojnici izmedu dviju soba, biti pridjeljen i jednoj i drugoj sobi. Prema tome za mosne

¢vorove vrijedi:

za VYm € M
akojeneSjileSjzaije{l,...,S}ii#j, tako da {m,n},{l,m} €& (3.22)
tada S; %SZU{m} i Sj %SjU{m}.



3.4. Automatska izgradnja hijerarhijske karte 87

Na slici 3.13 prikazane su sobe kao skupovi ¢vorova iste boje i mosni ¢vorovi oznaceni
s ¢. Radi jasnoce, samo su Cetiri sobe numerirane. Prostor prikazan na slici 3.13
odgovara prostoru prikazanom na slici 3.12.

20 40 60 80 100 120 140 160 180

Slika 3.13. Opis dijela prostora sobama i mosnim ¢vorovima (oznaka ¢ ).

3.4.4 Organiziranje visih razina hijerarhijske apstrakcije

Narazini Rp je graf stvoren iz mrezaste karte zauzeca, a na razini Rp_1 je graf sastavljen
od mosnih ¢vorova i soba. Mosni ¢vorovi povezuju potkartni ¢vor u kojem se nalaze s
potkartnim ¢vorom vise razine i to tako da se dupliciraju u razini iznad. Pri tome su
mosni ¢vorovi u razini Rp odredeni pozicijom, a u razini Rp_; prikazani apstraktno.
Veze izmedu mosnih ¢vorova u razini Rp_1 su parcijalni putovi odredeni u nizoj razini
hijerarhijske apstrakcije. Parcijalni putovi odreduju se na razini Rp izmedu svih mosnih
¢vorova koji pripadaju istom potkartnom ¢voru, odnosno sobi.

Opisana hijerarhijska karta ima ukupno tri razine hijerarhijske apstrakcije (D = 2),
a najapstraktnija razina Ry sadrzi samo jedan ¢vor. Moze imati i Cetiri razine ako se iz
skupa M ru¢no izdvoje mosni ¢vorovi koji se nalaze na ulazima u dizala, a u razini R;
spajaju potkartne ¢vorove katove. Medutim, moguce je primijeniti jednostavan proces
grupiranja ¢vorova i stvoriti dodatne apstraktnije razine.

Neka se grupira n € N potkartnih ¢vorova (soba) i pripadnih mosnih &vorova tako da
oni ¢ine jedan potkartni ¢vor na vigoj razini apstrakcije. Da bi se sacuvala konzistentnost
hijerarhije, potrebno je grupirati bliske potkartne ¢vorove i pripadne mosne ¢vorove. Dva
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su potkartna ¢vora bliska ako vrijedi:

ImeMiije{l,...,S}, i#j, takodame S imeS;

3.23
tada su S; i S; bliski. ( )

Skupom povezanih potkartnih ¢vorova zovemo takav skup & u kojem postoji barem
|X'| — 1 bliskih parova potkartnih ¢vorova.

Neka je ICJD ~2 gkup s n povezanih potkartnih ¢vorova, 1 < n < S, i pripadnih

mosnih ¢vorova i neka ima KP”~2 € N takvih skupova, odnosno j € {1,..., KP=2}.
Skupovi IC]D_Q, j=1,...,KP~2 su potkartni &vorovi na razini Rp_». Unutar svakog
skupa IC]D_Z, j=1,...,KP72 postoji barem jedan mosni ¢vor r € M koji se nalazi

u samo jednoj sobi r € §; € ICJD_Q, i €{1,...,S} i u nijednoj drugoj sobi iz ICJD_Q,
odnosno r ¢ K; \ S;. Takav je ¢vor rubni mosni ¢vor (prema definiciji u odlomku
3.3.2). Rubni mosni ¢vor € M koji se nalazi u sobi S; € KP~72, j € {1,..., KP~2},
i € {1,...,5}, postoji kao rubni mosni ¢vor u sobi S, € K 2 1e{l,... KPP,
l# 34, ke{l,...,S}, koja je bliska sobi S;. Prema tome, rubni mosni ¢vorovi povezuju
druge potkartne ¢vorove na razini Rp_s, kao $to svi mosni ¢vorovi odredeni u razini
Rp povezuju potkartne ¢vorove - sobe na razini Rp_;. Rubni mosni évorovi iz razine
Rp_1 nalaze se kao mosni ¢vorovi u razini Rp_s. Veze izmedu mosnih ¢vorova na razini
Rp_s su parcijalni putovi odredeni u nizoj razini Rp_; izmedu rubnih mosnih évorova.
Parcijalni putovi odreduju se izmedu svih rubnih mosnih évorova koji pripadaju istom
potkartnom &voru ICJD_Q, j € {1,...,KP~2}. Zapravo su rubni mosni ¢vorovi pravi
mosni ¢vorovi po prvotnoj definiciji danoj u odlomku 3.1.2 jer povezuju potkartni ¢vor
u kojem se nalaze s potkartnim ¢vorom vise razine. Svi su ostali mosni ¢vorovi unutar
IC]D ~2 unutarnji &vorovi i ne koriste se za racunanje parcijalnih putova izmedu svakog
od njih, jer su nuzni putovi odredeni u razini ispod. Za objasnjenje razmotrimo razinu
Rp. Buduéi da jedan mosni ¢vor pripada dvjema sobama, bit ¢e povezan parcijalnim
putom sa svim mosnim ¢vorovima iz te dvije sobe. Drugim rije¢ima, svake dvije sobe
koje dijele mosni ¢vor bit ¢e povezane parcijalnim putovima. Stoga na razini Rp_p nije
potrebno racunati parcijalne putanje izmedu svih mosnih ¢vorova unutar potkartnog
¢vora, IC]D_Z, je{l,... ,KD*2} jer se putanje izmedu dva mosna ¢vora koja nisu u
bliskim sobama jednostavno odrede unijom odgovarajuc¢ih parcijalnih putanja, za 8to se
brine algoritam pretrazivanja mosnih ¢vorova u toj razini (odlomak 3.3.3). Parcijalne
su putanje potrebne izmedu rubnih mosnih ¢vorova unutar tog potkartnog ¢vora zbog
pretrazivanja ¢vorova u viSoj razini hijerarhijske apstrakcije.

Postupak grupiranja povezanih potkartnih ¢vorova moze se nastaviti dalje dodava-
njem apstraktnije hijerarhijske razine, dok je god moguce raditi grupiranje, odnosno
dok se ne stvori razina u kojoj postoje samo dva potkartna ¢vora. Te potkartne ¢vorove
oznacavamo § IC,?_x, gdje je k = 1,..., KP~® indeks potkartnog ¢vora u razini Rp_,,
ax = 3,...,D odmak od najnize razine hijerarhijske apstrakcije. Dodavanjem aps-
traktnijih razina dimenzija hijerarhije raste, odnosno svakom novom razinom postaje
D « D + 1. Razlog oznacavanju potkartnih ¢vorova koji se odnose na sobe sa S;, a
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potkartnih ¢vorova na visSim razinama sa ICJ-D % lezi u tome $to su sobe odredene iz
stvarne karte prostora i one ¢ine osnovu H-grafa, a svi ostali potkartni ¢vorovi na vigim
razinama odredeni su iz apstraktnih ¢vorova H-grafa.

Na slici 3.13 postoje nepovezane sobe s ostalim sobama, odnosno zaokruzena po-
drucja zidovima sa svih strana. Takve sobe ispustaju se iz hijerarhijske karte jer nisu
potrebne u hijerarhijskom planiranju putanje.

Neki mosni ¢évorovi mogu biti rubni na viSe razina, ovisno o slozenoj hijerarhijskoj

apstrakciji prostora. Primjerice, mosni ¢vor u sobi §;, i € {1,...,S}, na razini Rp,
nalazi se kao rubni mosni ¢vor u potkartnom ¢voru ICjD_2, je{l,..., KP72} na razini
Rp_1 i kao rubni mosni ¢vor unutar potkartnog ¢vora lClD_?’, le{l,...,KP=3}. Ver-

tikalni mosni ¢vorovi moraju biti odabrani iz skupa M ru¢no. Smjesteni su na vratima
dizala. Oni se pojavljuju kao rubni mosni ¢vorovi u razinama Rp, Rp_1, ..., Rit1, gdje
razina R;, ¢ < D, sadrzi potkartne ¢vorove koji predstavljaju katove. Na toj razini su
prikazane veze katova vertikalnim mosnim ¢vorovima.

3.5 Eksperimentalni rezultati

Predlozeni algoritam FHD* testiran je na karti Zavoda. Usporedili smo ga s algorit-
mima D* FD* i HD* pod istim uvjetima [31]. Izgradena je mrezasta karta zauzeca i
organizirane su u tri hijerarhijske razine, Ry, R; i Re. Najniza razina Ry sadrzi graf
stvoren iz mrezaste karte zauzeca i opisuje detalje prostora. Mobilni robot senzorima
otkriva dinamicke prepreke i osvjezava informaciju o zauzetosti u mrezastoj karti.

U razini R; nalaze se potkartni ¢vorovi koji predstavljaju sobe i hodnike Zavoda.
Slika 3.14 prikazuje dio Zavoda na kojem su se izvodili eksperimenti. Prikazane su sobe
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x [m]

Slika 3.14. Prikaz potkartnih cvorova i mosnih ¢vorova na razini Ry u dijelu prostora u kojem
su se izvodili eksperimenti.
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odredene grupiranjem ¢vorova u razini Ry metodom opisanom u odlomku 3.4. Oznacene
su samo sobe i mosni ¢vorovi koji su bili koristeni u eksperimentu. Razina Ry sadrzi
samo jedan ¢vor — kat. Algoritam dinamickog prozora opisan u 5. poglavlju koristen je
za slijedenje putanje.

Naslici 3.15 prikazan je skup parcijalnih putanja koristen u hijerarhijskom planiranju
putanje od starta do cilja. Start se nalazi u potkartnom ¢voru Sp, a cilj se nalazi u
potkartnom ¢voru Sy. Ovaj skup parcijalnih putanja koriste oba hijerarhijska algoritma,
HD* i FHD*. Prema tome, prednost postavljanja mosnih ¢vorova na optimalna mjesta
nije naglasena u eksperimentu i smatra se da HD* radi s istom hijerarhijskom kartom
kao FHD*. Inicijalno pretrazivanje je jednako za oba hijerarhijska algoritma.
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Slika 3.15. Skup parcijalnih putanja izmedu mosnih ¢vorova.

Eksperimenti su osmisljeni tako da hijerarhijski algoritam mora pretraziti sve razine
hijerarhijske apstrakcije kad robot otkrije nepoznatu prepreku na inicijalnoj putanji.
Nehijerarhijski algoritmi moraju pretraziti gotovo cijeli graf. Na slici 3.16 usporedeni
su inicijalne i dinamicki isplanirane putanje za algoritme FHD* i FD*. Putanje su
optimalne, ali geometrijski razli¢ite zbog postojanja vise optimalnih putanja, a kori-
Stenje heuristike prema razli¢itim startovima uzrokuje odabir razli¢itih putanja. Kad
robot stigne do pozicije oznacene kao “pozicija dinamickog planiranja” (slika 3.16), ot-
krije laserskim senzorom udaljenosti da su vrata zatvorena. OdvoZena trajektorija do
te pozicije oznafena je crtkanom linijom. Usporedba putanja algoritama HD* i D* nije
potrebna jer se dobiju sli¢ni rezultati. Sljedece slike prikazuju pretrazeno podrucje za
svaki od algoritama: FD* D* HD* i FHD*. Redoslijed slika odabran je prema broju
pretrazenih ¢vorova.

Na slici 3.17 prikazano je pretrazeno podrucje algoritmom FD*. Unutrasnje nazna-
¢eno podrudje pretrazeno je inicijalnim izra¢unom, a vanjsko je pretrazeno u procesu
dinamickog planiranja putanje zbog otkrivene nove prepreke. Buduci da algoritam FD*
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Slika 3.16. Usporedba inicijalne i dinamicki isplanirane putanje odredene algoritmima FHD*
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Slika 3.17. PretraZeno podrucje algoritmom FD?*.

koristi heuristiku, minimalno podruéje pretrazeno je inicijalnim izrac¢unom. Proces dina-
mickog planiranja nastavlja od ruba podrucja, koje je odredeno inicijalnim planiranjem.
Podrucje se siri sve dok se ne odredi nova putanja. Na slici 3.18 prikazano je pretra-
zeno podrudje algoritmom D*. Buduéi da algoritam D* ne koristi heuristiku, podrucje
pretrazeno inicijalnim izracunom S§iri se kruzno oko cilja. Proces dinamickog planira-
nja nastavlja od ruba pretrazenog podrucja inicijalnog izracuna, koje je mnogo Sire od
pretrazenog podrudja algoritmom FD* u inicijalnom izracunu. Zato je algoritmu D*
potrebno manje vremena za odredivanje nove putanje. Na slici 3.19 prikazano je pretra-
zeno podrudje algoritmom HD*. Podrudje pretrazeno inicijalnim izra¢unom odredeno
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Slika 3.18. PretraZeno podrucje algoritmom DX
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Slika 3.19. PretraZeno podrucje algoritmom HD?*.
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Slika 3.20. PretraZeno podrucje algoritmom FHD?*,
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je pozicijom starta u odnosu na mosne ¢vorove iz potkartnog ¢vora u kojem se nalazi
start i pozicijom cilja u odnosu na mosne ¢vorove iz potkartnog ¢vora u kojem se nalazi
cilj. Od cilja se moraju odrediti sve putanje do mosnih ¢vorova iz istog potkartnog
¢vora u kojem se nalazi cilj. Isto tako se i od starta moraju odrediti putanje do svih
mosnih ¢vorova iz potkartnog ¢vora u kojem se nalazi start. Dalje se pretrazuju samo
mosni ¢vorovi. U procesu dinamickog planiranja, pretrazuju se samo ¢vorovi iz pot-
kartnog ¢vora u kojem se nalazi pozicija dinamickog planiranja i mosni ¢vorovi na visoj
razini. Na slici 3.20 prikazano je pretrazeno podrudje algoritmom FHD*. Pretrazeno
je podrucje u inicijalnom izra¢unu jednako kod oba hijerarhijska algoritma, ali je zato
pretrazivanje u procesu dinamickog planiranja znatno smanjeno algoritmom FHD*.

Tablica 3.1. Usporedba algoritama planiranja putanje u inicijalnom procesu

Alg. duljina broj broj vrijeme
putanje | pretrazenih | iteracija | planiranja
[poljal évorova, putanje[ms]
D* 187 27360 21063 272 ms
FD* 187 6767 4783 36 ms
HD* 187 3150 2082 25 ms
FHD* 187 3159 2082 25 ms

Tablica 3.2. Usporedba algoritama planiranja putanje u procesu dinamickog planiranja

Alg. duljina broj broj vrijeme
putanje | pretrazenih | iteracija dinamickog
[polja] ¢vorova, planiranja [ms]
D* 188 14518 11395 120 ms
FD* 188 17796 12358 130 ms
HD* 188 5822 5571 70 ms
FHD* 188 3398 2945 41 ms

Rezultati usporedbe algoritama prikazani su u tablici 3.1 za izrac¢une inicijalne pu-
tanje i u tablici 3.2 za izra¢une dinamickog planiranja putanje. Duljina putanje, koja
je usko vezana s cijenom putanje, jednaka je za sve algoritme. Broj pretrazenih ¢vo-
rova kljucni je pokazatelj racunske slozenosti algoritama. Broj iteracija odnosi se na
ponavljanje izvodenja glavne dok petlje algoritama pretrazivanja.
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3.6 Sazetak

U ovom je poglavlju opisan predlozeni algoritam FHD* koji osigurava optimalnost pu-
tanje i poboljsava dinamicke karakteristike Cagigasovog algoritma HD* [18]. Znacajno
su smanjeni vrijeme izracuna, cijena putanje i utroSena memorija. Predlozena je strate-
gija optimalnog postavljanja mosnih ¢vorova — klju¢nih tocaka izmedu kojih su izracu-
nate parcijalne putanje. Ubrzan je proces dinamickog planiranja koristenjem heuristike
prema trenutnoj poziciji robota, ¢ime je dinamicko planiranje fokusirano oko optimalne
putanje, koja je odredena pretrazivanjem minimalnog broja ¢vorova. Izvedena je nova
hijerarhijska organizacija karte kojom je osigurano optimalno horizontalno i vertikalno
planiranje putanje. Prikazana je metoda automatske izgradnje takve hijerarhijske karte
iz mrezaste karte zauzeca. Metoda jamcéi konzistentnost stvorene hijerarhije i omogu-
¢uje optimalno hijerarhijsko planiranje putanje u dinamic¢kim prostorima. Uspjesnost
algoritma FHD* usko je povezana s hijerarhijskom kartom, koja koristi znatno ma-
nje materijaliziranih cijena — parcijalnih putanja izmedu mosnih ¢évorova i time Stedi
memoriju. Eksperimenti su potvrdili o¢ekivane prednosti predlozenog algoritma FHD*.



POGLAVLJE 4

Planiranje putanje u nepoznatim
unutarnjim prostorima

U prethodna dva poglavlja opisani su algoritmi planiranja putanje mobilnog robota
u prostorima kojima robot poznaje kartu te algoritmi dinamickog planiranja putanje
kada se u prostoru pojave prepreke koje nisu modelirane u karti. U ovome se poglavlju
opisuju planiranja putanje mobilnog robota u njemu potpuno nepoznatim prostorima,
tj. u prostorima u kojima robot ne poznaje kartu. Zadaca je robota autonomno se gibati
kroz takav prostor i izgraditi kartu. Pri tome se zahtijeva da robot istrazi ¢itavi prostor
pa se problem planiranja putanje u nepoznatim prostorima obi¢no naziva istrazivanjem
prostora. Dodatni je zahtjev da robot pritom prijede s§to je moguc¢e manju udaljenost.

Strategija istrazivanja prostora obi¢no pretpostavlja da je mobilni robot tocka u
neistrazenom prostoru u kojem se nalazi konacan broj prepreka postavljenih nasumice,
razli¢itih oblika i veli¢ina. Problem autonomnog istrazivanja prostora razmatra se odvo-
jeno od problema istovremene lokalizacije robota u tom prostoru, tj. pretpostavlja se
da je rijesena lokalizacija.

Ovo je poglavlje strukturirano kako slijedi. U potpoglavlju 4.1 dan je pregled strate-
gija istrazivanja nepoznatog prostora. Detaljnije su opisane dvije strategije: strategija
promatraca i Ekmanova strategija. Unutarnje je prostore najjednostavnije predstaviti
skupom povezanih linija, tj. poligonom. Tako je u potpoglavlju 4.2 opisan algoritam
izdvajanja linijskih segmenata iz laserskog senzora udaljenosti. Potpoglavlje 4.3 opisuje
izvedeni algoritam istrazivanja poligonalnih prostora koji objedinjuje utjecaj nesigur-
nosti senzorskih ocitanja i polozaja mobilnog robota i postize konvergenciju u realnim
uvjetima. Naposljetku, eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu, prikazani su u
potpoglavlju 4.4.

95
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4.1 Pregled strategija istrazivanja nepoznatih prostora

Radovi Brooksa [14] i Oommena [388] medu prvima su u tom podruc¢ju. U njihovim
radovima se ovaj problem naziva prikupljanjem informacija o terenu (engl. terrain
acquisition).

Vecina algoritama koji rjeSavaju problem istrazivanja prostora radi s pretpostavkom
na odredeni oblik prepreka. U [38] se pretpostavljaju konveksne poligonalne prepreke. U
tom se radu koristi strategija u kojoj je robot sposoban obaviti dvije elementarne akcije:
skeniranje, da bi identificirao sve vidljive vrhove prepreka sa svoje trenutne pozicije, i
kretanje tj. pomicanje robota po pravocrtnoj liniji. Robot se krec¢e od vrha do vrha
prepreka. Da bi robot istrazio okolinu sa n vrhova prepreka, algoritmu je potrebno n
operacija skeniranja i najvise 2(n — 1) pomicanja izmedu vrhova.

Strategija promatraca [76] zasniva se na okruzivanju prepreka proizvoljnog oblika.
Strategija se moze poistovjetiti s algoritmom pracenja zida. Strategija prema Mata-
ri¢ [78] zasniva se na algoritmu pracenja zida u kombinaciji s izbjegavanjem prepreka
i topoloskim planiranjem putanje. Medutim, strategija nije ucinkovita u sloZenijim
unutarnjim prostorima.

Postoji nekoliko strategija istrazivanja koje guraju robota na granicu istrazenog i
neistrazenog prostora. Strategija prema radu Ekmana et al. [27] zasniva se na pos-
tojanju diskontinuiteta u podacima koje daje senzor udaljenosti. Ti se diskontinuiteti
nazivaju sko¢nim bridovima (engl. jump edges). Sko¢ni bridovi dijele istrazena i neis-
trazena podrucja. Prema tome, ako robot obavi mjerenje ispred sko¢nog brida, otkrit ¢e
se novo podrudje u prostoru. Prostor je istrazen kada u karti viSe ne postoji niti jedan
sko¢ni brid. Pod odredenim uvjetima moguée je stvoriti vjernu kartu prostora uz osi-
guranu konvergenciju algoritma. Informacije o prostoru sadrzane su u dvije apstraktne
razine. Za prikaz prostora se na donjoj razini koriste poligoni, a na gornjoj razini gra-
fovi. Poligonalni prikaz odreduje kartu, a prikaz se grafom koristi za planiranje putanje.
Algoritam istrazivanja zanemaruje nesigurnosti mjerenja senzora i pozicije robota.

Strategija prema [131] zasniva se takoder na diskontinuitetima u podacima senzora,
koje nazivaju otvorima. Pretpostavljaju da je prostor poligonalnog oblika. Konstru-
iraju posebnu dinamicku strukturu podataka nazvanu navigacijskim stablom otvora
(engl. gap navigation trees). Ideja je minimizirati potrebne informacije koje robot mora
sakupiti da bi rijeSio neki zadatak. Koriste tzv. senzor otvora, koji se moze konstru-
irati iz senzora udaljenosti i smatraju da robot ne koristi niti jedan drugi senzor osim
senzora otvora. Sve akcije robota svedene su na “lovljenje otvora”. Izgled prostora u
odnosu na poziciju robota kodira se kao stablo koje oznacava kriticne dogadaje — otvori
pri gibanju robota mogu nestati, pojaviti se, prelomiti i spojiti. Analiziraju¢i nacin na
koji se kriticni dogadaji pojavljuju u senzoru otvora, izgraduje se stablasta reprezen-
tacija koja oznacuje optimalno gibanje u prostoru, iako se precizna mjerenja ne mogu
napraviti. Strategija ne zahtijeva egzaktnu lokalizaciju i potpunu izgradnju karte, sto
je njezina vazna prednost. Medutim, neki prakti¢ni aspekti ostali su nerijeSeni, kao sto
su zaSumljena ocitanja senzora otvora. Robot u tom slucaju moze loviti krivi otvor.
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Yamauchi et al. [138] svoju strategiju nazivaju istrazivanjem granica (engl. frontier
based exploration). Njihov algoritam ne radi nikakve pretpostavke na oblik prepreka i
primjenjiv je u realnim uvjetima. Algoritam koristi mrezastu kartu zauzecéa za pohranji-
vanje otkrivenih informacija iz prostora, iz koje pomocu tehnika rac¢unalnog vida izdvaja
granice izmedu slobodnog prostora i nepoznatog prostora. Strategija odreduje najblizu
tocku granice kao sljede¢u poziciju koju robot mora zauzeti. Nedostatak algoritma je
velika racunska slozenost jer otkrivanje granica i odabiranje najobec¢avajucije granice
zahtijeva veliki memorijski prostor i slozen izrac¢un.

Strategija prema [1] koristi tocke zaklanjanja koje predstavljaju granice izmedu ot-
krivenog i neotkrivenog prostora. Strategija pretpostavlja senzor s beskonatnim dome-
tom i poligonalne prepreke. Strategija se zasniva na spremanju i obilazenju samo toc¢aka
zaklanjanja. Izbjegnuto je rac¢unanje granica istrazenog i neistrazenog prostora i spre-
manje cijele karte, ¢ime se ubrzava izracun. Medutim, strategija ima problem lokalnog
minimuma u slu¢aju kada je robot okruzen preprekama i nema niti jedne neobidene
tocke zaklanjanja u svojoj okolini. Buduéi da algoritam ne upisuje prepreke u kartu,
nego samo tocke zaklanjanja, ne moze planirati putanja do tocaka koje trenutno nisu
vidljive te je prema tome ova metoda lokalna. Sli¢na je strategija i “poboljsanje pogleda”
[39] koja se takoder zasniva na zaklonjenim tockama i pretpostavlja idealnu lokalizaciju
i idealna mjerenja.

Sve spomenute metode ve¢inom nisu pouzdane kada se primjene u realnim uvjetima
zbog nesigurnosti mjerenja, lokalizacije i izgradnje karte.

U nastavku su poblize opisane neke strategije za istrazivanje nepoznatog prostora
koje se zasnivaju na radovima Lumelskyog et al. [70] i strategija Ekmana et al. [27] na
kojoj se zasniva strategija predlozena u ovom radu.

4.1.1 Strategija promatraca

Strategija promatraca pretpostavlja konacan ili beskonacan prostor koji se istrazuje, uz
uvjet da su prepreke medusobno vidljive, tj. bilo koji par prepreka povezan je preko niza
prepreka koje su jedna drugoj vidljive. U pocetnoj poziciji robot otkriva sve vidljive
bridove prepreka. Ako nema prepreka, zadatak robota je zavrSen, a inade se robot
pravocrtno giba prema najblizoj prepreci te se zatim pocinje gibati oko nje (okruzuje ju)
te usput nadopunjuje kartu. Robot zatim obiljezava prepreku kao posjec¢enu, pronalazi
na karti sljedec¢u neposje¢enu prepreku te se pocinje gibati prema njoj. Ova se procedura
ponavlja sve dok ne nestane neposjecenih prepreka. Ako se tijekom gibanja od jedne do
druge prepreke otkrije neka nova prepreka, robot prvo okruzi tu novootkrivenu prepreku
te zatim odabire novu neposjecenu prepreku prema kojoj se pocinje gibati. Ako pak
robot usred gibanja naide na posje¢enu prepreku, jednostavno je zaobide najkracom
putanjom i nastavlja svoje pravocrtno gibanje. Kako je geometrijski oblik te posjec¢ene
prepreke ve¢ poznat, pronalazenje kra¢e putanje ne bi trebalo predstavljati problem.
U svakoj akciji pravocrtnog gibanja jedna neposje¢ena prepreka dana je kao novi
cilj pretrage i najmanje je jedna neposjeéena prepreka zapravo istrazena. Kako pros-
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tor koji se istrazuje ima konacan broj prepreka kona¢nih dimenzija i kako niti jedna
posje¢ena prepreka ne moze postati novi cilj za pravocrtno gibanje, ova procedura ima
zajamcéenu konvergenciju. Medutim, kako ¢e prikazati sljede¢i primjer, gornja granica
duljine putanje ove jednostavne strategije nema toliko dobru ucinkovitost. Pretposta-
vimo jednodimenzionalan slucaj sa n prepreka, kao Sto je prikazano na slici 4.1. Radi

16 4 1 2 8 32
® —o—o o
O3 01 Og O- O,y

Slika 4.1. Sluéaj u kojem ée opisana procedura imati kvadraticnu sloZenost izvodenja O(n?).

jednostavnosti, svaka je prepreka, Og, O1, ..., O,, predstavljena kao tocka. Neka su pre-
preke s neparnim indeksima pozicionirane lijevo od Og, a one s parnim indeksima desno
od Op. Neka je Op udaljena 2° = 1 jedinica od Oy, neka je Oy udaljena 2! = 2 jedinica
od Og, neka je O3 udaljena 22 = 4 jedinica od O, neka je O4 udaljena 23 = 8 jedinica
od O,, itd., i na kraju, neka je O,,_; udaljena 2"~ 2 jedinica od O,_3. Neka je polumjer
kruga vidljivosti oko robota R,. Pretpostavimo da je R, > 2" 2 tako da je svaki par
susjednih prepreka vidljiv jedan drugome.

Pocevsi od Og, robot moze vidjeti i O; i Oo; krene prema O1 jer je blize. U Oy, vidi
novu prepreku Os, ali kako je sada Oy najbliza neposjec¢ena prepreka, robot krene prvo
prema Os. Nastavljajuc¢i po ovoj proceduri sve prepreke ¢e na kraju biti posje¢ene nu-
merickim redoslijedom po njihovim indeksima. Prate¢i putanju moze se opaziti da je Og
prepreka bila prijedena (n-1) puta, O; je bila prijedena (n-2) puta itd. O¢ito je najgori
sluc¢aj izvodenja algoritma kvadrati¢ne slozenosti po preprekama, dakle kvadrati¢na je
slozenost i po opsezima prepreka i po udaljenostima izmedu prepreka.

Kasnije ¢e biti pokazano da odredene promjene u proceduri poboljsavaju izvodenje
algoritma iz kvadrati¢ne u linearnu slozenost. Nakon §to robot zaokruzi prepreku i
zabiljezi da je posjec¢ena, robot ¢e izabrati izmedu svih vidljivih prepreka (za razliku od
svih neposjecenih prepreka) onu najblizu neposjecenu prepreku i sljedecu ¢e ju istraziti;
ako nijedna takva prepreka ne postoji, robot ée se vratiti na zadnju posjeé¢enu prepreku
i od tamo traziti najblizu posje¢enu vidljivu prepreku. Kako je sljedeca prepreka za
pretragu vidljiva s trenutne prepreke, robot moze uvijek pronaéi putanju prema njoj bez
susretanja drugih prepreka. Jedino ¢ée posjetiti prethodno posje¢enu prepreku prilikom
vracanja. Cijeli se proces ponavlja dok postoji barem jedna neposje¢ena prepreka.

Moze se dogoditi da niti jedna od trenutno identificiranih neposjecenih prepreka
ne bude vidljiva s trenutne pozicije robota. Koriste¢i u meduvremenu izgradenu kartu
robot odabire koju ¢e sljede¢u prepreku posjetiti (primjerice najblizu). Postavlja se
pitanje kojom bi putanjom robot trebao do¢i do prepreke. Odgovor opet daje vracanje
na prethodno posje¢enu prepreku. Vrac¢anje jaméi da generirana putanja predstavlja
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razgranato stablo, koje pojednostavljuje algoritam. Nadalje, ravne linije segmenata
putanje izmedu prepreka ograni¢ene su polumjerom vidljivosti R,.

N ©

Slika 4.2. Prepreka Oz jedino se moZe vidjeti s prepreke Os. lako je Oo potpuno poznata nakon
istrazivanja Oy, robot svejedno mora okruziti O2 ne bi li propustio istraziti prepreku Os.

Treba imati na umu da prepreka koja nije bila posjec¢ena, ali je potpuno pretrazena
ne moze biti zabiljezena kao posje¢ena. Svaka neposjeéena prepreka mora biti eksplicitno
posjetena jer postoji mogucénost da postoje druge prepreke koje su vidljive samo s
odredene prepreke. To je prikazano na slici 4.2. U procesu gibanja oko prepreke O
robot ¢e potpuno pretraziti i prepreku Os. Ipak, prepreka Os mora bit eksplicitno
posjecena jer inae robot ne bi nikad otkrio prepreku Os uz zadani polumjer vidljivosti
Ry.

4.1.2 Ekmanova strategija

Pojmovi poligona

Poligon je dio ravnine omeden s najmanje tri duzine vyv3, 0203, ..., 0,01, gdje tocke
nazivamo vrhovima, a duzine bridovima. Dva brida koja imaju zajedni¢ki vrh nazivaju
se susjednim bridovima. Poligon je jednostavan ako se sijeku samo susjedni bridovi.
Poligon je jednostruko povezan ako se svaka jednostavna zatvorena krivulja u poligonu
moze kontinuirano smanjivati do to¢ke bez napustanja poligona, inace je poligon vises-
truko povezan (sadrzi rupe). Primjerice, ako prostor sadrzi objekte tada je poligon koji
prikazuje taj prostor viSestruko povezan, inace je jednostruko povezan.

Dvije tocke p; i pj u poligonu su wvidljive ako sve tocke duz pravocrtne linije izmedu
p; 1 p; pripadaju tom poligonu. Ova binarna relacija naziva se relacijom vidljivosti i
oznatavat ¢cemo je s Vidljivo(p;, pj). Mijenjajuc¢i domenu relacije vidljivosti, moze se
definirati nekoliko vaznih geometrijskih struktura. Primjerice, ogranicavajuéi domenu
na skup vrhova poligona, konstruiran je graf vidljivosti, u kojemu svaki ¢vor odgovara
vrhu poligona i postoji brid izmedu dvaju ¢vorova ako su odgovarajuc¢i vrhovi poligona
vidljivi. Tretirajuci p; i p; kao varijable, dobije se poligon vidljivosti. Poligon vidljivosti
od p; moze se izraziti kao VP; = {p;| Vidljivo(p;, p;)}.
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Prostorna ogranicenja

Iz svakog polozaja mjerenja ¢; mjeri se udaljenost u n jednoliko raspodijeljenih smje-
rova. Mjerni podaci udaljenosti koji su dobiveni iz polozaja mjerenja g; zapisuju se
kao D; = {di1,di2,...,d;iyn}. Kut izmedu dvaju uzastopnih smjerova ocitanja je Ap =
27 /n. Dodavanjem koordinatnog sustava (X;,Y;) na polozaj mjerenja, gdje se os X;
podudara s prvim smjerom ocitanja, j-ta komponenta od D; odgovara tocki uzorka r; ;
s polarnim koordinatama (d; ;, jAy) koja se nalazi na bridu prostora. Transformacijom
iz polarnih koordinata u Kartezijeve koordinate lako se otkriva niz bliskih, kolinearnih
tocaka uzoraka. Tada su mjerni podaci laserskog senzora udaljenosti skup od n tocaka
prostora, R; = {rix | k = 1,...,n}, gdje se tocka r; ;, moze prikazati u Kartezijevom
koordinatnom sustavu. Kako su mjerni podaci udaljenosti diskretna reprezentacija kon-
tinuiranog poligona vidljivosti, mora se paziti na teoriju uzorkovanja. Zato se izvodi
kriterij nalik Shannonovom teoremu uzorkovanja [27].

Neka je Sy, = (r1,79,...,7m), m > 3, serija (podskup) od R, gdje je r; = (x4,y;).
KaZe se da serija u kojoj su sve tocke uzoraka kolinearne ima svojstvo kolinearnosti.
Ako dvije uzastopne tocke uzoraka r; i r;11 imaju udaljenost Ar; manju od unaprijed
postavljene vrijednosti Ar, onda su one blizu, inace su daleko. KaZe se da serija u kojoj su
svake dvije uzastopne tocke uzoraka blizu ima svojstvo blizine. Spajanje svojstva blizine
i kolinearnosti naziva se BK svojstvom. Zato se serije koje imaju BK svojstvo nazivaju
BK-serije. Za danu vrijednost varijable Ar Zeli se okarakterizirati stvarni prostor u
kojemu tocke uzoraka pripadaju istoj BK-seriji ako leze na istom prostornom bridu.
Kako je prikazano na slici 4.3, kod onih prostora koji nisu kompatibilni s vrijednosé¢u
varijable Ar mogu se pojaviti prividne BK-serije.

NS

Slika 4.3. Dvije prividne BK-serije.

Neka je d. oznaka za najmanju Euklidsku udaljenost izmedu dviju tocaka koje se
nalaze na razli¢itim najblizim nesusjednim bridovima u prostoru. Moze se tvrditi da se
nikad nece pojaviti prividne BK-serije, ako prostor zadovoljava uvjete u Teoremu 4.1.

TEOREM 4.1. Ako je d. > 2Ar | tada sve tocke uzoraka u nekoj BK-seriji leZe na
1stom prostornom bridu.

Dokaz: Neka e, i e, oznacavaju dva nesusjedna brida na udaljenosti d., a p i r tocke
na odgovarajucem bridu. Tada e, i e, mogu, ali i ne moraju imati zajednicki susjedni
brid. Pokazat ¢e se da teorem vrijedi u oba slucaja.

i) bridovi imaju zajednicki susjedni brid;
Neka e, oznacava zajednicki susjedni brid, a u i v kutove koje e, definira sa e,, odnosno
er. Duzina brida e oznacena je s |e|, dok je totka sjecista linijskog segmenta pr i brida
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eq oznacena sa ¢. Neka se sa d,q i dg oznacavaju udaljenosti izmedu odgovarajucih
tocaka. Situacija je prikazana na slici 4.4(a), gdje se pretpostavlja da je u < v. Sa slike
4.4(a) da se zakljuciti da max(dpg,dqr) > d./2, pri ¢emu jednakost vrijedi uz sljedece

uvjete:
1) u=nw,
2) lep| > leg| cos(u)/2 i
3) lex| > [y cos(v),/2.

Kako je max(dpq, dgr) > dc/2 > Ar > Ar;, niti jedna od tri tocke (jedna sa svakog
brida) ne moze definirati BK-seriju.

ii) bridovi nemaju zajednicki susjedni brid;

Ovaj je slucaj ilustriran na slici 4.4(b). Kako je d.> Ar, kombinacija tocaka sa razli¢itih
bridova ne moze definirati BK-seriju.

(a) (b)

Slika 4.4. Dwva slucaja najblizih nesusjednih bridova.

Kako Teorem 4.1 namece donju granicu na udaljenost izmedu nesusjednih bridova
poligona, n-strani¢ni poligoni (gdje je n > 4) u prostoru ne mogu biti proizvoljno mali.
No, kako su kod poligona s tri stranice (trokuti) svi bridovi susjedni, trostrani¢ni poligoni
mogu biti proizvoljno mali a da ne krse uvjete Teorema 4.1. Nadalje, da bi se izbjegli
proizvoljno mali objekti, svaki objekt u prostoru treba biti dovoljno velik da pokrije
krug promjera Ar.

Poligoni mjerenja

Poligon mjerenja stvoren iz i-tog skupa mjernih podataka R;, oznacava se sa F;. Gra-
nica se poligona mjerenja P; predstavlja uredenim parom (L;,B;), gdje L; = {l; ;} sadrzi
istrazene dijelove prostornog brida, a B; = {b; ;} sadrzi grani¢ne bridove. Radi jednos-
tavnosti, elementi od L; i B; nazivaju se [-bridovima odnosno b-bridovima. Dva su
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poligona mjerenja P; i P; jednaka, ako vrijedi L; = Lj, §to se oznacCava s P; = *P;.
Granica vjernog poligona mjerenja Pr uredeni je par koji sadrzi prazan skup Bp i
zapisuje se kao Pp = (Lp,0).

Poligon se mjerenja stvara iz skupa mjernih podataka udaljenosti u dva koraka. Prvo
se skup mjernih podataka udaljenosti transformira u poligon zvjezdastog oblika, a zatim
se odredene operacije (ekspanzija i fuzija) izvode nad tim zvjezdastim poligonom da bi
ga transformirali u poligon mjerenja.

Da bi se stvorio zvjezdasti poligon, svake se dvije uzastopne tocke uzoraka r; i rj;1
spajaju parom (b;,b;) susjednog b-brida, ¢ija zajednicka tocka p; » lezi na infinitezimal-
noj udaljenosti od tocke s koje je izvrseno mjerenje (tocka mjerenja) i gdje se nesusjedni
b-bridovi ne sijeku (slika 4.5.(a)). Zvjezdasti poligon ima infinitezimalnu povrsinu, cen-
triran je oko tocke mjerenja i ima po jedan vrh za svaku od n tocaka uzorka i n vrhova
na infinitezimalnoj udaljenosti od toc¢ke mjerenja.

(a) (b)

Slika 4.5. (a) Inicijalni i (b) proSireni zvjezdasti poligon.

Da bi se zvjezdasti poligon prosirio (ekspanzija), prvo se definira krug infinitezi-
malnog polumjera za svaki par b-bridova (b;,b;) koji se nalazi na konkavnoj strani od
(bi,piir,bir) 1 s jednom zajednickom tockom s b;, odnosno by. Zatim se krug pocinje
Siriti (tj. povecava se polumjer kruga) tako da i dalje ima jednu zajednicku tocku s b;
odnosno b;. Ekspanzija zavrsava kad:

i) daljnje Sirenje kruga prouzroc¢i da krug sijece neki brid u dvije tocke;

ii) krug sijece a) dvije tocke uzoraka r; i rj; b) dva brida I, i [y ili ¢) tocku uzorka 7;
i brid Ig;

iii) promjer kruga je postao jednak Ar.

Za svaki uvjet zavrSetka ekspanzije izvode se odgovarajucée operacije. U slucaju i)
brige se svaki b-brid koji pripada granici slobodnog prostora i koji sijece krug. Zatim se
ekspanzija kruga nastavlja. U slucaju ii.a) ako neki drugi krug sijece (1) toc¢ku uzorka
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rm 1 (2) bilo koju od 7; i rj; i 7j, 7y i ryy, kolinearne, brisu se oba kruga te se svaki
par b-bridova koji spaja tocke uzoraka zamjenjuje [-bridom, spajajuci tocke uzoraka.
Ako nijedan drugi krug ne sijece ni tocku uzorka 7, ni bilo koju od r; ili 7, krug se
brige, a svi ostali krugovi dostignu maksimalno progirenje. U slucaju ii.b) krug se brige,
b-bridovi b; i by se preimenuju s "I", dok se tocka p; ; prenosi u tocku sjecista bridova
I i ly. U slucaju ii.c), krug se brise, te ako je tocka uzorka r; kolinearna s bridom [,
bridovi b; i by zamjenjuju se bridom [y, spajajuci nezajednicke krajnje tocke od b; i by .
Primjer prosirenog zvjezdastog poligona prikazan je na slici 4.5(b).

Nakon 8to su svi krugovi maksimalno progireni (te sustavno obrisani) slijedi fuzija.
Kolinearni bridovi [j i [,/ sa zajedni¢kom krajnjom tockom zamjenjuju se bridom [
definiranim izmedu nezajednickih krajnjih tocaka od I i ly/. Izvodeéi maksimalan broj
fuzija, dobiva se poligon mjerenja.

Poligon se mjerenja transformira u prosireni poligon mjerenja EP;, ako se za svaki
par b-bridova (b;,by) moze definirati brid h; (h; je aproksimacija sko¢nog brida) iz-
medu nezajednickih krajnjih toc¢aka od b; i byy. Granica se prosSirenog poligona mjerenja
predstavlja uredenom trojkom (L;,B;,H;), gdje je Li={l; ;}, Bi={bix} i Hi={hi;}.

Slika 4.6. Dio prosirenog poligona mjerenja.

Na slici 4.6 pretpostavljeno je da linijski segment /; » ima jednu blizu i jednu udaljenu
krajnju tocku (pretpostavlja se da su linijski segmenti prikazani na slici stvoreni na
osnovi skupa mjernih podataka udaljenosti koji je dobiven iz pozicije p;).

Poligoni istrazivanja

Ovdje se uvodi koncept poligona istrazivanja Pg(i) i prosirenog poligona istraZivanja
EPg(i). Granica poligona istrazivanja Pg(i) predstavlja se uredenim parom (Lg (i), Bg(i))
i stvara se dodavanjem bridova poligona mjerenja P; poligonu istrazivanja Pg(i — 1),
gdje je Pg(0) prazan poligon i oznafava se sa (). Ako b-brid od Pg(i — 1) sijeCe b-brid
od F;, tada se definiraju Cetiri para b-bridova, gdje svih osam b-bridova ima zajednicku
tocku. Na kraju slijede ekspanzija i fuzija kako je prethodno opisano.
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Granica prosirenog poligona istrazivanja FPg(i) predstavlja se uredenom trojkom
(ELg(i), EBE(i), EHg(i)) i stvara se uvodenjem h-bridova izmedu nezajednickih kraj-
njih tocaka svakog para b-bridova iz Pg(i).

Graf istrazivanja

Da bi se olaksalo planiranje putanje robota koristi se graf istraZivanja Gg(i). Gg(i) =
(NE,EE) je spojeni, neusmjereni graf, gdje su Ng = {n;} skup cvorova i g = {e;;}
skup bridova. Cvorovi odgovaraju polozajima mjerenja dok su bridovi definirani izmedu
vidljivih ¢évorova. Nadalje, ¢vorovi n; imaju pridruzene vrijednosti dobitka g;, a bridovi
ej; imaju pridruZene vrijednosti cijena c;;. Vrijednost dobitka predstavlja procijenjen
dobitak informacija na osnovi mjerenja u ¢voru, dok vrijednost cijene predstavlja cijenu
gibanja robota izmedu pozicija koje odgovaraju krajnjim tockama bridova.

Graf istrazivanja Gg(i) dobiva se iz grafa istrazivanja Gp(i — 1), gdje je Gr(0) =
{(0,0),0} te iz prosirenog poligona istrazivanja E Pg (i) kako je opisano u nastavku. Prvo
se grafu Gp(i) dodjeljuje graf Gr(i — 1). Zatim se za svaki h-brid u EPg(i) u Gp(i)
dodaje ¢vor koji se definira s odgovarajuc¢im kandidatom za sljede¢u poziciju mjerenja.
Nakon toga se provjeravaju relacije vidljivosti za ¢vorove u Gg(i) te se u skladu s tim
dodaju novi bridovi. Na kraju se azuriraju vrijednosti dobitka i cijene u Gg(7).

Planiranje putanje

Koristi se jednostavna strategija odabira ¢vora koji se sljede¢i mora posjetiti u grafu
istrazivanja Gp(i). Svaki je ¢vor u Gg(i) posjecen ili neposjecen. Cvor je posjecen ako
je robot obavio mjerenje s tog ¢vora. Inace je ¢vor neposjeéen. Neposjeceni ¢vorovi
predstavljaju kandidate za tocke mjerenja. Za odabir tocaka mjerenja izmedu nepo-
sjecenih ¢vorova koristi se kriterijska funkcija C'(n;, nj). Kako je cilj izvesti strategiju
istrazivanja koja pod odredenim uvjetima jamcéi potpuno istrazivanje prostora unutar
konaCnog broja mjerenja, kriterijska funkcija zadovoljava taj cilj, ali bez tvrdnje da je
optimalan u smislu najmanjeg broja mjerenja koja su potrebna da se istrazi prostor.

Kako se nova mjerenja robota odvijaju ispred prethodno neistrazenih podrucja, do-
bit ¢e se nove informacije. U skladu s tim, poligon istrazivanja ¢e nakon azuriranja
konvergirati prema vjernom prikazu poligona. Posebice, opseg poligona istrazivanja ko-
nvergira prema opsegu vjerno prikazanog poligona. Na konvergiranju opsega poligona
zasnivaju se vrijednosti dobitka ¢vora te se najvec¢a vrijednost dobitka pridaje onom
¢voru Ciji poligon mjerenja daje najvece prosirenje opsega poligona istrazivanja. Kako
je stvarno povecanje opsega a priori nepoznato, za procjenu iznosa novih informacija
dobivenih iz mjerenja koristi se heuristika. Koristenje heuristike u vrijednosti dobitka
¢vora opravdava se ¢injenicom da je potreban pravilan redoslijed kandidata za novu
tocku mjerenja.

Neka S = h; ;, oznacava skup h-bridova koji su vidljivi iz tocke mjerenja p; 1. Svaki
vidljivi h-brid h; j definira trokut s odgovarajuc¢im kandidatom za novu toc¢ku mjerenja
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pi k- Unutarnji se kut o trokuta u vrhu p; 5 definira kao o, = < (pig, hix). Kao
primjer, na slici 4.7 poligon mjerenja P;_; sadrzi dva h-brida i sukladno su definirana
dva kandidata za novu tocku mjerenja p;1 i p;2. Vrijednost dobitka g;—1 ¢vora m;_;
definirana je kao zbroj kutova koji su definirani svim h-bridovima vidljivima iz p;_1

9= ik (4.1)
p

Vrijednost cijene ¢;; brida e;; definira se kao Euklidska udaljenost izmedu pozicija
koje odgovaraju krajnjim tockama brida:

cij = |Ini — nyl|. (4.2)

Kao kriterij za odabir ¢vora koristi se odnos dobitka i cijene u trenutnom c¢voru
mjerenja n;:
C(ni,nj) = g—] (4_3)
Ci g
Ako ¢vor n; nije vidljiv iz ¢vora n;, cijena se racuna kao zbroj cijena vidljivih bridova
duz "najjeftinije" putanje izmedu n; i n;. Cvor s najve¢im odnosom dobitka i cijene
izabire se kao nova tocka mjerenja.

)
_trenutna
mjerna pozicija

Pi-1

Slika 4.7. Racunanje vrijednosti dobitka cvora.

Algoritam istrazivanja prostora

Pseudokod algoritma istrazivanja dan je algoritmom 4.1. Inicijalno, ¢vorovi ng i ng
predstavljaju istu poziciju, tako da procedura idi-na-novu-mjernu-poziciju ne radi
nista tijekom prve iteracije, dok se poligonu istrazivanja dodjeljuje prazan poligon, a
graf istrazivanja sadrzi ¢vor koji odgovara pocetnoj poziciji. Algoritam pretrazivanja
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prostora prestaje nakon k-tog mjerenja ako svi ¢vorovi imaju iznos dobitka jednak nuli.

Algoritam 4.1: Ekmanova strategija istrazivanja

1 no < (0,0){Inicijalizacija}

2. ny « (0,0)

3 PE(O) — €

4 Gp(0) « ((0,0),0)

o 141

6: ponavljaj

7 idi-na-novu-mjernu-poziciju(n;)
8 R; < novo-mjerenje

9 P, + stvori-poligon-mjerenja(R;)

10: Pg (i) < azuriraj-poligon-istrazivanja(Pg(i — 1), P;)
11: EPg(i) < stvori-prog§ireni-poligon-istrazivanja(Pg(i))
12: G (i) < stvori-graf-istrazivanja(Gg(i — 1), EPg(7))

13: ni+1 < odaberi-¢vor(n;, Gg(7))

14: 14— 1+1

15: dok nije g; =0

Lema 4.1 izrazava kriterij za pronalazak trenutka kada prosireni poligon istrazivanja

postaje vjeran karti prostora.

LEMA 4.1. Ako neprazan prosireni poligon istrazivanja EPg(i) ne sadrzi skocne bri-
dove tada je on jednak viernom prikazu poligona Pr. To jest, EHg(i) =0 = EPg(i) =
*Pp.

Dokaz: Pretpostavimo EPg(i) # «Pp, ali EHg(i) = (0. Ako vrijedi EPg(i) # Pp,
tada postoji dio brida [ koji pripada bridu u Lp, ali ne bilo kojem bridu u ELg(i).
Bilo koji segment brida koji nije u ELg(i) je neistrazen. Kako je svaki neistrazeni dio
brida odvojen sko¢nim bridom od slobodnog prostora, [ mora isto biti odvojen sko¢nim
bridom od slobodnog prostora. Slijedi da je EHg(i) # () te imamo kontradikciju.

Opaza se da implikacija u suprotnom smjeru nije moguca. To jest EPg(i) = Pp
ne implicira nuzno FHg(i) = 0. Iz leme 4.1 te gornje diskusije zakljucuje se da se
izvodi previse mjerenja, ali nikad premalo. Sljedeci korolar, koji odmah slijedi lemu 4.1,

izrazava kriterij brisanja iz grafa.

KOROLAR 4.2. Ako najobecavajuéi cvor nit1 w Gg(i) ima nulu za vrijednost dobitka
gi+1 tada je prosireni poligon istraZivanja vjeran karti prostora.

Nakon uvodenja kriterija za detekciju trenutka kada je poligon istrazivanja postao
vjerna karta prostora ostaje za pokazati da ¢e za bilo koji konacan prostor kod kojega
vrijedi ranije opisano prostorno ogranicenje biti stvorena vjerna karta iz kona¢nog broja
mjerenja. Uvjet konac¢nosti broja mjerenja implicira postojanje najmanjeg kruga C
polumjera D takvog da je Pp C C. Svako mjerenje osim prvog izvodi se s udaljenosti
dn, od h-brida. Nadalje, h-bridovi se mogu promatrati kao prozori izmedu istrazenog i
neistrazenog podrudja. Sirina d bilo kojeg prozora h-brida ima vrijednost u intervalu
[Ar,D]. Primjer mjerenja ispred prozora h-brida veli¢ine d prikazan je na slici 4.8(a).

LEMA 4.2. Uz dani (As, D) i prostor za koji vrijede prethodno opisana ogranicenja
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a) b)

Slika 4.8. (a) prozor h-brida Sirine d, i (b) maksimalno podrucje C koje se moZe vidjeti kroz
prozor h-brida.

prostora, postoji neki neinfinitezimalan Ay takav da je najmange jedan brid prostora

koji je iza prozora h-brida prekriven BK -serijom.

Dokaz: Neka je proizvoljan brid prostora, prikazan kao uredena cetvorka (q, [, v, ),
izrazen u Kartezijevom koordinatnom sustavu i centriran oko tocke mjerenja, koji ima
X-os paralenu prozoru h-brida, kako je prikazano na slici 4.9. Najveéi kutni dodatak
Ay, koji ima mogucénost prekrivanja najmanje jednog brida BK-serijom, smanjuje se
u sljede¢im slu¢ajevima: 1) ¢ se povecava, 2) [ se smanjuje, ili 3) (6 — v) se smanjuje.
Pokazat ¢e se da je iznos povecanja/smanjenja svakog parametra ograniCena, te da je
tada najveéi Ay koji se moze koristiti za pokrivanje najmanje jednog brida BK-serijom
neinfinitezimalan.

o

O

.
>

X

Slika 4.9. Proizvoljan brid prostora prikazan kao uredena éetvorka (q,l,,0).

Pretpostavlja se da se robot nalazi na poziciji p ispred prozora h-brida, na granici
kruga promjera D (slika 4.8(b)). Kako je D konaan, ¢ ima gornju granicu. Podrudje
ograniCeno s dvije crtkane linije, kruznim segmentom C, i tockastom linijom, odgovara
najve¢em podrucju koje robotu moze biti vidljivo kroz prozor h-brida. Pod pretpostav-
kom da je prostor zatvoren, linija izmedu p i bilo koje druge pozicije na C' sijece barem
jedan brid. Ako se dijelovi bridova koji nisu vidljivi robotu ignoriraju, linija izmedu p i
bilo koje druge pozicije na C sjeci ¢e toc¢no jedan brid. Iz Teorema 4.1 slijedi da bilo koja
dva dijela brida koja ne pripadaju susjednim bridovima moraju imati duljinu koja je
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veca od 2Ar. U skladu s tim podrudje sadrz konacan broj bridnih dijelova. Da bi linija
izmedu p i bilo koje druge tocke na C' sjekla vidljiv dio brida, niti jedan [ niti (6 — )
ne moze biti proizvoljno malen za sve dijelove brida. Kako je pove¢anje/smanjenje svih
parametara ograni¢eno, najvec¢i Ap koji se moze koristiti za pokrivanje najmanje jednog
brida s BK-serijom, je neinfinitezimalan.

LEMA 4.3. FEuklidska udaljenost izmedu krajngih tocaka bilo koje BK -serije je najmangje
2d,, sin(Ay).

Dokaz: Odabirom kandidata za novu tocku mjerenja udaljenost izmedu svakog pret-
hodno neistrazenog dijela brida i bilo kojeg kandidata za novu toc¢ku mjerenja prelazi vri-
jednost d,,. Zato je udaljenost izmedu krajnjih toc¢aka BK -serije najmanje 2d,, sin(Ayp),
odgovarajuéi BK-seriji duljine 3. Druga to¢ka uzorka odgovara smjeru oc¢itanja koji je
ortogonalan na brid prekriven BK-serijom.

TEOREM 4.3. Za dane (As, D) i prostor s opsegom k, koji zadovoljava prethodno
navedena ogranicenja prostora, postoji neki neinfinitezimalni kutni dodatak Ay, takav da
je broj mjerenja potrebnih da bi se potpuno istrazio prostor, tj. da algoritam konvergira,
konacan.

Dokaz: Postojanje takvog Ag jamdéi lema 4.2. Iz leme 4.3 slijedi da nikakav do-
datak od Lg(i) ne moZe biti manji od 2d,,sin(Ag). Pretpostavljajuc¢i opseg k nije
potrebno vise mjerenja od k/2d,, sin(Ap). Kako je ta vrijednost kona¢na, algoritam
ocito konvergira.

4.2 Izdvajanje linijskih segmenata iz senzorskih mjerenja

Izdvajanje znacajki i grupiranje podataka vazno je za primjene vezane za lokalizaciju mo-
bilnih robota i izgradnju karte prostora. Pronalazenje linija koje dobro opisuju mjerne
tocke senzora udaljenosti znatno smanjuje slozenost reprezentacije podataka. U lite-
raturi postoje brojne metode koje izdvajaju linije iz senzorskih podataka [11], [119],
[108]. Neki autori koriste Houghovu transformaciju za pronalazenje linija koje opisuju
laserske ili sonarske podatke, ali sama Houghova transformacija ne uzima u obzir nesi-
gurnost i Sum pri procjenjivanju parametara linija. Pristup zasnivan na Kalmanovom
filtru [106] dopusta samo uniformno oteZzavanje doprinosa to¢aka u opisu linija. Pfister
et al. [91] razmatraju to¢no pridjeljivanje linija skupu to¢aka koje posjeduju odredenu
nesigurnost. Njihova metoda zasniva se na otezanom utjecaju svake tocke na cjelo-
kupni postupak pridjeljivanja linija s obzirom na nesigurnost tocaka, koja je dobivena
iz modela zasumljenog senzora.

U ovom je radu primijenjen algoritam izdvajanja linijskih segmenata prema [94],
koji objedinjuje utjecaj nesigurnosti mjerenja i pozicije mobilnog robota. Algoritam se
zasniva na Houghovoj transformaciji, otezanoj metodi najmanjih kvadrata i y2-testu
(hi-kvadrat).

Houghova transformacija (HT) dobro je poznata metoda izlu¢ivanja znacajki iz slike
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[55]. Razmatrajuci samo linijske segmente kao znacajke, HT pronalazi linije koje prolaze
kroz skup kolinearnih rubnih tocaka u slici. Veliki broj rac¢unskih operacija glavni je
nedostatak primjene te metode.

Metode koristene u problemu istrazivanja nepoznatog prostora, moraju biti pogodne
za rad u stvarnom vremenu, dok robot istrazuje prostor. Zato se u radu koristi vjerojat-
nosna Houghova transformacija (VHT) s naknadnom obradom [79]. VHT koristi samo
dio slu¢ajno odabranih rubnih toc¢aka u slici ¢ime znacajno skracuje vrijeme izrac¢una
potrebno za detekciju linija. Takoder, VHT odmah nalazi linijske segmente za razliku
od standardne HT koja nalazi linije.

Grupiranje, odnosno spajanje, znacajki slicnih atributa potrebno je da bi se detekti-
rale linije koje odgovaraju istom prostornom zidu. Razli¢ite metode spajanja djelomicno
preklapajuc¢ih linijskih segmenata izloZzene su u [128]. U ovome se radu za spajanje
sliénih linija koristi metoda zasnovana na y2-testu. Precizno modeliranje nesigurnosti
podataka klju¢no je za problem grupiranja odnosno spajanja znacajki, budué¢i da je
test hipoteza zasnivan na y? metodi ispravan onoliko koliko je ispravno modelirana
nesigurnost.

Opis pojmova iz teorije vjerojatnosti i statistike koji se koriste u nastavku, moze se
nadi u [6].

Postupak pronalaZenja linijskih segmenata

U nastavku je opisano kako se iz laserskih ocitanja dobivaju linijski segmenti. Mjerni
su podaci laserskog senzora udaljenosti skup od n toc¢aka, R = {ry | k = 1,...,n},
gdje je ry k-to ocitanje u Kartezijevim koordinatama. Cilj je ovog postupka detektirati
i grupirati tocke iz skupa ocitanja R u M podskupova tako da svaki podskup sadrzi
tocke koje su kolinearne unutar nekakve granice pogreske. Pri tome M nije predodreden
broj. Za svaki se podskup odreduje optimalni linijski segment S s pripadnom matri-
com kovarijanci Xg. Odredivanje je linijskih segmenata iz laserskih ocitanja iterativan
postupak koji se sastoji od sljede¢ih koraka:

1) Pocetna procjena linijskih segmenata. Iz skupa tocaka R odreduju se pocetne
g
procjene linijskih segmenata pomocu vjerojatnosne Houghove transformacije.

(2) Grupiranje toc¢aka. Za svaki linijski segment S; dobiven u prethodnom koraku
odreduje se podskup tocaka Rg iz skupa R.

(3) Modeliranje Suma toc¢ke senzorskog mjerenja. Za svaki skup RZS racunaju
se matrice kovarijanci tocaka tog skupa X, .

(4) Otezana metoda pronalaZenja linijskog segmenta. Za svaki skup 7?,’5 ra-
¢una se optimalni linijski segment S; = [a, p, ¥, ¥p] pomocu pripadnih matrica
kovarijanci tocaka X, .
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(5) Procjena kovarijanci linija. Za svaki linijski segment S; procjenjuje se matrica
kovarijanci linije Ei koja odgovara tom segmentu.

(6) Spajanje sli¢nih linijskih segmenata. Svi parovi dobivenih linijskih segmenata
u ovom i predhodnim mjerenjima pokusavaju se spojiti u jedan linijski segment
koristenjem y>2-testa.

4.2.1 Pocetna procjena linijskih segmenata

Reprezentacija linija

Polarna reprezentacija linije omogucuje lako usporedivanje orijentacije i pozicije linije.
Linija u polarnom zapisu definirana je kao:

Slika 4.10. Polarna reprezentacija linije.

(0%

L:[p], (4.4)

gdje su p i a duljina i kut vektora normale na liniju. Na slici 4.10 prikazana je linija u
polarnom zapisu. Jednadzba linije dana je sljede¢im izrazom:

x cos(a) + ysin(a) = p. (4.5)

Reprezentacija linijskih segmenata

Reprezentacija linijskog segmenta zasniva se na reprezentaciji linije i pridruzivanju kraj-
njih tocaka liniji. Krajnje tocke linijskog segmenta predstavljene su skalarnim vrijed-
nostima v, i ¢ (slika 4.11). Za liniju orijentacije o definiran je p-1) koordinatni sustav
dobiven rotiranjem x-y koordinatnog sustava za kut «. Skalarne vrijednosti ¥, i 1
mjere se u odnosu na ¥ os i mogu poprimiti i pozitivne i negativne vrijednosti.

Linijski segment definiran je s:
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PV koordinatni Sustay_ i

Slika 4.11. Reprezentacija linijskog segmenta

Linijski segment ima moguc¢nost viSestrukog zapisa svih linijskih segmenata koji se na-
laze na istoj liniji, kao Sto je prikazano na slici 4.12:

Yan
wbn

gdje je n broj linijskih segmenata koji se nalaze na istoj liniji.

Slika 4.12. Dwva linijska segmenta na istoj liniji.

Houghova transformacija

Houghova transformacija (HT) je Cesto koristen algoritam za detekciju znacajki u racu-
nalnom vidu. Svrha tog algoritma je pronalazak znacajki prema nekoj klasi definiranih
znacajki primjenom procedure glasovanja. Procedura glasovanja odvija se u Houghovom
prostoru, gdje se kandidati odreduju kao lokalni maksimumi. U primjeni HT za otkri-
vanje linija svaka je tocka {ry}, k =1,...,n transformirana u diskretiziranu krivulju u
Houghovom prostoru i pohranjena u polje, tzv. akumulator.



112 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorima

Razmotrimo liniju L u polarnom zapisu. Parametri p i a definiraju dimenzije Ho-
ughova prostora. Svaka tocka iz skupa R prikazana je Kartezijevim koordinatama
ry = [xg,yx). Houghov je prostor definiran kao dvodimenzionalno polje s indeksima
(koordinatama) ¢ i j. Svaka koordinata definira diskretne vrijednosti a(j) i p(i). a(j)
je diskretizirana po koracima A« u intervalu [—7, 5], dok je p(i) diskretiziran po ko-
racima Ap u intervalu [0, Spaz], gdje je Spar najveéi domet senzora. Dakle {i,j}
koordinata u diskretiziranom Houghovu prostoru prikazuje linije s parametrima unutar
ograda p(i) £ Ap/2 1 a(j) £ Aa/2. Inicijalno je Houghov prostor prazan, odnosno po-
punjen nulama. Za svaku zadanu tocku rp moguce je izrac¢unati liniju koja bi prolazila

kroz tu to¢ku i imala orijentaciju vektora normale c(i):
pik = Tk cos(a(i)) + yg sin(a(i)) (4.8)

Iz vrijednosti p;; moguce je odrediti takav indeks j za koji je p(j)—%ﬁ < pir < p(j)+%3.
Na svim se takvim koordinatama {i, j} povecava vrijednost u Houghovu prostoru. Na
kraju cijelog postupka koordinata u Houghovu prostoru s najve¢om vrijednosti prikazuje
liniju za koju je glasovalo najvise tocaka.

Na slici 4.13, lijevo, prikazana je tocka i tri potencijalne linije koje prolaze kroz
tocku, dok je na slici 4.13, desno, prikazan Houghov prostor s tri pripadne tocke koje
odgovaraju trima linijama. Skup svih linija koje prolaze kroz tocku predstavljaju sinu-
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Slika 4.13. Potencijalne linije kroz jednu tocku v Kartezijevim koordinatama i u Houghovu
prostoru.

soidu u Houghovu prostoru. Na slici 4.14, lijevo, prikazane su dvije kolinearne tocke i
dobivena linija koja prolazi kroz te dvije tocke, dok je na slici 4.14, desno, prikazana
krivulja u Houghovu prostoru za obje tocke te njihovo sjeciste koje predstavlja dobivenu

liniju.

Vjerojatnosna Houghova transformacija

Veliki broj racunskih operacija glavni je nedostatak primjene standardne HT koji se
znatno ublazava primjenom VHT koja koristi samo dijeli¢ slu¢ajno odabranih tocaka.



4.2. Izdvajange linijskih segmenata iz senzorskih mjerenja 118

1500

1000 -

Y (mm)
o (radians)
)

500

vi v2

I . I . . . 2 . . I . . . . .
-500 0 500 1000 1500 2000 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 2500
X (mm) R (mm)

Slika 4.14. Dobivena linija kroz dvije tocke u Kartezijevim koordinatama i Houghovom pros-
toru.

VHT odmah nalazi linijske segmente za razliku od standardne HT koja nalazi linije.

Algoritam ucestalo odabire novu tocku za glasovanje. Nakon Sto se otkrije linija
tocke koje su glasovale za tu liniju viSe se ne razmatraju i tako algoritam nastavlja s
manjim skupom tocCaka. Algoritam ne zahtijeva kriterij za zaustavljanje ve¢ zavrsava
kada su sve tocke pridruzene linijama. VHT ima manje lazno pozitivnih otkrivenih
linija u odnosu na standardnu HT.

4.2.2 Grupiranje tocaka

Neka je pocetna procjena linijskog segmenta oznacena sa S, s parametrima p i &, a skup
tocaka koji odgovara tom segmentu oznacen s Rg. Skup Rg odreduje se tako Sto se
rac¢una odstupanje tocaka od segmenta

dpr = |z cos & + yg sina — pl, (4.9)

gdje je rp = [z, yk| k-ta tocka iz skupa R. Tocke koje imaju odstupanje dp, manje od
granice Ap dodaju se u skup Rg, gdje je Ap korak diskretizacije koordinate p Houghova
prostora.

4.2.3 Modeliranje Suma tocke senzorskog mjerenja

Laserski senzor udaljenosti mjeri udaljenost do najblize prepreke u n = 361 smjerova
-7 T . . : . . .

u rasponu od — do —. Skup R od n tocaka iz jedne mjerne pozicije zapisan je

u lokalnom koordinatnom sustavu robota. ZapiS§imo koordinate stvarnih prepreka u

polarnom zapisu:

cos(Ox)

sin(Qy) |’ (4.10)

7 = dy,

gdje je di udaljenost od prepreke, a © kut u odnosu na pozitivnu poluos x. Mjerna
vrijednost dp, sastoji se od stvarne vrijednosti udaljenosti dj i dodatne pogreske zbog



114 Poglavlje 4. Planiranje putanje u nepoznatim unutarnjim prostorima

Suma €4:
dp = di + €dy, - (4.11)

Analogno, mjerni kut O}, sadrzi stvarni kut O, i pogresku eg:
Op = O + o, (4.12)

Stoga, mjernu tocku mozemo prikazati kao:

e = (di + €q,,) (4.13)

Sin(@k + E@k)

cos(O) + €o,) ]

Pretpostavimo da sve pogreske imaju Gaussovu razdiobu sa srednjom vrijednoscu

jednakom nuli i pripadnim varijancama 02 i aé. Uz pretpostavku da je eg << 1°

mozemo uvesti sljede¢u aproksimaciju:
sin(eg) =~ €o, (4.14)

cos(eg) ~ 1. (4.15)

Mjernu tocku takoder mozemo prikazati kao zbroj stvarne komponente i pogreske:
T = TrE + 0. (4.16)

Iz jednadzbi (4.13) i (4.16) mozemo izraziti ory kao:

—sin(Og) cos(Ox)
ory = (d 4.17
ri = (di + €a)ee [ cos(®y) | T sin(0y) (4.17)
Uz pretpostavku nezavisnosti ¢4 i e matrica kovarijanci mjerne tocke je:
5o d2o? | 2sin?(0y)) —sin(20;) 0’_3 2cos?(0)  sin(20y) (4.18)
e —sin(20y)  2cos?(Oy) 2 | sin(20;) 2sin%(Oy) ‘

Za prakticne izracune Oy i djy su upotrebljeni umjesto O i di za procjenu matrice
kovarijanci tocke.

4.2.4 Otezana metoda pronalazenja linijskog segmenta

Ovdje su dani gotovi izrazi za ra¢unanje procjene parametara linija prema [94]. Izvodi
navedenih izraza nalaze se u [93] i [92]. Nakon poCetne procjene vjerojatnosnom Houg-
hovom transformacijom, ra¢unaju se parametri linija pomoc¢u formulacije maksimalne

vjerodostojnosti. Pritom se minimizira udaljenost toc¢aka mjerenja od linija

Spr = dy, cos(@ — Oy) — p. (4.19)
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Procjena parametra p je
dy, cos(& — Oy)

i
= b5
p= e (4.20)
dohe1
=S
nge je Z(Spk . R
Sspr = 04c0s” (& — O) + o dy sin® (& — Oy), (4.21)

varijanca udaljenosti dpp koja se minimizira. Neka je 1[% projicirana tocka mjerenja na
liniju gledano u p — 9 koordinatnom sustavu:

Ur = di, sin(é — Oy). (4.22)

Centar rotacijske nesigurnosti objasnjen je u odlomku 4.2.5, a ovdje navodimo njegovu
procjenu prema izrazu:

n ¢k
N Zk:l 25
vp = 71% (4.23)
D k=1 T
Neka je
0 = Y — Yp (4.24)

udaljenost k-te tocke mjerenja i procjene centra rotacijske nesigurnosti. Iterativno rje-
Senje za kut a dano je prema a = & + da:

(4.25)

gdje su dpy, 0¢y 1 Xs,, dani izrazima (4.19), (4.24) i (4.21).

Optimalni linijski segment odreduje se iz dobivene linije projekcijom rubnih tocaka,
koje pripadaju pocetnoj procjeni linijskog segmenta, na optimalnu liniju. Jednostav-
nosti radi, zanemarujemo nesigurnost krajnjih tocaka linijskih segmenata i matricu ko-
varijanci linijskog segmenta poistovje¢ujemo s matricom kovarijanci linija.

4.2.5 Procjena matrice kovarijanci linija

Neka je procjenjena orijentacija linije definirana kao zbroj stvarne orijentacije i pogreske:

&=+ €. (4.26)
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Sli¢no, neka je udaljenost linije od ishodista (duljina vektora normale) definirana kao:
p=p+ep,. (4.27)

Za €, i €, pretpostavimo da su slucajne varijable Gaussove raspodijele, srednje vrijed-

2

ol o2. Matrica kovarijanci linije definirana je kao:

nosti nula i pripadnih varijanci o

71T

S =E(e)(er)" ], (4.28)

gdje je E operator ocekivanja, a e = [ € €a ] . Tada je matrica kovarijanci linije
definirana sljedeéim izrazom:

_| El&] Elac] | _ | Zop Zpa
2= Eleqe)) E [eﬁ]p ] - [ EZZ Eza ] ; (4.29)

gdje su X, varijanca udaljenosti linije od ishodista, X, varijanca orijentacije linije, dok
su Yo 1 Yoy kovarijance. Kako je po definiciji matrica kovarijanci simetri¢na pozitivno
definitna matrica slijedi: X, = X,.

Prema otezanoj metodi pronalaZzenja linija matrica kovarijanci linije odreduje se
prema sljedeéim izrazimas:

1
Yop - T (4.30)
k=1
! 25%
Sy = ——* (4.31)
o " (6’¢)k)2 9 *
A Zspn
N
Oy,
Zpoz = _Eozazppz . (432)
k=1 0Pk
gdje su épy, 6¢y 1 Xsp, dani izrazima (4.19), (4.24) i (4.21).
Nesigurnost odometrije
Definirajmo polozaj robota u odnosu na globalni koordinatni sustav gg:
T
4% =1 Yi | (4.33)
9

¢ime je odreden lokalni koordinatni sustav robota. Par (x;,y;) odreduje poziciju, a ¥;
orijentaciju robota u odnosu na pozitivni smjer x-osi. Sustav odometrije procjenjuje
relativni pomak robota, integrirajuci brzine kotaca (kinemati¢ki model robota opisan je
u potpoglavlju 5.1). Ako se robot giba od polozaja g; do polozaja ¢; definiran je lokalni
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pomak g;;:
xij
i = | vij |- (4.34)

Matrica kovarijanci pomaka dana je sljede¢im izrazom:

Y- ZJ:z:y Exﬁ
Sy Ty Do |- (4.35)
Dor Loy 9o

2y

ij

Ovo je op¢i oblik matrice kovarijanci. Izgled matrice kovarijanci ovisi o primijenjenom
modelu odometrije. Uz pretpostavku da su, za mali pomak ¢;;, Sumovi od z, y i ¥
nezavisne slucajne varijable, slijedi:

: (4.36)

gdje su o2, 03

Neka je dan inicijalni poloZaj ¢;, pripadna matrica kovarijanci toga polozaja X, te

i ag pripadne varijance pozicije x i y te orijentacije ¢.

lokalni pomak ¢;; s pripadnom matricom kovarijanci X, .. Tada je kombinirana matrica
kovarijance X, u globalnom koordinatnom sustavu dana sljede¢im izrazom:

S = QY,Q" + KX KT, (4.37)
gdje su:
1 0 —ycost; —xsind;
Q=0 1 —ysind; +zcosd; (4.38)
00 1
cost; —sind; 0
K= | sin¥; cos?d; 0 |. (4.39)
0 0 1

Transformacija matrice kovarijanci linije u globalni koordinatni sustav

Neka je lokalni koordinatni sustav u ¢-tom poloZaju odreden svojom pozicijom i orijen-
tacijom u odnosu na globalni koordinatni sustav:

%= | Y |- (4.40)

Ista se linija moze promatrati iz razli¢itih koordinatnih sustava, slika 4.15.
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Razmotrimo liniju izmjerenu u i-tom lokalnom koordinatnom sustavu, gdje je L; =

T
[ ;P } i transformirajmo ju u globalni koordinatni sustav gdje ¢emo ju oznacavati

sa Lg:
Q) a; + 9
Lo = — ’ (4.41)
Po pi + 0pi
gdje su dp; i d1; dani izrazima:
dpi = zicos(a; + U;) + y;sin(ay + 9;), (4.42)
oY = y; cos(ozi + 19i) — SiD(Oéz‘ + 19z‘) (4'43)

1 oznaceni na slici 4.15.

Slika 4.15. Linija u odnosu na globalni i lokalni koordinatni sustav. Vrijednosti ép i dv¢
predstavljaju pomak koordinatnog sustava w p-y koordinatnom sustavu.

Matricu kovarijanci X7, linije L; u lokalnom koordinatnom sustavu ¢; moze se tran-

sformirati u globalni koordinatni sustav prema sljede¢im izrazima:
S, =HY HT, (4.44)

gdje je:

1 0
H:[M 1]. (4.45)

Vazno je napomenuti da se svojstvene vrijednosti matrice ne mijenjaju s promjenom
koordinatnog sustava.

Nadalje, linija L; prikazana je u odnosu na lokalni koordinatni sustav ¢;, gdje i
sam poloza]j koordinatnog sustava ima nesigurnost zbog lokalizacije robota (koja moze
biti samo pomoc¢u odometrije ili pomoc¢u odometrije i lasera). Nesigurnost polozaja
koordinatnog sustava prikazana je matricom Y. Neka je Z:’qo doprinos nesigurnosti
polozaja ukupnoj nesigurnosti linije u globalnom koordinatnom sustavu. Da bismo
izra¢unali 2(10, prvo zarotiramo Y, u kut linije ap u globalnom koordinatnom sustavu i

zatim prebacimo nesigurnost polozaja u nesigurnost linije, kao §to je prikazano na slici
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4.16 i prema sljedecem izrazu:

S = KDy KT, (4.46)
gdje je:
0 0 1
K; = , 4.47
! [ cos(a; +U;) sin(a; +7;) 0 ] (4.47)

a matrica nesigurnosti polozaja X, opisana prema izrazu (4.37). Kona¢na matrica

Slika 4.16. Projekcija nesigurnosti poloZaja u nesigurnost linije.

kovarijanci linije je zbroj transformirane matrice kovarijanci linije i matrice kovarijanci
polozaja:
Y1y = H; X, H + K; X, K] (4.48)

Centar rotacijske nesigurnosti linije

Jednadzba (4.45) definira matricu transformacije matrice kovarijanci linije iz lokalnog
koordinatnog sustava ¢; u globalni qp. Za svaku matricu kovarijanci X'y postoji posebna
matrica Hp definirana izrazom:

Hp:[ ! 0], (4.49)

ovp 1
gdje je:
X
Spp = — =2, 4.50
> (4.50)
Matrica Hp dijagonalizira matricu kovarijanci X7, na sljedec¢i nacin:
1 2 14
5y = O 1] 9 02 ve | (4.51)
op 1 0 o, 0 1

Tocka Vp zove se centar rotacijske nesigurnosti u kojoj su €, 1 €, nezavisne slucajne
varijable:

Vp =

zp | | pcos(a) — dpsin(a)
yp ] B [ psin(a) + 0 p cos(a) ] ' (4:52)
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Na slici 4.17 prikazana je linija s pripadnim nesigurnostima. Crtkane linije predstav-
ljaju nesigurnost kuta, a tockaste linije dio prikazuju pripadnu nesigurnost udaljenosti
linije od ishodista. U sjecistu crtkanih linija nalazi se centar rotacijske nesigurnosti Vp.

Slika 4.17. Linija s oznacenim centrom rotacijske nesigurnosti i pripadnim nesigurnostima.

4.2.6 Spajanje sli¢nih linijskih segmenata
Xg-test

Do sada smo mjerne podatke lasera opisivali linijama. Medutim, nismo provjeravali sla-
ganje pretpostavljenog modela linije s podacima, tj. toénosti pretpostavljenog modela.
U formulaciji testiranja hipoteza, zelimo razluciti izmedu dvije hipoteze: HO — model je
toc¢an i H1 — model je netoc¢an. Moguce je testirati nultu hipotezu HO za danu razinu
znacajnosti p.

x2-test uobitajena je metoda za testiranje ispravnosti hipoteze. Test se sastoji od
izra¢una slu¢ajne varijable 2 koja ima x? razdiobu, odredenu prema mjerenjima i
modelu koji se testira. Za danu n-dimenzionalnu slucéajnu varijablu V' i mjerenje te
varijable V mora vrijediti pretpostavka da V' ima normalnu razdiobu, srednje vrijednosti
0 i matrice kovarijanci Xy,. Vrijednost slu¢ajne varijable x2 moZe se racunati prema:

Xa=(V-"T(Zy) (Vv -V). (4.53)

Obi¢no se za danu razinu znacajnosti p definira jednosmjerno podrucje odbijanja hipo-

teze
X2 > ¢, (4.54)

gdje konstanta ¢ zadovoljava uvjet
a2
/ p(Xn)dX; = ps (4.55)
C

gdje je p(x2) gustoéa x? razdiobe reda n. Za dane n i p, vrijednost ¢ odreduje se
numericki ili oGitavanjem iz x? tablice razdiobe vjerojatnosti.
U radu je izabrana velika razina znacajnosti, jer se ne zeli odbaciti niti jedna hipoteza
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koja bi mogla biti istinita. Vazno je napomenuti da velika vrijednost x2 implicira malu
vjerojatnost odbacivanja istinitih hipoteza. Sam test ne implicira veliku vjerojatnost
da je model to¢an. On, naprotiv, samo sluzi kao uc¢inkovita metoda za odbacivanje
netoc¢nih hipoteza.

Spajanje sli¢nih linija y2-testom

Hipoteza koja se provjerava jest pripadnost dvaju linijskih segmenata pripadaju istoj
liniji. Spajanje sli¢nih linija zasnivano je na najrobusnijim parametrima linijskog seg-
menta, orijentaciji o i duljini vektora normale p.

Promatramo dva linijska segmenta Sé i Sl , njihove linije Lé i L% te pripadne ma-
trice kovarijanci linija u globalnom koordinatnom sustavu. Zatim zbrajamo matrice
kovarijance da izra¢unamo ukupnu relativnu nesigurnost razlike izmedu dviju linija:

Tsn = gy + Ty (4.56)

Razlika izmedu dviju linija racuna se prema:

i i
oL =% = @0 % (4.57)
op Po — P
X>-test je oblika:
X3 = (0L)" (85,) "' (6L) < 3. (4.58)

Ovaj je test dovoljan za linijske segmente koji imaju vrlo malu nesigurnost orijentacije.

Da bismo mogli koristiti linije s ve¢om rotacijskom nesigurnosti, nelinearnosti uve-
dene medusobnom ovisnosti nesigurnosti parametara a i p moraju se umanjiti. To se
moze napraviti tako da linije usporedujemo u koordinatnom sustavu gdje je medusobna
ovisnost najmanja. Centar rotacijske nesigurnosti definiran je prema (4.52) kao tocka
u kojoj se minimiziraju efekti ovisnosti parametara « i p. Obje se linije transformiraju
u koordinatni sustav s ishodistem u centru rotacijske nesigurnosti za kombiniranu nesi-
gurnost (zbroj) obaju linija. Linije L{ i Lg i matrica kovarijance Xy, transformiraju se
w Lk, f% i Xs.. Tada se izvodi sljedeci test:

@:[@]:[2121, (450
X3 = (6L)"(Z51) ' (6L) < 3. (4.60)

Ako je uvjet (4.60) ispunjen moze se odrediti s odabranom razinom znacajnosti p da se
razlika linija L} i L} moze opravdati modeliranim Sumom te hipoteza nije odbacena.

Primjenom formulacije maksimalne vjerodostojnosti dobivaju se izrazi za spojenu
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liniju i njezinu nesigurnost:

Prs=((Zp) ™+ (277 (4.61)

J
0
Ly = 2p((Zp) ' Lo + (ng)*ng). (4.62)

Krajnje se tocke dobivaju projekcijom postojec¢ih krajnih toc¢aka na novo dobivenu liniju.
Kako smo zbog jednostavnosti zanemarili nesigurnost krajnjih tocaka, dva segmenta
koja se nalaze na istoj liniji, a krajnje su im tocke udaljene za manje od 304, smatramo

jednim linijskim segmentom.

4.3 Algoritam istraZivanja nepoznatog prostora zasnivan
na skoénim bridovima i izgradnji linijske karte

U ovom je potpoglavlju opisan je razvijeni algoritam istrazivanja prostora koji je progire-
nje Ekmanova algoritma. Prosirenje ukljucuje promjenu kriterijske funkcije i ukljucenje

utjecaja mjernog Suma ocitanja senzora i nesigurnosti polozaja.

4.3.1 Kriterij odabira sljedeée mjerne pozicije

Razvijeni algoritam istrazivanja koristi izmijenjeni kriterij izbora najboljeg sko¢nog
brida [53], [54]. Ekmanov algoritam koristi kriterij u obliku odnosa dobitka iz ¢vora
n; i cijene putanje od ¢vora n; do nj. Ve¢ malo manji iznos dobitka ¢vora, moze se
promatrati kao da je duljina putanje do tog ¢vora toliko puta ve¢a. Prema tome, moze
se odabrati dalji ¢vor, koji ima vedi iznos dobitka, umjesto nekog bliZzeg ¢vora s manjim
iznosom dobitka. Buduéi da se svi ¢vorovi iz grafa istrazivanja trebaju posjetiti, to ¢e
znaciti da se robot mora kasnije vrac¢ati na ¢vorove s malim iznosom dobitka. U unu-
tarnjim prostorima s mnogo vrata, stolova i uskih prolaza, ta se situacija dogada dosta
Cesto, Sto uzrokuje nezadovoljavajuc¢e predugo trajanje procesa istrazivanja.

Za ubrzanje procesa istrazivanja u radu je primijenjena kriterijska funkcija koja
umjesto odnosa dobitaka koristi zbroj dobitka ¢vora i cijene putanje normirane prema
maksimalnom dometu senzora. Pri tome se kao iznos dobitka ¢vora koristi duljina
sko¢nog brida, budué¢i da ona upucuje na veli¢inu neistrazenog prostora. Kriterij za
izbor najboljeg sko¢nog brida definiran je kao:

h; v
Oy, ny) = 2ol 4 Be, (463)

gdje je h; skocni brid ispred mjernog polozaja n;, R, polumjer vidljivosti (maksimalan
domet senzora), a ¢;; cijena putanje od ¢vora n; do ¢vora mj. Ovaj oblik kriterija
podjednako otezava dulje bridove i kra¢u putanju do potencijalne mjerne pozicije.
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4.3.2 Odredivanje poligona mjerenja iz linijskih segmenata

U Ekmanovu algoritmu istrazivanja poligon mjerenja F; stvara se ekspanzijom i fuzi-
jom zvjezdastog poligona dobivenog iz mjernih podataka senzora udaljenosti. Prosireni
poligon mjerenja EP; stvara se iz poligona mjerenja P; tako Sto se proSiruje sko¢nim
bridovima. Progireni poligon istrazivanja EPg(i) dobiva se iz prosirenog poligona istra-
7ivanja iz prethodnog mjerenja EPg(i — 1) i novog prosirenog poligona mjerenja EP;.
Dobiveni sko¢ni bridovi definiraju nove mjerne pozicije za neistrazeni prostor. Tijekom
fuzije pokuSavaju se otkriti kolinearni bridovi, koji se zamjenjuju jednim ve¢im bridom.
Medutim, kolinearni bridovi se ¢esto ne mogu otkriti zbog Suma te se dobiva velik broj
nepotrebnih bridova.

Razvijeni algoritam istrazivanja koristi postupak izdvajanja linijskih segmenata koji
pronalazi statisticki to¢ne bridove iz zaSumljenih ocitanja senzora i uzima u obzir ne-
sigurnost polozaja mjerenja. Dobiveni linijski segmenti zatvaraju se u poligon tako da
se vrhovi linijskih segmenata poredaju u lokalnom koordinatnom sustavu po kutu u
intervalu od [—7, 7]. Tako poredani vrhovi si,...,s, definiraju proSireni poligon mje-
renja. Posebno, ako pozicija robota p; nije kolinearna sa s, sy, poligon se zatvara preko
pozicije robota, odnosno umjesto 5,51 nastaju s,p; p;S1- Linijski segmenti odgovaraju
[ bridovima prosirenog poligona mjerenja, a bridovi koji su potrebni za zatvaranje poli-
gona odgovaraju h bridovima prosirenog poligona mjerenja E'P;. Zbog jasno¢e uvodimo
oznaku E\I/Di, pod kojom se podrazumijeva dobiveni poligon iz linijskih segmenata. Ako
nema dobivenih linijskih segmenata iz mjerne pozicije, sko¢ni se bridovi definiraju tako
da ¢ine trokut upisan u polukruznicu odredenu polumjerom vidljivosti laserskog sen-
zora udaljenosti. Jedan skoc¢ni brid je promjer polukruznice, a druga dva brida spajaju
krajnje tocke promjera s tockom na polukruznici prema kojoj je robot orijentiran, kao
§to je prikazano na slici 4.18.

Slika 4.18. Dobivanje skoc¢nih bridova u slucaju u kojem nema ocitanih prepreka.

Na slici 4.19 prikazan je primjer mjerenja dijela nepoznatog prostora. Stvarna karta
koja je robotu nepoznata prikazana je tockama. Crtkani bridovi (crveni) su sko¢ni bri-
dovi, a puni bridovi (plavi) su linijski segmenti izdvojeni iz mjerenja lasera. Polozaj
oznalen § ¢; je trenutni polozaj robota, a polozaj oznacen s m je sljede¢i odabrani
mjerni polozaj. Sljede¢i mjerni polozaj odabran je ispred sko¢nog brida, da bi se osi-
guralo nadovezivanje poligona, odnosno njihovo djelomi¢no preklapanje. Skoc¢ni bridovi
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Slika 4.19. Primjer odredivanja skocnih bridova (crtkane linije) i stvarnih bridova (pune linije)
iz mjerenja laserskog senzora iz poloZaja q;.

zajedno s linijskim segmentima ¢ine proSireni poligon mjerenja EP;.
Slika 4.20 nadovezuje se na sliku 4.19 i prikazuje mjerenje iz odabranog sljedeceg
mjernog poloZzaja g;1. Trenutni mjerni polozaj oznacen je s g;y1, a odabrani sljedeci

. :
-23 -22 -21 -20 -19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12

Slika 4.20. Odredivanje skoénih bridova (crtkane linije) i linijskih segmenata (pune linije) iz
odabranog sljedeceqg mjernog poloZaja q;41.

mjerni polozaj s n. Skocni bridovi zajedno s linijskim segmentima ¢ine progireni poligon
mjerenja EAJISiH.

U Ekmanovu se algoritmu istrazivanja smanjuje broj sko¢nih bridova u prosirenom
poligonu istrazivanja ponovnom ekspanzijom i fuzijom, a ovdje se koristi operacija unije
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poligona prema postupku opcenitog isijecanja poligona [133] nad progirenim poligonom
mjerenja E\ISZ i profirenim poligonom istrazivanja iz prethodnog mjerenja E\?’E(z —
1). Unija poligona izvodi se tako da se od dva poligona sa¢uvaju samo rubni bridovi
(najudaljeniji). Na taj se nacin definira istrazeni prostor te sprje¢ava stvaranje sko¢nih
bridova unutar istrazenog prostora. Sko¢ni bridovi, ¢ija je duljina veé¢a od Sirine robota,
smatraju se kandidatima za novo mjerenje. Primjer prosirenog poligona istrazivanja
ETJE(Z + 1), dobivenog unijom poligona ED; i E//’TDZ-H sa slika 4.19 i 4.20, prikazan je
na slici 4.21. Pseudokod razvijenog algoritma istrazivanja dan je algoritmom 4.2.

-23 -2 -21 -20 -19 -18 -17 -16 ~-15 ~-14 -13 -12
a [m]

Slika 4.21. Poligon dobiven unijom poligona i pripadni skoéni bridovi nakon unije poligona.

4.4 Eksperimentalni rezultati

Ekmanov algoritam i razvijeni algoritam istrazivanja testirani su u slimulatoru i eks-
perimentalno na stvarnom robotu. Simulacija je izvedena u karti prostora ¢itavog kata
Zavoda za automatiku i racunalno inzenjerstvo. Odabrana je lokalizacija zanemarive
nesigurnosti. Laserski je senzor udaljenosti u simulaciji gotovo idealan te su time osi-
gurani uvjeti za izvodenje Ekmanova algoritma. I Ekmanov i razvijeni algoritam daju
podjednake rezultate koji su prikazani na slici 4.22, gdje je prikazana trajektorija robota.
Oba su algoritma u potpunosti istrazili ¢itav prostor koji je dostupan robotu. Dobiveni
poligon istrazivanja prikazan je na slici 4.23. Rezultati simulacije gotovo u potpunosti
odgovaraju zadanoj karti zbog zanemarivih nesigurnosti lokalizacije i laserskog senzora
udaljenosti.

Eksperimenti su izvrSeni na stvarnom robotu na dijelu ogradenog prostora Zavoda
za automatiku i ra¢unalno inZenjerstvo. Za provjeru uspjesnosti algoritma istrazivanja
koristena je karta prostora prikazana tockama, koja robotu nije poznata. Valja napome-
nuti da ta karta ne odgovara u potpunosti stvarnom prostoru. Primjerice, u karti su sva
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Algoritam 4.2: Razvijeni algoritam istrazivanja

1: no < (0,0){Inicijalizacija}
2: ny < (O, 0)
3: Gp(0) «((0,0),0)
4: 1+ 1
5: ponavljaj
6: idi-na-novu-mjernu-poziciju(n;)
T R; + novo-mjerenje
8: {Si} < izdvoji-linijske-segmente(R;)
9: ako [{S;}| >0
10: {89} «+ spoji-sli¢ne-linijske-segmente({S;}, {S"})
11: EL; + poredaj-bridove-po-kutu({SP})
12: EP; + nadopuni-bridove-u-poligon(FEL;)
13: inace
14: EP; + sko¢ni-bridovi-za-maksimalni-domet(R;)
15: kraj
16: EPg(i) < EPg(i — 1)U EP,
17: Gp(i) « stvori-graf-istrazivanja(Gg(i — 1), EPg(i))
18: n;+1 < odaberi-¢vor(n;, Gp(i))
19: 14—1+1
20: dok nije g; =0
10
sF i
E o :
>~
5+ ,
_10 1 1 1 1 1 1 1

X [m]

Slika 4.22. Rezultati simulacije razvijenog algoritma istraZivanja prostora.

vrata prikazana kao otvorena, a u stvarnosti su zatvorena, a stube su zagradene ravnom
linijom. Takoder, neke prepreke nisu zabiljezene, kao sto su stol, biljke i stolci kojima su
zagradene stube iz sigurnosnih razloga. Robot je lokaliziran AMCL lokalizacijom (engl.
adaptive Monte Carlo localization), koja koristi opisanu kartu. Gibanje robota izmedu
mjernih polozaja izvodeno je algoritmom planiranja gibanja koji objedinjuje planira-
nje putanje i izbjegavanje prepreka (opisan u poglavlju 5). Na slici 4.24 prikazani su
eksperimentalni rezultati Ekmanova algoritma istrazivanja prostora [58]|. Prikazana je
trajektorija robota za vrijeme istrazivanja i snimljena karta u obliku bridova. Robot
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Slika 4.23. Dobiveni poligon nakon zavrsenog simulacijskog eksperimenta.

Slika 4.24. Eksperimentalni rezultati Ekmanova algoritma istraZivanja prostora.

je snimao kartu iz 62 mjerne pozicije pri ¢emu je snimio 11547 linijskih segmenata koji
predstavljaju kartu istrazene prostorije.

Na slici 4.25 prikazani su eksperimentalni rezultati razvijenog algoritma istrazivanja.
Prikazana je trajektorija robota za vrijeme istrazivanja i snimljena karta u obliku bri-
dova. Rezultati pokazuju samo 13 mjernih pozicija te 162 linijska segmenta. Dobiveni
poligon prikazan je na slici 4.26.
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Slika 4.26. Dobiveni poligon nakon zavrsenog eksperimenta.

4.5 Sazetak

U ovom je poglavlju razmatrano autonomno istrazivanje nepoznatog unutarnjeg poli-
gonalnog prostora. Prikazan je razvijeni algoritam istrazivanja poligonalnih prostora,
kao prosirenje Ekmanova algoritma istrazivanja. Razvijenim su algoritmom istrazivanja
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uklonjena stroga ograni¢enja Ekmanova algoritma koji pretpostavlja idealnu lokaliza-
ciju robota i idealni senzor udaljenosti. Dok kod Ekmanova algoritma mjerni podaci
senzora udaljenosti predstavljaju uzorkovan poligon vidljivosti, razvijeni algoritam uklju-
Cuje algoritam izdvajanja linijskih segmenata prema Pfisteru et al., kojim se pronalaze
statisticki to¢ni bridovi poligona vidljivosti iz zasumljenih oc¢itanja senzora, uzimajuéi
pritom u obzir utjecaj nesigurnosti polozaja mobilnog robota. U Ekmanovu se algoritmu
bridovi poligona vidljivosti, koji ne odgovaraju bridovima prostora, nazivaju skocnim
bridovima, a strategija se istrazivanja zasniva na ¢injenici da sko¢ni bridovi navode na
smjerove vjerojatno neistrazenih podrucja prostora. U razvijenom se algoritmu racu-
naju aproksimacije skoc¢nih bridova dobivene zatvaranjem linijskih segmenata u poligon.
Kombiniranjem podataka senzora udaljenosti iz razli¢itih mjernih polozaja, postupno
se izgraduje karta, u kojoj skoc¢ni bridovi dijele istrazena i neistrazena podrucja. Dok je
kod Ekmanove metode pretpostavka da se poligoni vidljivosti iz dvaju susjednih mjernih
polozaja savrSeno poklapaju ili nadovezuju, u razvijenom se algoritmu primijenjuje sta-
tisticka metoda slaganja bridova iz dvaju mjernih polozaja. Kod Ekmanova algoritma
savrSenim preklapanjem ili nadovezivanjem poligona vidljivosti nestaju sko¢ni bridovi
koji se nalaze u ve¢ istrazenom podrucju. Nasuprot tomu, u razvijenom se algoritmu
koristi postupak unije dvaju poligona za eliminiranje sko¢nih bridova unutar veé istra-
zZenog prostora.

U Ekmanovu je algoritmu pokazano da je prostor istrazen kada u karti vise ne
postoji niti jedan sko¢ni brid. Razvijeni algoritam nasljeduje to svojstvo, a stvorena
karta prostora objedinjuje utjecaj nesigurnosti senzorskih ocitanja i polozaja mobilnog
robota, ¢ime je postignuta konvergencija algoritma istrazivanja u realnim uvjetima.
Eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu potvrduju prednosti razvijenog algoritma
istrazivanja nad Ekmanovim algoritmom.






POGLAVLJE 5

Slijedenje putanje i izbjegavanje
prepreka

Putanja dobivena algoritmom pretrazivanja grafa sastavljenog iz mrezaste karte zauzeca
u prostoru mobilnog robota je geometrijska krivulja sastavljena od ravnih segmenata s
ostrim kutevima na prijelazu izmedu dvaju segmenata. Takva putanja nije prikladna za
slijedenje zbog kinematickih i dinamickih ograni¢enja robota. Naime, pracenje ravnih
segmenata kojima se smjer naglo mijenja mora rezultirati znatnim usporavanjem giba-
nja mobilnoga robota. Medutim, po dijelovima prekinuta geometrijska putanja moze
se pretvoriti u neki oblik glatke krivulje koja u vremenu predstavlja trajektoriju mo-
bilnog robota na osnovi koje se robotu zadaju referentne brzine gibanja. Razlikuju se
neposredni i posredni pristupi generiranja trajektorije.

U neposrednim se pristupima generiranja trajektorije, primjerice kubi¢ni splajn
[103], [102] ili interpolacija gradijentnom funkcijom [65], moraju uzeti u obzir dinamicka
i kinematicka ograni¢enja robota. Dobivena krivulja prostorno odstupa od izvorne ge-
ometrijske putanje, pa se mora dodatno provjeriti prolazi li ona kroz neku prepreku u
prostoru. U slucaju dinamickih prostora, reparametriranje globalne trajektorije ovak-
vim metodama racunski je dosta zahtjevno.

Posredni pristupi generiranja trajektorije zasnivaju se na primjeni algoritama izbje-
gavanja prepreka. Najcescée koristeni algoritmi izbjegavanja prepreka mogu se podijeliti
u dvije skupine: (1) algoritmi smjernog pristupa i (2) algoritmi brzinskog pristupa.
Algoritmi smjernog pristupa traze optimalni smjer u kojem se robot treba gibati. Pri-
mjeri algoritama smjernog pristupa su: metoda umjetnog potencijalnog polja [59], me-
toda histograma vektorskog polja [10] i algoritam dijagrama blizine [82]. Ovi algoritmi
ne uzimaju u obzir dinamicka ogranicenja robota, za razliku od algoritama brzinskog
pristupa. U brzinskom pristupu pretrazuje se prostor translacijskih i rotacijskih brzina
robota. Trazi se optimalan par brzina (translacijska i rotacijska brzina) prema nekoj kri-
terijskoj funkciji koja uzima u obzir lokalnu konfiguraciju prepreka i usmjerenost prema
cilju. Tipi¢na pretpostavka kod algoritama ovog pristupa jest da se robot giba po kruz-
nim lukovima. Primjeri algoritama brzinskog pristupa su: metoda krivulje-brzine [121],

131



132 Poglavlje 5. Slijedenje putanje i izbjeqavanje prepreka

metoda trake-krivulje [122] i algoritam dinamickog prozora [36].

Algoritmi izbjegavanja prepreka podlozni su problemu lokalnog minimuma. Lokalni
minimum je pozicija koja nije cilj, a u kojoj se robot trajno zaustavi. Najces¢i test
pojave lokalnog minimuma jest postavljanje prepreke u obliku slova “U” izmedu robota
i cilja, tako da ga gibanje prema cilju priblizava prepreci i njome je okruzen s tri strane.
Odmicanje od prepreke takoder znaci i odmicanje od cilja i tako robot trajno ostaje
u istoj tocki. RjeSenje je ovoga problema integracija algoritma izbjegavanja prepreka i
algoritma planiranja putanje.

Postoje brojni pristupi koji kombiniraju lokalnu metodu izbjegavanja prepreka s glo-
balnom metodom planiranja putanje [13], [2], [5]. Medutim, ti pristupi nekad generiraju
gibanje koje nije optimalno. Primjera radi, zamislimo dva medusobno okomita hodnika
koja tvore slovo “T”. Zadatak je robota prije¢i iz jednog hodnika u drugi. Zbog neplanira-
nog profila brzina duz cijele trajektorije, robot moze propustiti skretanje u drugi hodnik
jer mu dinamicka ogranic¢enja brane da ostvari proizvoljno nagli zaokret. Stoga mora
zaokrenuti i probati ponovo s druge strane istog hodnika. Iz drugog pokusaja uspjeva
skrenuti, jer mu se brzina smanjila, no moguce je zamisliti scenarij u kojem robot trajno
oscilira oko ulaza u drugi hodnik. Glavni je razlog ovog problema $to se sljedeca uprav-
ljacka akcija odabire s obzirom na trenutno stanje robota i globalnu isplaniranu putanju
(samo x,y koordinate), a u odredenim situacijama, posebno pri velikim brzinama ro-
bota, nuzno je planirati i brzine robota. U [125] je opisan uspjesni pristup zasnovan na
algoritmu dinamickog prozora, koji planira gibanje u petero-dimenzionalnom prostoru
polozaja i brzina (x,y, v, v,w) u neposrednoj blizini robota. U [86] je opisan pristup zas-
novan na algoritmu dinamickog prozora kojem je dokazana konvergencija prema cilju.
U nastavku ¢e biti detaljnije opisan algoritam dinamickog prozora i predlozena metoda
objedinjavanja algoritma dinamickog prozora i algoritma FD*.

5.1 Kinematicki model mobilnog robota s diferencijalnim
pogonom

U radu je koristen mobilni robot s diferencijalnim pogonom. Sastoji se od tri kotaca.
Dva su kotaca pogonska ¢ijim se kutnim brzinama moze neovisno upravljati. Treéi je ko-
tac kastorski kotac koji se moze slobodno okretati, a sluzi za stabilizaciju gibanja robota.
Oba pogonska kotaca sadrze enkodere za mjerenje brzina ili prijedenih putova kotaca.
Pomocu brzina kotaca moguce je izracunati pomak robota u prostoru. Odometrija je
postupak odredivanja trenutnog polozaja mobilnog robota pomocéu nekog prethodno
odredenog polozaja i poznatih brzina (mjerenih “odometrom”) u danom vremenu [9].
Ovdje su izdvojena tri postupka odometrije prema [120]| od kojih jedan koristimo za
odredivanje trajektorija.

Neka je ¢ = [z y 9]7 polozaj mobilnog robota, gdje su (x,%) Kartezijeve koordi-
nate srediSta osovine kotaca robota, a 1 je orijentacija glavne osi robota s obzirom na

pozitivnu poluos X (slika 5.1). Neka je Q skup svih polozaja koje mobilni robot moze
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Y lijevi w
v
y ______

kastorski
kotac desni

kotac

)
z X

Slika 5.1. Kinematicki model mobilnog robota s diferencijalnim pogonom.

poprimiti u prostoru. Pretpostavljamo da je O kontinuirani i ograni¢eni podskup od
R3.

Opisani mobilni robot moze se gibati (uz iskljuc¢eno klizanje) samo u smjeru svoje
uzduzne osi. Prema tome sljedeé¢e kinemati¢ko ograni¢enje mora biti zadovoljeno:

& sin(¥) — g cos(¥) = 0. (5.1)

Ovo ogranicenje svrstava mobilnog robota s diferencijalnim pogonom u neholonomske
sustave. Neholonomski sustav je onaj u kojemu su kinematicka ograni¢enja neintegra-
bilna i ne mogu se pretvoriti u geometrijska ogranicenja [381|. Geometrijska ogranic¢enja
mobilnog robota uvode prepreke u prostoru. Dakle, kinematicko ograni¢enje ne utjece
na geometrijsko ogranicenje mobilnog robota. Robot moZe do¢i do bilo koje tocke u slo-
bodnom prostoru, primjerice, okretanjem u mjestu pa gibanjem ravno naprijed. Drugim
rije¢ima u neholonomskim sustavima gibanje je ograni¢eno lokalno, ali ne i globalno.
Neholonomski sustavi nazivaju se jos i sustavi s neholonomskim ogranicenjima.

Kinemati¢ki model podrazumijeva samo gibanje robota bez proklizavanja kotaca,
ne uraCunava ubrzanja/usporenja i sve promjene brzina smatra trenutnima. Kinema-
ticki model mobilnog robota primijenjujuc¢i neholonomsko ograni¢enje (5.1) opisan je
sljede¢im jednadzbama:

cos 0
= | sind |v+ | 0 |w, (5.2)

8.

SO
)
—_
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gdje su translacijska brzina v i rotacijska brzina w dane sljede¢im relacijama:

vp +vL  wpkr+wrkpr

Up — VL wpkr —wrkr (5'3)

b b ’

gdje je kr polumjer kotaca, b duljina pogonske osovine, vy, i vp obodne brzine lijevog i
desnog kotaca, a wy, i wp kutne brzine lijevog i desnog kotaca. Tako se robotom upravlja
preko kutnih brzina lijevog i desnog kotaca, veli¢ine v i w smatraju se ulaznim velici-
nama. Uvodimo pretpostavku da su brzine v i w konstantne unutar svakog vremenskog
intervala (ciklusa). Ta je pretpostavka opcenito zadovoljena u implementacijama digi-

talnog sustava upravljanja. Stoga slijedi da se za vrijeme k-tog intervala robot giba po
v(k)
w(k)
Pretpostavimo da je polozaj robota ¢(k) u trenutku k poznat, zajedno s vrijednostima

kruznom luku polumjera r = koji se preinacuje u linijski segment za w(k) = 0.
upravljackih veli¢ina v(k) i w(k) primijenjenim u intervalu [t(k),t(k + 1)). Polozaj ro-
bota q(k + 1) u trenutku k 4+ 1 moze se rekonstruirati Eulerovom metodom numericke
integracije kinematickog modela (5.2):

z(k+1) =x(k)

_"_
y(k+1) =y(k) +
Ik +1) = d(k) +

v(k)At cos ¥ (k)
v(k)Atsind(k)
w(k)At, (5.4)

gdje je At = t(k + 1) — t(k) duljina trajanja vremenskog intervala, odnosno period
diskretizacije. Pogreska u odredivanju xz(k + 1) i y(k + 1) jest u tome §to se uzima
konstantan iznos J(k) u cijelom intervalu At. Ovi su izrazi egzaktni za linijske segmente
(w(k) = 0). Cesto se koristi i estimacija kinematickog modela, dobivena drugim redom
integracijske metode Runge-Kutta:

x(k+1) = x(k) + v(k)At cos(I(k) + w(kQ)At)
y(k+1) = y(k) + v(k)Atsin(d(k) + %)
dk+1) = I(k) + w(k)At, (5.5)

Prva dva izraza u (5.5) koriste srednju vrijednost orijentacije unutar intervala A¢. Nu-
mericka pogreska u ovim formulama je manja nego u izrazu (5.4).

Polozaj robota g(k + 1) u trenutku k + 1 moZe se rekonstruirati egzaktnom integra-
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cijom kinematickog modela (5.2):

2k +1) = 2(k) + z((z)) (sind(k + 1) — sin 9(k))
y(k + 1) = y(k) — Z((’Z)) (cos 9(k + 1) — cos O(k))
90k + 1) = 9(k) + w(k)AL. (5.6)

Ovi izrazi egzaktno opisuju kruzni luk i bit ¢e koristeni u opisu trajektorija robota. Za

w(k) = 0 prva dva izraza u (5.6) su i dalje definirane i jednake onima u (5.4) i (5.5) (lako
sinx

se pokazuje koristenjem izraza lin% = 1). Medutim, u implementaciji je potrebno
T—

x
posebno razdvojiti izraze na dva slucaja.

Kinematicki se model moze zapisati u obliku prijelazne jednadzbe stanja

Q(k + 1) - f(Q(k)7 u(k))v (57)

gdje je upravljacka vrijednost u(k) = [v(k) w(k)]”. Pretpostavimo da robot trenutno
postize zadane upravljacke vrijednosti. U trenutku k + 1, prije nego §to je primijenjena
nova upravljacka vrijednost u(k + 1) vrijedit ¢e stara vrijednost u(k):

(5.8)

gdje s vgp(k + 1) i wr(k + 1) oznactavamo translacijsku i rotacijsku brzinu robota u
trenutku k& + 1. Polozaj ¢(k) zajedno s brzinama vgr(k) i wr(k) nazivamo stanjem
robota, s(k) = [q(k) vr(k) wr(k)]T.

Upravljacke vrijednosti posjeduju kinematicka i dinamicka ogranic¢enja. Kinematicka
ogranicenja odredena su najmanjim i najve¢im brzinama (translacijskim i rotacijskim)

koje robot moze ostvariti. Stoga za u(k) mora vrijediti sljedece:

Umaam (59)

wmax I

INIA

gdje su Vmasr 1 Wimae pozitivne realne vrijednosti koje odgovaraju najvec¢oj translacijskog
brzini (reverzne brzine su zabranjene) i najvecoj rotacijskoj brzini (robot i u lijevu i
u desnu stranu moze okretati jednako brzo). Dinamicka ogranicenja odreduju najvece
promjene brzine u jednom vremenskom intervalu koje robot moze ostvariti. Stoga za
u(k) s obizrom na u(k — 1) vrijedi sljedece:

A
Umaam (510)

v(k —1)
wk—1)

INIA

Awmax )

gdje su Avpae 1 Awmaz pozitivne realne vrijednosti koje odgovaraju najveéoj promjeni
translacijske brzine i najvecoj promjeni rotacijske brzine u intervalu At, odnosno naj-
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ve¢im primijenjenim ubrzanjima/usporenjima u intervalu At.

Neka je v upravljacka sekvenca, a T trajektorija robota definirane kako slijedi:

v ={u(0),u(l),...,u(F —1)},
={q(0),4(1), ..., q(F)}, (5.11)
uz ¢k +1) = f(q(k),u(k)), k=0,...,F -1,

gdje je q(0) pocetni polozaj robota. Svako stanje (k) na trajektoriji 7 odredeno je
prema prijelaznoj jednadzbi (5.7) iz prethodnog stanja q(k — 1) i vrijednosti u(k — 1) u
upravljackoj sekvenci, racunajuci redom za k=1,..., F.

5.2 Slijedenje putanje zasnovano na dinamic¢kom prozoru

5.2.1 Algoritam dinamickog prozora

Algoritam dinamickog prozora jest reaktivna metoda izbjegavanja prepreka u kojoj se
optimalna upravljacka vrijednost u = [v w]T trazi u prostoru brzina koje robot moze
ostvariti u sljede¢em vremenskom intervalu s obzirom na njegova kinematicka i dina-
micka ogranicenja. Trajektorija robota predstavljena je nizom kruznih lukova i ravnih
linija [36] uz pretpostavku da su brzine robota konstantne unutar vremenskog intervala
[ti,tiv1].

Pocetni skup brzina Vi, ukljucuje sve moguce upravljacke vrijednosti s obzirom na
kinematicka ograni¢enja robota prema (5.9):

Viin = {[v Wt [ v €0, vmaz] Aw € [—Wmazs Wmaz] } - (5.12)

Skup brzina Vg, ukljucuje sve moguce upravljacke vrijednosti s obzirom na dina-
micka ograni¢enja robota prema (5.10). Taj se skup odreduje prema trenutnoj brzini
robota u i-tom vremenskom trenutku vg(i) i wr(i), koja je jednaka primijenjenoj uprav-
ljackoj vrijednosti u (i—1)-vom vremenskom trenutku, vg(i) = v(i—1) iwr(i) = w(i—1):

€ ) — A , i)+ A A
Vi = { o7 | ¥ € R0 = Bvmas, vaD) + Atmas] (5.13)

w € [wr(i) — Awmaz, WR(1) + Awmaz]
Upravljacka vrijednost [v w]” smatra se dopustenom ako se robot nakon primijenjene
upravljacke vrijednosti u stigne zaustaviti, postujuci ograni¢enja (5.10), prije nego udari

u prepreku. Skup dopustenih brzina Vg4, odreduje se prema:

Vdop - {[U W]T ’ v S \/2pmin(v7w)amax A w S \/2¢min(vaw)amax} ) (514)

gdje pmin(V,w) 1 Ymin(v,w) predstavljaju udaljenost i kut do najblize prepreke po od-
Umaz . Wmax

1 & =
At mat At

govarajucoj krivulji, a e = su najvec¢e translacijsko i

rotacijsko ubrzanje/usporenje.
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Skup koji ¢ini rezultantni prostor pretrazivanja dobiven je presjekom navedenih triju
skupova brzina:
YV = Viin N Viin N Vdap- (5.15)

Pretpostavka je da robot moze ostvariti bilo koju realnu vrijednost brzine unutar opi-
sanih ograni¢enja, prema tome V C R%. Medutim, da bi pretrazivanje bilo ostvarivo
u stvarnom vremenu mora se napraviti diskretizacija skupa V tako da se novi prostor
pretrazivanja V; sastoji od kona¢nog broja upravljackih vrijednosti. Primjer diskretizi-
ranog prostora brzina Vy prikazan je na slici 5.2.

VR — A'UWLa:t VR VR + Avmaw
0.15 ¢
- - - - m<— WR + Awmax
- - - - -
0.1
o - - - - -
—~
o
3 oosf - - @ - - WR
- - - - -
or - - - - -
- - - - m<— WR — Awmam
-0.05 -

| | | | | | | |
0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34

v [m/s]

Slika 5.2. Diskretizirani prostor brzina.

Optimalna upravljacka vrijednost u* € V; je ona koja maksimizira odredenu krite-
rijsku funkciju I'. Da bi se odredila trajektorija iz polozaja robota ¢(i) u trenutku i do
danog cilja u sljede¢ih T' vremenskih intervala, moraju se odrediti vrijednosti u;(k) =
[v;(k) w;(k)]T koje se moraju izvriti u svim vremenskim intervalima k = 0,...,T — 1.
Tada prostor pretrazivanja raste eksponencijalano u donosu na broj razmotrenih in-
tervala. Da bi pretrazivanje bilo ostvarivo i prikladno za rad u stvarnom vremenu,
algoritam dinamickog prozora uzima u obzir samo prvi interval za odabir optimalnog
para brzina i pretpostavlja da brzine ostaju konstantne u preostalih 7'—1 interval. Time
se pretrazuje dvodimenzionalan diskretan prostor brzina Vg, sto je ostvarivo u polinom-
nom vremenu. Pretrazivanje se izvrSava svaki korak (vremenski interval), a optimalna
upravljacka vrijednost u} (0) = [0} (0) w}(0)]T prosljeduje se kao naredba izvrinom ¢lanu.
Svaka upravljacka vrijednost u € V; jednoznacno odreduje kruznu trajektoriju dinamic-
kog prozora 7;* u sljedecih T" vremenskih intervala s obzirom na trenutni polozaj robota
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q(7):
7 =1{q(0),q;'(1),. ... q;(T)}

wr g (k +1) = f(q}(k),u), k=0,....,T ~ 1. (5.16)

gdje je ¢*(0) = ¢(7), a indeks ¢ oznacuje vremenski trenutak proracuna trajektorije u
sljede¢ih T" vremenskih intervala. Primjer trajektorija dobivenih iz skupa V; prikazanog
na slici 5.2 prikazan je na slici 5.3.
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Slika 5.3. Trajektorije robota dobivene iz diskretiziranog prostora brzina sa slike 5.2.

Kriterijska funkcija I' izrazena je kao otezani zbroj triju kriterijskih funkcija [36]:
I'(v,w) = a1 prohodnost(v,w) + ag usmjerenje(v,w) + az brizna(v,w).  (5.17)

Kriterijska funkcija prohodnost daje vecu vrijednost trajektorijama koje su dalje od
prepreka. Konfiguracija prepreka u okolini robota ukljucena je u ovu kriterijsku funkciju
tako §to se po svakoj kruznoj trajektoriji ra¢una ocekivani prevaljeni put p,,;, od robota
do najblize prepreke. Prepreke u lokalnoj okolini robota predstavljene su skupom tocaka
koje je izmjerio senzor udaljenosti. U [97] se umjesto udaljenosti ra¢una vrijeme do
sudara s preprekom tg,q4q,, $t0 uzima u obzir brzinu trajektorije v = [v w]?. Kriterijska
funkcija definirana je kako slijedi:

0 72 tsudar < T,
t - T
prohodnost(v,w) = ‘sudar — Tz o T, < tsudar < Timaz, (5.18)
Tmax - Tz

1 za tsudar > Tmaa
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v w
gdje je T, (v,w) = max{ , } vrijeme zaustavljanja po trajektoriji odredenoj s
Omazx Cmaz
T Pmin(V,w) .. e
u=[vwl", a tsyde(v,w) = ———= vrijeme do sudara robota s najblizom prepre-
v

kom. Toc¢ka sudara robota s preprekom jest tocka na trajektoriji u kojoj robot svojom
konturom dodiruje prepreku. Umjesto ovakvog odredivanja tocke sudara u [36] se koristi
tzv. brzinski ovisna bo¢na prohodnost BP, kao dodatno prosirenje polumjera robota pa
je tocka sudara dodir prosirene konture robota i prepreke. Bo¢na prohodnost BP, raste
linearno s v, a njen je utjecaj prividno suzenje slobodnog prostora (hodnici, prolazi iz-
medu prepreka) pri veéim brzinama. T4, je dopusteno vrijeme do sudara i predstavlja
gornju vremensku granicu iznad koje se trajektorije smatraju slobodnima od prepreka.
Tnae predstavlja vremenski trenutak zadnje tocke trajektorije dinamickog prozora, od-
nosno Ty, = TAt. Broj vremenskih intervala T odabire se prema koristenom dometu
senzora Sp,q: 1 najvecoj translacijskoj brzini na trajektoriji vmaz

Smaz
T=|———]. 5.19
Ped (519)
Prema tome, sve trajektorije dinamickog prozora nalaze se unutar okoline koju robot
moze promatrati. Primjer kriterijske funkcije prohodnost koja odgovara trajektorijama
i konfiguraciji prepreka na slici 5.3 prikazana je na slici 5.4.

prohodnst

' trajektorije koje
/.prolaze kroz prepreku

0.1

0.08
0.04 0.06

v [m/sec] 002 ©
[rad/sec]

Slika 5.4. Kriterijska funkcija prohodnost(v,w).

Kriterijska funkcija brzina daje vec¢u vrijednost veéim translacijskim brzinama, ako
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je robot daleko od cilja, a manju ako je blizu cilja:

v

ako je robot daleko od cilja
brzina(v,w) = Uma;;;) (5.20)
1- ako je robot blizu cilja

vmax

Kriterijska funkcija usmjerenje daje veéu vrijednost trajektorijama u smjeru cilja.
T odreden gibanjem robota jedan vremenski in-
T

Neka je polozaj robota gp = [xp yp Op
terval po kruznom luku, odredenom s v = [v w|*, i nakon toga zaustavljanjem najveéim
kutnim usporenjem. Neka je tocka P(zp,yp) pozicija robota u prostoru koja odgovara
polozaju gp, a totka G(x¢g, yg) cilj. Usmjerenje prema cilju odredeno je kutom koji ¢ine

os robota u polozaju gp i vektor GP:

cos(Up — Cﬁ)) (5.21)

N | —
DO | =

usmgjerenje(v,w) =

Ovakvom definicijom usmjerenja prema cilju omogudceno je aperiodsko priblizavanje ori-
jentacije robota Zeljenoj orijentaciji. Definicija ovog kriterija samo preko inkremental-
nog pomaka orijentacije u sljede¢em koraku, bez zaustavljanja [111], uzrokuje oscilacije
u postizanju Zeljene orijentacije robota prema cilju. Kao §to je izlozeno u [32] i [36],
ovaj je pristup podlozan lokalnom minimumu. Lokalni se minimum moze izbje¢i uvo-
denjem povezanosti slobodnog prostora prema cilju. U algoritmu globalnog dinamickog
prozora |13] kriterijska funkcija ima Cetiri ¢lana:

I'(v,w) = a1 nfl(v,w) + ag usmjerenje(v,w) + az brzina(v,w) + oy ANF1(v,w).
(5.22)
Navigacijska funkcija NF1 daje informaciju o globalnoj putanji [68]. Ova metoda pro-
pagira valnu frontu od cilja pridjeljujuéi svakoj tocki mreze cijenu putanje do cilja. U
bilo kojoj tocki postoji informacija o gradijentu smanjenja udaljenosti do cilja.

Iako je u (5.22) rijeSen problem lokalnog minimuma, ostaje problem odredivanja
iznosa tezinskih koeficijenata a1, ao, a3, ay koji znacajno utjecu na izvedbu gibanja ro-
bota.

Nasuprot navigacijskoj funkciji NF1, algoritmi pretrazivanja grafova odreduju je-
dinstvenu putanju od starta do cilja, Sto omoguéuje je odredivanje mjere slaganja tra-
jektorija odredenih dinamickim prozorom i putanje. Algoritam reduciranog dinamickog
prozora [2] koristi lokalnu geometrijsku putanju kojoj unaprijed pridjeljuje profil trans-
lacijskih brzina. Time ubrzava izvodenje algoritma dinamickog prozora (umjesto pretra-
zivanja dvo-dimenzionalnog prostora brzina pretrazuje se jedno-dimenzionalni prostor),
ali ne osigurava glatko gibanje prema cilju. U ovome se radu predlaze metoda obje-
dinjavanja algoritma FD* i algoritma dinamickog prozora koja izbjegava spomenute
nedostatke.
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5.2.2 Objedinjavanje algoritma FD* i dinamickog prozora

U ovome se radu predlaze nova kriterijska funkcija koja usporeduje trajektorije robota
dobivene algoritmom dinamickog prozora s geometrijskom globalnom putanjom dobive-
nom algoritmom FD* na mrezastoj karti zauzeca. Kriterijska funkcija I'(v,w) izraZena
je kao otezani zbroj dviju kriterijskih funkcija: funkcije prohodnosti prohodnost(v,w) i
funkcije slaganja trajektorije s putanjom putanja(v,w):

I'(v,w) = a prohodnost(v,w) + (1 — a) putanja(v,w), (5.23)

gdje je « tezinski koeficijent. Isti oblik kriterijske funkcije I'(v,w) koristili smo u [113],
ali je funkcija slaganja trajektorije s putanjom bila drugacija.

Kriterijska funkcija putanja(v,w) mjeri slaganje mogucih trajektorija robota s efek-
tivnom putanjom. Efektivna je putanja duZina koja spaja trenutnu poziciju robota
R(z(i),y(i)) i referentnu to¢ku na globalnoj putanji E(zg,yr), odnosno RE. Ori-
jentacija efektivne putanje odreduje referentnu orijentaciju robota u odnosu na lokalnu
konfiguraciju globalne putanje odredujudi tako referentnu rotacijsku brzinu robota wy. .
Duljina efektivne putanje | RE| odreduje referentnu udaljenost koju robot treba prijeci,
odredujuéi tako referentnu translacijsku brzinu robota v,.r. Efektivna je putanja para-
metrizirana u vremenu tako Sto je opisana s 7'+ 1 to¢kom medusobno ekvidistantnih
razmaka i odgovarajué¢im vremenskim trenucima 0, At,..., TAt. Referentna tocka E
ima pridruZzen vremenski trenutak T,,.,, = TAt. Efektivna trajektorija TiE iz polozaja
robota ¢(i) dana je s:

E ={qF(0),¢F(1),....¢F (1)}
uz ¢ (k +1) = f(gf(k),uf), uf =pF 0T, k=0,...,T -1,

P =

(5.24)

RE
gdje je: qF(0) = q(i), vF = |RE| translacijska brzina efektivne trajektorije, a indeks ¢

i
vremenski trenutak proraéunamt(i%jektorije u sljedecih T vremenskih intervala. Slaganje

trajektorije dinamickog prozora i efektivne putanje odredeno je zbrajanjem udaljenosti
tocaka na obje trajektorije, kako slijedi:

> o (@ (k) yt (k) — (@f (), 4P (k)| = Din
Dmax - szn ’

putanja(v,w) =1 — (5.25)
gdje gornji indeks u oznagava trajektoriju dinamickog prozora odredenu s u = [v w]”. Na
taj je nacin odredeno odstupanje trajektorije od globalne putanje. Grani¢ne vrijednosti
Dinin 1 Dipaq koristene su za normiranje kriterija u podrucje od 0 do 1 po svim moguéim
trajektorijama.

Budué¢i da je globalna putanja sastavljena od ravnih segmenata promjenjive ori-
jentacije, odabrali smo poziciju referentne tocke E na drugoj promjeni orijentacije pu-
tanje, kao Sto je prikazano na slici 5.5. Taj je izbor zasnovan na ¢injenici da druga
promjena orijentacije putanje odreduje hoce li se smjer putanje vratiti na izvornu ori-
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Slika 5.5. Odredivanje referentne tocke E na globalnoj putanji P*.

jentaciju ili ¢e se nastaviti mijenjati, Sto posredno predstavlja mjeru zakrivljenosti pu-
tanje. Pozicija referentne tocke E takoder je odredena s obzirom na njenu udaljenost
od trenutne pozicije robota R. Udaljenost referentne tocke ograni¢ena je odozgo s
dl .(vr) = (VR + AvUpaz)Tinae tako da uzima u obzir najvecu translacijsku brzinu

koja se moze primijeniti u sljede¢em vremenskom intervalu At. Ako je druga promjena
E

smjera putanje udaljenija od robota od duljine dy; ..,

referentna se tocka odreduje kao
tocka na globalnoj putanji udaljena to¢no dZ . od robota. Udaljenost referentne tocke

ogranic¢ena je odozdo s drEnin = —amafoM, ¢ime se filtriraju beznaCajne promjene pu-
tanje u blizini robota. Odredena je s obzirom na najvece translacijsko ubrzanje anq; i

Umax

najvece vrijeme zaustavljanja T,y = tako da se robot moze zaustaviti po najkra-

¢oj efektivnoj putanji, ako je prethodg:)mgostigao najvecu translacijsku brzinu.

Ova se metoda slijedenja putanje moze primjeniti na bilo kojoj globalnoj geometrij-
skoj putanji ako se odredi odgovarajuca efektivna putanja. Koristenje najkrace putanje
Pw odredenom algoritmom DD* (potpoglavlje 2.4) za odredivanje efektivne putanje
prikazano je na slici 5.6. Iz slika 5.5 1 5.6 mogu se usporediti efektivne putanje s global-

— o—4 » referentna
e U R forke &
% psobota R Blobalza

5 E) L] LNV A AN
L] 11

5, N L] N VP o W W o W e o e e e
75 P e e

385 390 395 400 405 410 415
1

Slika 5.6. Odredivanje referentne tocke na globalnoj putangi Pyy .
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nim putanjama Pp+ i Py pod istim uvjetima. Konfiguracija prepreka prikazana je u
obliku mrezaste karte zauzeca sa sigurnosnom maskom cijena. Druga promjena smjera
globalne putanje Py mnogo je dalje nego druga promjena smjera globalne putanje Pp-.

Ako je robot blizu prepreke, kriterij prohodnosti utjec¢e na biranje nizih brzina i stoga je

E

. manja. Prema tome, duljina efektivne putanje duza je u slobodnom pros-

duljina d
toru, a krac¢a medu preprekama. Duza efektivna putanja znaci grublju aproksimaciju
geometrijske globalne putanje i ve¢i odmak robota od globalne putanje.

Kriterijska funkcija putanja(v,w) prikazana je na slici 5.7, a globalna kriterijska
funkcija za koeficijent = 0.5 prikazana je na slici 5.8. U ovome primjeru optimalna
brzina maksimizira kriterijsku funkciju putanja(v,w), ali ne maksimizira kriterijsku
funkciju prohodnosti. Ako se koeficijent a odabere tako da je slobodna trajektorija
optimalna (o = 0.9 za ovaj slucaj), robot ¢e usporiti (odabrat ¢e se najmanja brzina
iz Vg, 0.55 umjesto 0.6™*). U slucaju putanje odredene na mrezastoj karti zauzeca
sa sigurnosnom maskom cijena, takva ¢e putanja biti udaljenija od prepreka pa ce
kriterijska funkcija biti manje ovisna o koeficijentu «. U tom je slucaju kriterijska

funkcija prohodnosti samo dodatno osiguranje za sigurno gibanje robota.

trajektorija slobodna trajektorije koje
od prepreke : prolaze kroz prepreku

A e

0.55 ‘

optimalni par brzina

057 (v, )=(0.6,0.0795)

0.58

0.1

0.59 0.08

0.06
. 0.02 0.04
v [m/sec] -0.02

[rad/sec]

Slika 5.7. Kriterijska funkcija putanja(v,w).

Tako su simulacijski rezultati zadovoljavajuéi, ovaj pristup je heuristican i ne jamdci
konvergenciju prema cilju. Potrebno je odrediti kriterijsku funkciju i naéi takvu uprav-
ljacku sekvencu da u sljede¢em koraku optimizacije postoji barem jedna ostvariva tra-
jektorija koja ¢e smanjiti iznos kriterijske funkcije. Teoretska razrada konvergencije
algoritma prema cilju opisana je u poglavlju 6.

Objedinjeni algoritam uspjesno uzima u obzir dinamicke promjene u prostoru brzim
izracunom nove putanje i izracunom mogucih trajektorija robota s obzirom na dinamicka
i kinematicka ogranicenja. Medutim, promjene u prostoru moraju biti spore dinamike da
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Slika 5.8. Globalna kriterijska funkcija T'(v,w).

bi putanja ra¢unana u diskretnim intervalima bila vazeca, odnosno, da bi se sve prepreke
u svakom trenutku smatrale stati¢nima. U sljede¢em odlomku predlozena je prilagodba
objedinjenog algoritma za izbjegavanje gibajuc¢ih prepreka u prostoru mobilnog robota.

5.3 Izbjegavanje sudara s gibajuéim preprekama

Veliki je izazov u planiranju gibanja mobilnih robota rijesiti probleme izazvane prisut-
nos¢u gibajuc¢ih prepreka u prostoru. Do sada opisani pristupi izbjegavanja prepreka
uspjesni su sa statickim preprekama, ali nisu uvijek ucinkoviti u rjesavanju problema
gibajuc¢ih objekata.

Dvije su glavne kategorije pristupa rjesavanju toga problema: prostorno—vremenski
pristupi i pristupi proSirenja potencijalnih polja.

Prostorno—vremenski pristupi ukljuc¢uju vrijeme kao dodatnu dimenziju modela pros-
tora, u kojem gibajuce prepreke smatraju stati¢nima [61], [37]. Metoda predstavljena
u [21] temelji se na analitickom izra¢unu predikcije sudara dvaju gibaju¢ih objekata
proizvoljnog oblika. U [52] sudari se ra¢unaju pomocu brzo-mar§irajuceg algoritma
propagiranja valne fronte. Metoda brzinske prepreke [35] planira gibanje u prostoru br-
zina, ali ima problema u ucinkovitosti dobivene putanje. u toj se metodi stvara kruzni
isjecak izmedu prepreke i robota, tzv. stozac, koji u prostoru brzina ¢ini brzinsku pre-
preku. Metoda ima nedostatak §to ne uzima u obzir pravi trenutak sudara, nego robot
pocinje izbjegavati prepreku puno ranije nego $to se priblizi prepreci i time radi preve-
liki zaobilazak na putanji do cilja. Drugi nedostatak je da smatra da su brzine prepreke
konstantne unutar vremenskog intervala robota. Pristup predlozen u [137] nastavlja se
na metodu brzinske prepreke i rjesava neke njene nedostatke. Uzima u obzir da se brzine
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gibajuc¢ih prepreka kontinuirano mijenjaju, kao sto je slucaj u prostorima u kojima se
gibaju ljudi. Koristi se izraz dinamicko gibanje prepreka. Prostorno—vremenski pristupi
uglavnom pretpostavljaju a priori znanje o brzinama pokretnih prepreka. Medutim,
postoje metode koje ukljucuju i pracenje gibajucih objekata u prostoru [20], [24], [22],
[57].

Pristupi proSirenja potencijalnih polja generiraju umjetnu silu koja odbija robota
od pokretnih prepreka [59], [29], [40]. Feder i Slotine [29] koriste harmonicko unifor-
mno potencijalno polje prema [60] i razmatraju tri tipa pokretnih prepreka: prepreke
s translacijskom brzinom, prepreke koje se Sire i skupljaju i rotiraju¢e prepreke. Ova
metoda ukljucuje dinamicke prepreke tako §to uvodi pojam brzinskog polja ra¢unatog
prema poznatim brzinama pokretnih prepreka. Metode [63] i [85] temelje se na slicnom
pristupu ukljucivanja informacije o brzinama pokretnih prepreka u prorac¢un potencijal-
nog polja. Drugi pristup koji ne zahtijeva poznate brzine prepreka, racuna repulzivni
potencijal prema relativnoj poziciji i brzini robota u odnosu na prepreke [124], [10].

Vecéina metoda izbjegavanja gibajucih prepreka ima pretpostavku na oblik prepreka.
Primjerice, prepreke su modelirane elipsama [52], kvadratima [20], poligonima [37], itd.

U ovome se radu predlaze algoritam koji pripada prostorno—vremenskom pristupu
izbjegavanja gibajuc¢ih prepreka [115]. Algoritam se zasniva na proSirenju objedinje-
nja algoritma dinamickog prozora i algoritma planiranja putanje. Izvorni algoritam
objedinjenja (opisan u odlomku 5.2.2) omogucava sigurno gibanje robota u djelomi¢no
poznatim prostorima sa statickim preprekama, ali ne osigurava sigurno gibanje robota
u prostorima s gibajué¢im preprekama. PredloZzena metoda ne radi nikakve pretpostavke
na oblik prepreka i ne razmatra gibajuc¢e prepreke kao objekte ve¢ kao gibajuca polja
(GP) u mrezastoj karti zauzeca. Metoda zahtijeva poznate translacijsku i rotacijsku
brzinu vg,, wg, 1 smjer gibanja 9,4, svakog gibajuceg polja. Procjenjivanje tih triju
veli¢ina ovdje nije razmatrano, nego se usredotoc¢ujemo na sami algoritam planiranja
gibanja medu gibajué¢im preprekama. Uz tri modifikacije uvedene u izvorni algoritam
objedinjenja, osigurano je sigurno i glatko gibanje medu gibaju¢im preprekama, uz pret-
postavku da najvece brzine gibajuc¢ih prepreka nisu vece od najveée brzine robota.

5.3.1 Odredivanje pozicije sudara s gibajuéim poljima

Robot svojim senzorom otkriva pozicije gibaju¢ih prepreka u okruzenju. Prema ot-
krivenim pozicijama gibaju¢ih prepreka, odgovarajuc¢a polja u mrezastoj karti zauzeca
postaju zauzeta. Ta su polja proglagena gibajué¢im poljima. Za svako gibajuce polje
odreduje se trajektorija koja pocinje iz centra gibajuceg polja, koordinata cgy,, s poz-
natim smjerom gibanja 9,4, i sastoji se od T" tocaka koje su odredene prema njegovoj
konstantnoj brzini vg, i wg, kako slijedi:

P ={¢"(0),¢"(1),...,¢/"(T)}

5.26
uz ¢ (k+1) = f(g]"(k),u), u® = [vgp wgp]”, k=0,...,T -1, (5.26)



146 Poglavlje 5. Slijedenje putanje i izbjeqavanje prepreka

gdje je ¢ (0) = [cgp Vgp]T. Trajektorije gibajuéih polja racunaju se u svakom koraku
iznova s obzirom na vrijednosti predikcija ¥gp, vgp 1 wgp. Za trajektoriju gibajuceg
polja postavljen je isti vremenski horizont T" kao i za trajektorije dinamickog prozora.
Ovakav pristup znatno pojednostavnuje izracun vremena sudara tg,q.-, buduéi da je
nuzno samo provjeriti sudare tocaka istih indeksa k na trajektoriji dinamickog prozora
i trajektoriji gibajucéeg polja, kao sto je prikazano na slici 5.9 i tako za sve trajektorije
gibajué¢ih polja i po svim trajektorijama dinamickog prozora. Par tocaka koje su u
sudaru s najmanjim indeksom k odreduje vrijeme sudara tg,qq-, koje se koristi pri
izratunu kriterijske funkcije prohodnosti prohodnost(v,w) prema (5.18). Pri tome je
tocka sudara ona tocka u kojoj robot dodiruje prepreku svojom prosirenom konturom
za velicinu BP, (opisano u odlomku 5.2.1). Ako gibajuce polje ima brzinu jednaku 0,
tada njegova trajektorija ostaje u istoj tocki, a izracun vremena sudara podudara se s
prethodno opisanim u poglavlju 5.2.1.

1.5F
trajektorije robota
1 . - —
R trenutna
_ s pozicija
pozicije
g sudara robota
= 05F ‘
/
5K /«__ Prosireni opseg
S robota (BP,)
ok 3
trajektorije GP
gibajuéa polja

115 12 125 13 135 14
@ [m]

Slika 5.9. Sudari trajektorija gibajucih polja i dinamickog prozora.

5.3.2 Planiranje putanje oko tocke sudara

Kada se otkrije sudar k-tih toc¢aka na trajektoriji dinamickog prozora i gibajuceg polja,
gibajuc¢a se polja za algoritam planiranja putanje smatraju slobodnima, a polja u kojima
se nalaze toCke sudara zauzetima. Algoritam planiranja putanje (algoritam FD*) dina-
micki planira putanju oko tocke sudara, odnosno oko buduce pozicije gibajuce prepreke
u karti. Prema tome, pozicija sudara utjece i na kriterijsku funkciju slaganja putanje
putanja(v,w).

Vrijednosti zauzeé¢a u mrezastoj karti mijenjaju se u svakom koraku u okolici gi-
bajucih prepreka, a prema tome mijenjaju se i smjerovi pokazivaca algoritma FD* i
odreduju nove putanje. Moguca je situacija da FD* u nekoliko vremenskih koraka za
redom odredi dvije udaljene putanje vrlo bliskih vrijednosti cijena. Primjerice, u nepar-
nim koracima odredi jedna putanja, a u parnim druga. Na takav odabir utjecu ucestale
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promjene pokazivaca u okolini izmedu robota i gibajuce prepreke. Primjer te situacije
prikazan je na slici 5.10, gdje se upravljani robot (desno) i gibajuca prepreka (lijevo)
gibaju ravno jedan prema drugome. Algoritam FD* postavlja pokazivace izmedu robota

\¢/I//(/I{I/li{/

h
X

Lo
////{/k\
L L LN

Y ///f//*\
;}*//{/({{////// Iy ~
ZERRRRRRRRRRRR ZERRRRRRRRRRRS R
Put 1 Put 2

Slika 5.10. Prebacivanje putanja: lijevo odredena putanja u mneparnim koracima, desno u
parnim.

i prepreke koji naizmjence odreduju parove simetri¢nih putanja oko prepreke. Robot
¢e naizmjence pokusati pratiti dvije razli¢ite udaljene putanje. Buduéi da se ne moze
boc¢no gibati (zbog neholonomskih ograni¢enja), nego zajedno s gibanjem prema na-
prijed zakrece prema putanji, ucestalo prebacivanje dovodi do oscilacija u orijentaciji
robota, a gibanje prema naprijed dovodi do sudara s gibaju¢om preprekom.

Opisani problem rijeSen je razmatranjem putanja iz polja u blizini trenutne pozicije
robota, polja R, nazvanih susjednim putanjama. Sve su putanje veé¢ odredene algorit-
mom FD*. Medu susjednim se putanjama odreduje ona koja je sli¢na putanji odabranoj
u proglom koraku (staroj putanji). Sli¢nost je putanja odredena medusobnom udalje-
nos¢u polja na putanjama, tako da se usporeduje k-to polje na razmatranoj susjednoj
putanji s k-tim poljem stare putanje. Sli¢na je putanja ona koja ima najmanji zbroj
medusobnih udaljenosti polja. Na slici 5.11 prikazan je primjer odabira sliéne putanje.
Naznacene su stara putanja iz polja s, optimalna putanja iz polja R i sli¢cna putanja
iz polja n. Ako optimalna putanja iz polja R nije bliska staroj putanji, prednost se
daje susjednoj putanji slicnoj staroj putanji. Medutim, mora se provjeriti cijena sli¢noj
putanji, odnosno cijena g* po¢etnom polju sli¢ne putanje n. Ako je cijena g*(n) veca od
cijene trenutnog polja robota ¢g*(R) uvec¢ana za cijenu prijelaza izmedu tih dvaju polja
g*(n, R), odabire se optimalna putanja iz trenutnog polja robota R. Ovom se provjerom
¢uva optimalnost odabira susjedne putanje.

Broj susjednih polja u okolini pozicije robota iz kojih se razmatraju susjedne pu-
tanje odreden je svojstom objedinjavanja algoritama FD* i dinamickog prozora, §to je
objasnjeno u nastavku. Pretpostavimo najgori slu¢aj u kojem je najveéi odmak robota
od globalne putanje, prikazan na slici 5.12. Putanja je sastavljena od dugackih ravnih
segmenata i referentna je tocka na najvecoj udaljenosti od robota d” = = Sz, pPO-
ticuéi najveéu translacijsku brzinu. Trajektorija je robota niz kruznih lukova i ravnih
linija i stoga robot odmice od tocke promjene smjera putanje za neku udaljenost d.
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Slika 5.12. Najveéi odmak robota od globalne putanje.

Robot pocinje odmicati od globalne putanje u trenutku kad se referentna tocka prebaci
na sljedec¢i ravni segment putanje, odnosno kad se robot priblizi tocki promjene smjera
putanje tako da je od nje udaljen za manje od d” . Najveéi odmak od putanje dyax

dan je s:

1 — sinw 1 — sino
dma:v = dfj;ax =T y (527)

cosqy sinao

gdje je a = 3-45°/2 (promjene smjera putanje algoritma FD* su visekratnici od 45°),

ar=dF

maxtga polumjer kruznog luka. Rotacijska brzina pri kojoj bi robot putovao po

ovom kruznom luku je w, = #2ez ako je ta brzina ostvariva. Zapravo se robot nece
gibati po tom kruznom luku zbog diskretnih trenutaka u kojima primjenjuje upravljacke
vrijednosti. Robot ¢e poceti kasnije zakretati i praviti krivulju koja je blize globalnoj
putanji. Vrijednost dmq. je zapravo gornja ograda odmaka robota od globalne putanje.
Ovaj odmak uzet je u obzir pri gledanju susjednih polja. Sva polja koja su udaljena
od robota za manje od d,,., koriStena su kao pocetna polja za trazenje bliske susjedne
putanje.
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5.3.3 Primjena sigurnosne maske cijena

Zbog odmaka trajektorije robota od globalne putanje moguce je da se robot previse
priblizi gibaju¢im preprekama i nezeljeno uspori ili udari u prepreku. Da bi se izbjegle
takve situacije koristi se sigurnosna maska cijena uklju¢ena u mreznu kartu zauzeca,
kao Sto je opisano u poglavlju 2.2.2. Sirina sigurnosne maske odredena je Sirinom d;q,
prema (5.27), budué¢i da je to najveé¢i odmak robota od globalne putanje. Broj polja
sigurnosne maske jednak je M, = [dimaz/€cerr]. U primjeru prikazanom na slici 5.13,
Sirina sigurnosne maske cijena jednaka je Cetiri polja. Na slici 5.13, lijevo, prikazan je

ENEEEEEEEEE
mmn

Slika 5.13. Primjena sigurnosne maske cijena u izbjegavanju gibajucih prepreka.

trenutak otkrivanja gibajuce prepreke oko koje su bojama naznaceni prijelazi cijena,
od najsvijetlije — najmanje vrijednosti do najtamnije — najvece vrijednosti zauzetosti.
Sredignji crveni kvadratiéi su gibajuca polja, a oko njih su zauzeta polja (crna boja)
unutar maske robota. Algoritam je izra¢unao buduc¢a mjesta sudara trajektorija giba-
juc¢ih polja s trajektorijama robota prikazanih na slici 5.13, desno. Ta buduc¢a mjesta
sudara upisana su u kartu kao zauzeta polja, oko kojih se ra¢unaju zauzeta polja unutar
maske robota i vrijednosti sigurnosnih cijena. FD* algoritam izracunat ¢e putanju koja
prolazi izvan sigurnosne maske cijena, oko prepreka ako je moguce, ili kroz sredinu uskih
prolaza.

5.3.4 Eksperimentalni rezultati

Objedinjeni algoritam testiran je u mnogim situacijama u kojima je robot izveo glatko
gibanje bez sudara s gibajué¢im preprekama. Ovdje su prikazana dva testa algoritma.
Rezultati na slici 5.14 prikazuju funkcionalnost algoritma u prvom testu, gdje dva ro-
bota predstavljaju gibajuc¢e prepreke koje sijeku putanju upravljanom robotu. Dok
lijevi stupac predstavlja gibanje robota ostvareno izvornim objedinjavanjem algoritama
FD* i dinamickog prozora, desni stupac predstavlja gibanje robota ostvareno objedi-
njenim algoritmom s proSirenjima za gibajuce prepreke. Obje metode testirane su pod
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Slika 5.14. Usporedba objedinjenih algoritama: lijevo, izvorni algoritam; desno proSireni algo-
ritam.

istim uvjetima. Simulacijske scene slozene su jedna ispod druge s pripadajuc¢im indek-
sima. Prva scena predstavlja inicijalnu konfiguraciju u kojoj globalna putanja prolazi
ispred prve gibajuce prepreke koja se giba okomito na putanju robota. U drugoj sceni
robot upravljan izvornim objedinjenim algoritmom pokusava zaobiéi prvu gibajuéu pre-
preku najkra¢om putanjom s prednje strane gibajuée prepreke, dok prosireni objedinjeni
algoritam odabire putanju iza prepreke. U trecoj sceni, robot upravljan izvornim obje-
dinjenim algoritmom zaustavlja se i okrec¢e u mjestu zbog blize prepreke koja mu brani
okretanje u lijevo, dok robot upravljan proSirenim objedinjenim algoritmom nastavlja
glatkim gibanjem prema cilju. Dinamicki isplanirana putanja je krac¢a s prosirenim obje-
dinjenim algoritmom nego s izvornim, zbog ukljucene predikcije gibanja druge prepreke
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u algoritam planiranja putanje. U prve se tri scene podudaraju vremenski trenutci sni-
manja rezultata oba algoritma, dok su u ¢etvrtoj sceni prikazane odvoZene trajektorije
do cilja za oba algoritma. Prikazani kvadrati¢i su mjesta sudara koja su ostala upisana
u karti jer se nalaze u nepromatranom dijelu prostora (iza robota). Time se sprjecava
stalni upis i brisanje iz karte prepreka koje se trenutno ne vide. Prosireni objedinjeni
algoritam daje gladu i kra¢u putanju nego izvorni objedinjeni algoritam. Profili brzina
izvornog algoritma prikazani su na slici 5.15, lijevo, a proSirenog na slici 5.15, desno.
Na slikama je vidljivo da robot dostize cilj dvaput brze prosirenim algoritmom (19 s u
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Slika 5.15. Usporedba algoritama objedinjavanja: Profili brzina izvornog algoritma (lijevo) i
progirenog algoritma (desno).

odnosu na 38 s).

Drugi test algoritma ukljucuje vise robota, od kojih je svaki upravljan istim al-
goritmom. Roboti medusobno komuniciraju tako $to u svakom koraku, nakon Sto se
izvrsi upravljacki algoritam, objave svoj trenutni polozaj x,y,? i trenutnu odluku —
upravljacku vrijednost v i w. Nisu uvedena nikakva “prometna” pravila zaobilazenja
niti su zadani prioriteti robotima. Slika 5.16 pokazuje test zaobilaZenja dvaju robota
u simetri¢noj situaciji. Roboti R1 (lijevi) i R2 (desni) kre¢u se jedan prema drugom.

Slika 5.16. ZaobilaZenje dvaju robota bez prometnih pravila.

U trenutku k (slika 5.16, lijevo) svaki robot drugoga vidi kao skup gibajucih polja s
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poznatim trajektorijama. R1 i R2 odluce i¢i istom stranom (donjom), tako $to su odre-
dili optimalnu putanju koja zaobilazi mjesto sudara (naznaceni kvadrati na sredini).
Veé u sljede¢em koraku, k + 1 (slika 5.16, desno) robot R2 promijeni odluku jer mu je
putanja s gornje strane jeftinija, buduéi da su se, zbog prethodne odluke oba robota,
mjesta sudara pomakla nize. Medutim u koraku k£ + 1 je i robot R1 mogao odrediti
kra¢u putanju s te iste strane i dalje bi se neprestano dogadalo prebacivanje putanja.
Problem oscilacija putanja zapravo je rijeSen nesinkroniziranim vremenskim trenucima
planiranja. Jedan robot uvijek malo ranije otkrije drugog robota i sazna njegovu proslu
odluku. Odredene putanje koje su s razlic¢itih strana buduceg mjesta sudara dalje se
u potpunosti preuzimaju, $to je omogucéeno procedurom biranja putanje sliéne staroj
putanji iz okoline trenutne pozicije robota. Na slici 5.16, desno, da se primijetiti da
putanja robota R1 pocinje iz daljeg polja, jer se odabrala putanja sli¢na staroj putanji.

Sljededi test prikazuje usporedbu izvorne metode objedinjavanja i proSirene metode
objedinjavanja u interakciji triju robota s istim upravljackim algoritmom. Robotima
su zadani razliciti ciljevi, tako da im se isplanirane putanje medusobno sijeku. Napo-
menimo da nisu uvedena nikakva prometna pravila u gibanjima robota. U oba slucaja
svi roboti dostizu svoje ciljeve u kona¢nom vremenu i bez sudara s drugim robotima i
preprekama. Tragovi robota na slikama 5.17 i 5.18 prikazuju glade odvozene trajekto-
rije robota s prosirenim algoritmom u odnosu na izvorni.  Roboti upravljani izvornim

Slika 5.17. Putanje triju robota upraviljanih izvornim objedinjenim algoritmom.

objedinjenim algoritmom imaju losije rezultate u brzini postizanja zadanog cilja. Cesto
se zaustavljaju na putanji do cilja i vrte u mjestu, jer druge robote smatraju nepoznatim
statickim preprekama. Profili brzina na slici 5.19 u usporedbi s 5.20 pokazuju ocekivanu
prednost proSirenog algoritma medu gibajuéim preprekama.

U ovom testu svi roboti uspjesno dostizu svoje ciljeve. Medutim, moguce je sloziti
scenarij u kojem je mjesto buduceg sudara na uskom prolazu tako da sprjecava i jednom i
drugom robotu nastavak gibanja. Takav problem nazivamo zastojima u uskim prolazima
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Slika 5.19. Profili brzina zaobilaZenja triju robota upravljanih izvornim objedinjenim
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Slika 5.18. Putanje triju robota upravijanih prosirenim objedinjenim algoritmom.

T
=z
4 2
@
>
8
B =
3
1
70 80
T T T T T T T
o
04r T 1 &
i vl ‘ n Ey
02H ! A i L. L 1 =
| Al Bl Y UANATR S [ [ 3
. 1 I 1 1 . =
[ 10 20 30 40 50 60 70 80
06 T T T T T T T
=
0.4 B 3
=1
2
02t 4 2
3
o i i I 1
[ 10 20 30 40 50 60 70 80
t [sec]

mom.
L .
% 0.4 — ﬁ
E £
> OZTH 4 =
L L L
o 10 70 80
T o4l - , g
£ ! I g
> 024 3 1 o B g k=
g = UAWALRES B LR °
o 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 5‘0 7‘0 80
0.6 T T T T T T T
Toal 113
E g
> 02k B %
o 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 5‘0 7‘0 80
t [sec]
Slika 5.20. Profili brzina zaobilaZenja triju robota

mom.

50 ! T T T T T .
o, /\\ i / [T 7
a % J\\ﬁf
o ) 2 20 20 %0 ) 70 80
50 ! ! T T T T .
[ : o T [ B
% 10 20 0 S 50 % 70 80
50 ! T T T T T .
ol |
% ) 2 0 20 %0 ) 70 80
t [sec]
algorit-
50 ! T T T T T .
I
i ) S i
o ) 2 30 20 %0 ) 70 80
50 ! ! T T T T .
ob BV o 4
% 10 20 0 S 50 % 70 80
50 ! T T T T T .
o |
% ) 2 0 20 %0 ) 70 80
t [sec]
upravljanih prosirenim objedinjenim algorit-



154 Poglavlje 5. Slijedenje putanje i izbjeqavanje prepreka

(engl. deadlock, conflict resolution). U literaturi se taj problem jo$ naziva i zastojima
putanja (engl. path deadlock). U sljede¢em odlomku predlozena je strategija koja rjesava
problem zastoja u uskim prolazima.

5.4 Izbjegavanje zastoja u uskim prolazima

Zasto] putanje moguca je situacija u planiranju gibanja u kojoj se rjeSenje ne moze
naci, iako ono postoji. Tipi¢no je uzrokovana robotima koji jedan drugom blokiraju
putanje, a algoritam ne moze pronaci rjeSenje deblokade putanja [90]. U literaturi se
ovaj problem javlja u koordinaciji vise mobilnih robota u prostoru.

Postoje dva pristupa koordiniranja vise robota u prostoru za njihovo postizanje ciljne
pozicije: centralizirani pristup i decentralizirani pristup.

Centralizirani pristup pretpostavlja koristenje centralnog nadgledanja i upravljanja,
kojim se planira gibanje svih mobilnih robota uz sprjecavanje sukoba s drugim robo-
tima na njihovim putanjama. Brojni centralizirani pristupi koriste shemu upravljanja
prometom u mrezi. Kao primjer, metoda u [70] koristi takvu shemu kojom se, iz skupa
inicijalno izra¢unatih moguc¢ih putanja odabiru one koje osiguravaju najkrace trajanje
gibanja svih mobilnih robota bez sukoba s drugim robotima. Nedostatak centraliziranog
pristupa je eksponencijalni porast slozenosti problema s brojem upravljanih mobilnih
robota.

Nasuprot centraliziranom pristupu, u decentraliziranom se pristupu putanje robo-
tima planiraju zasebno, a nakon toga se primijenjuje odredena strategija za rjesava-
nje moguc¢ih sukoba na njihovim putanjama. Ove su metode nekompletne, u smislu
da ne jamce pronalazak rjeSenja iako ono postoji. Popularni pristup je planiranje u
prostorno-vremenskom konfiguracijskom prostoru za svakog robota, uz pretpostavku da
su u svakom trenutku poznati polozaji drugih robota [28]. Metode tog pristupa pri-
djeljuju prioritete mobilnim robotima. Gibanja robota planiraju se prema redoslijedu
zadanom prioritetima, tako sto se trajektorija robota nizeg prioriteta rac¢una uzimajudci
u obzir ve¢ izratunate trajektorije svih robota visih prioriteta [15], [87], [73]. Metoda
koja se zasniva na ponaSanju kolonija mrava [74] rjeSava zastoje na putanjama nak-
nadno, nakon §to su putanje izrac¢unate. Pritom se koristi pretpostavka da se roboti
mogu medusobno otkriti senzorima i saznati vrijednosti brzina otkrivenih robota. Veéi
prioritet pridjeljen je onom robotu koji ima vecu brzinu. Nedostatak je spomenutih
pristupa Sto dodjeljivanje prioriteta robotima ne jamdéi uspje$nost metode u svim si-
tuacijama [7]. Brojni su pristupi zasnovani na ponasanjima koji primijenjuju teoriju
odlu¢ivanja u izbjegavanju prepreka i sprje¢avanju zastoja [100], [99]. U [71] koriste ko-
ordinacijske grafove za izbjegavanje zastoja u uskim prolazima. Metoda pati od velike
rac¢unske slozenosti koja raste s brojem uskih prolaza. Koordinacijski se graf konstruira
za svaki uski prolaz. To je tehnika iz podruéja umjetne inteligencije za odlucivanje i
planiranje kooperativnih vige-agentnih dinamickih sustava [15].

Opisane su metode vezane uglavnom za vise robotske sustave koji ne ukljucuju ljude.
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U literaturi postoje brojne metode koje su dizajnirane za navigaciju medu ljudima i in-
terakciju s ljudima. Primjerice, robot RHINO [17] dizajniran je kao muzejski vodi¢. Ima
¢itavu hijerarhijsku strukturu razli¢itih algoritama koji rjeSavaju pojedine podzadatke.
Problem zastoja rjesava brzim odabirom drugih lokalnih putanja, a ako su zastoji uzas-
topni, preracunava novu globalnu putanju. Sli¢no ponasanje ima i robot muzejski vodic
MINERVA [129].

U ovom se radu predlaze strategija rjeSavanja problema zastoja u uskim prolazima
prouzrokovang mobilnim robotima, ljudima i drugim gibaju¢im preprekama. RjeSava
se problem uz najstrozi uvjet: robot s gibaju¢im preprekama ne moze komunicirati ve¢
samo opaza njihovu prisutnost svojim senzorom. Problem zastoja rjeSen je jednostav-
nom strategijom kao sto je slu¢ajna varijacija u sprjecavanju zastoja u ethernet mrezama
[8]. Eksperimentalni rezultati na stvarnom robotu i sustavni simulacijski testovi osmis-
ljeni su tako da se provjeri uspjesnost predlozene strategije u rjesavanju zastoja u uskim

prolazima.

5.4.1 Strategija izbjegavanja zastoja

Predlozena strategija sastoji se od sljedec¢ih koraka:

Otkrivanje situacije zastoja Uski prolazi izolirani su iz mrezaste karte zauzeca
metodom opisanom u odlomku 3.4.1. Robot svojim senzorom otkriva koja su polja u
mrezasto] karti zauzeca postala zauzeta. Ako se ta polja nalaze u skupu uskih prolaza
U, to znadi da se novo otkrivena prepreka u prostoru nalazi u uskom prolazu. Zastoj u
uskom prolazu moze se dogoditi u dva slucaja:

a) prepreka koja se nalazi u uskom prolazu blokira putanju robota (slika 5.21a).

b) robot se nalazi u uskom prolazu, a prepreka blokira putanju (slika 5.21b).

U slucaju b) robot koji se nalazi u uskom prolazu moze prouzrofiti situaciju a) nekom
drugom robotu.
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Slika 5.21. Slucaj zastoja: a) prepreka Z u uskom prolazu blokira putanju robotu Ri; b) robot
Ry je u uskom prolazu, a prepreka Z mu blokira putanju; c¢) odabir polja promatranja P za
slucaj a).
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Odabir polja promatranja Da robot svojom pozicijom u zastoju ne bi blokirao
putanje drugim gibajué¢im objektima, odabire se sigurna pozicija u prostoru iz koje
robot moze promatrati mjesto na kojem je putanja blokirana. Neka je R polje u kojem
se robot nalazi, a Z prvo zauzeto polje na blokiranoj putanji, gledaju¢i od polja R.
Polje promatranja P odabire se kao bilo koje polje (slu¢ajnim odabirom), koje se nalazi u
slobodnom dijelu prostora izvan uskog prolaza, udaljeno od Z manje od dometa senzora
Smaz 1 udaljeno od R manje od ||Z — R|| (slika 5.21c¢). Radi jednostavnosti koristi se L1
norma. Zadnjim uvjetom se sprjecava odabir polja promatranja s druge strane prolaza.
Dodatno, mora biti ispunjena vidljivost izmedu P i Z. Moguce je da, zbog napucenosti
prostora drugim gibajué¢im objektima, polje P postane u meduvremenu zauzeto. Tada
se postupak odabira polja P ponavlja.

Cekanje i ponovni pokusaj Robot u polju promatranja P eka slu¢ajan broj vre-
menskih intervala T, € {0, ..., T.mas }- Za vrijeme Cekanja stalno prati zauzetost polja
Z. Ako se za vrijeme cjelokupnog Cekanja prolaz nije oslobodio, a postoji alternativna
putanja do cilja, odustaje od prvotne putanje i odabire novu. Ako ne postoji alterna-
tivna putanja i ako je prvotna putanja i dalje blokirana, nakon 7, broja intervala odabire
novi slu¢ajan broj iz dvaput Sireg skupa mogucih intervala T, € {0,...,2T 4, }. Dalje
se svakim pokusajem dvostruko prosSiruje skup mogucih intervala. Nakon §to istekne
maksimalni broj pokusaja, odustaje od putanje i odabire novi cilj. Prolaz se moze oslo-
boditi ¢im robot stigne u polje promatranja. Medutim, ¢ekanje sluc¢ajnog broja intervala
nuzno je za rjeSavanje situacije u kojoj dva robota, upravljana istim algoritmom, jedan
drugom blokiraju putanje. U tom sluc¢aju bi svaki robot otiSao u svoje polje proma-
tranja i prolaz bi bio slobodan. Tada bi krenuli u isto vrijeme i zastoj bi se ponovo
dogodio.

5.4.2 Testiranje strategije izbjegavanja zastoja

uskom prolazu, u kojem su dva robota upravljana istim algoritmom. Putanje koje ro-
boti slijede prikazane su odgovaraju¢om bojom: zeleni (svijetlosivi) robot slijedi zelenu
(svijetlosivu) putanju, a crveni (tamnosivi) robot slijedi crvenu (tamnosivu) putanju.
Kad se roboti medusobno otkriju senzorima, putanje se prerac¢unavaju tako da zaobi-
laze ocitana mjesta prepreka (isje¢ak 1). Nedugo zatim, roboti jedan drugom blokiraju
putanju i odreduju pozicije promatranja s orijentacijama prema blokiranom prolazu (is-
jecak 2), oznafene s rombovima i crticama koje oznacavaju orijentacije. Nakon dolaska
u svoju poziciju promatranja, svaki robot ¢eka sluc¢ajan broj koraka. Zeleni robot ceka
krace, i svojim nastavkom gibanja do cilja blokira prolaz crvenom robotu (isjecak 3).
Crveni robot nastavlja gibanje do cilja kad mu se oslobodi prolaz (isjecak 4).

Na slici 5.23 prikazan je rezultat eksperimenta na stvarnom robotu medu gibaju-
¢im preprekama — ljudima koji prolaze kroz prolaze i otvaraju i zatvaraju vrata [20].
Eksperiment je osmisljen tako da inicijalna putanja do cilja G prolazi kroz donji prolaz
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prolaz.1 ..
)

R

Slika 5.23. Izbjegavanje zastoja na stvarnom prostoru.

2, na kojem stoje ljudi, a postoji alternativna putanja (oznacena crtkanom linijom) kroz
prolaz 3, koji ima zatvorena vrata. Robot pokuSava proci kroz prolaz 2, buduéi da je
trajno zauzet odabire alternativnu putanju, koja prolazi kroz prolaz 3. Bududi da je
i prolaz 3 trajno zauzet, opet odabire prvu putanju, kroz prolaz 2. Nakon sto istekne
maksimalni broj pokusaja (pet pokusaja), odustaje od prvotnog cilja G i odabire novi,
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G5. Putanja do cilja G prolazi kroz prolaz 1, koji ima zatvorena vrata. Medutim, vrata
se ubrzo otvaraju i nakon ¢ekanja iz pozicije promatranja, robot nastavlja do cilja Gs.
Odvozenja putanja prikazana je krivudavom linijom, a laserska o¢itanja u pojedinim
trenucima tockama razli¢itih boja, tako da se mogu zamijetiti tragovi otvaranja vrata
u prolazu 1 i gibanja ljudi u prostoru.

5.5 Sazetak

U ovom su poglavlju opisane metode slijedenja isplanirane putanje zasnovane na algo-
ritmu dinamickog prozora koje proracunavaju moguce trajektorije s obzirom na kine-
maticka i dinamicka ograni¢enja robota. PredloZzen je kriterij objedinjavanja algoritma
planiranja putanje i algoritma dinamickog prozora, tako §to se usporeduju trajektorije
dinamickog prozora s globalnom putanjom. Razvijenim objedinjenim algoritmom pla-
niranja gibanja jamdi se sigurno gibanje robota do globalnog cilja u prisustvu statickih
prepreka, ali ne i dinamickih (gibajué¢ih) prepreka.

Uz odredene modifikacije uvedene u izvorni objedinjeni algoritam planiranja gibanja,
osigurano je sigurno i glatko gibanje medu gibajuéim preprekama, uz pretpostavku da
najvece brzine gibajuc¢ih prepreka nisu veée od najvece brzine robota. Gibanje prepreke
predstavljeno je gibanjem zauzetih gibaju¢ih polja u mrezastoj karti zauzeca. Predvi-
dene trajektorije svakog gibajucéeg polja koristene su u izracunu sudara s trajektorijama
dinamickog prozora. Algoritmom FD* rafuna se nova putanja oko pozicije buduceg
sudara s preprekom. KorisStenjem sigurnosne maske cijena, dodatno se odmice nova
putanja od buduceg mjesta sudara. Problem uzastopnog prebacivanja izmedu dviju
razlic¢itih putanja u simetri¢nim situacijama, koje su Ceste u zaobilazenju gibajuéih pre-
preka, rijeSen je odabirom odgovaraju¢e putanje iz okoline trenutne pozicije robota.
Pritom se ¢uva optimalnost odabrane putanje.

Eksperimenti potvrduju prednost proSirenog objedinjenog algoritma planiranja gi-
banja nad izvornim algoritmom u uc¢inkovitom gibanju robota medu gibajué¢im prepre-
kama. Dodatno, ostvareno je ucinkovito gibanje vise robota koji su upravljani prosi-
renim objedinjenim algoritmom bez uvodenja prometnih pravila i uz pretpostavku da
svaki robot zna zadnju odluku drugih robota.

Da bi progireni objedinjeni algoritam planiranja gibanja bio primijenjiv u dugotraj-
nom gibanju robota kroz prostor popunjen mnogim gibaju¢im preprekama uvedena je
strategija koja rjesava problem zastoja u uskim prolazima. Zastoj se javlja u situacijama
kada se robot i neka gibajuca prepreka (drugi robot, ¢ovjek) sretnu u uskom prolazu
i jedno drugom onemoguce nastavak gibanja prema cilju. Uz pretpostavku najstrozeg
uvjeta, tj. da robot s gibaju¢im preprekama ne moze komunicirati ve¢ njihovo pona-
Sanje samo opaza svojim percepcijskim senzorima, predloZena strategija, zasnovana na
konceptu sprjecavanja zastoja u ethernet mrezama, uspjesno rjeSava zastoje u uskim
prolazima. Uspjesnost strategije provjerena je eksperimentima na stvarnom robotu.
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Planiranje gibanja s ograni¢enjima
zasnovano na pomicnom horizontu

6.1 Pojmovi stabilnosti
DEFINICIJA 6.1 (Ravnotezna tocka i stabilnost po Ljapunovu). Neka je sustav dan s
q(i+1) = f(q(2)), (6.1)

gdje je q(i) € R™, i > 0, f : R" — R" takva da f(Q) C Q za dani neprazni skup
Q C R™. Neka je qz € Q ravnoteina tocka sustava (6.1), tj. f(qa) = qa, 1 neka je
{q(7)}, i > 0, trajektorija koja zadovoljava (6.1). KaZemo da je qi stabilna ravnoteina
tocka po Ljapunovu ako za bilo koji € > 0, postoji 6 > 0 takav da

q(0) € Qi [|¢(0) — gall <6 = [lg(9) — gl < e za svakii > 0. (6.2)

O

Slika 6.1. Stabilnost po Ljapunovu: za bilo koju okolinu Oy postoji okolina Os takva da tra-
jektoriyje koje krecu iz O2 ne mogu napustiti Oy.

Stabilnost po Ljapunovu ne jaméi da ¢(i) konvergira prema gg kad ¢ — oo nego
samo da trajektorije sustava ostaju u okolini g (slika 6.1).

DEFINICIJA 6.2 (Asimptotska stabilnost). Rawnotezna tocka sustava (6.1), qc € Q,

159
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asimptotski je stabilna ako vrijedi:
1. (stabilnost) qi je stabilna u Q po Ljapunovu.

2. (konvergencija) postoji n > 0 takav da

9(0) € Q 1 []g(0) — g¢ll <n = lim ¢(i) = gc- (6.3)

Definicija 6.2 opisuje lokalnu asimptotsku stabilnost jer je definirana za lokalnu
okolinu oko ¢g. Globalna inacica asimptotske stabilnosti ukljucuje cijeli skup Q.

DEFINICIJA 6.3. Ravnotezna tocka sustava (6.1), gz € Q, globalno je asimptotski
stabilna ako je stabilna v Q po Ljapunovu i ako

q(0) € @ = lim ¢(i) = qq- (6.4)

11— 00

U planiranju gibanja preferira se dostizanje ¢z u kona¢nom vremenu umjesto u
beskona¢nosti. Ako se cilj opise malim krugom oko q¢, takav c¢e cilj biti dostignut u
kona¢nom vremenu [69].

6.1.1 Test stabilnosti

Jedna od najc¢es¢ih metoda dokazivanja stabilnosti nelinearnih sustava zasniva se na
konstrukciji tzv. Ljapunovljeve funkcije [69].

TEOREM 6.1 (Test konvergencije po Ljapunovu). Neka je skup Q C R", f: R" — R",
flage) = qc 1 f(Q) C Q. Neka postoji Ljapunovijeva funkcija V : Q — [0,00) koja
zadovoljava sljedeéa svojstva:

(1) V() se smanjuje po trajektorijama (6.1) koje pocinju u Q na sljedeéi nacin: postoji
kontinuirana funkcija + : [0,00) — [0,00), v(t) > 0 za sve t > 0, tako da

V(f(q) = V(a) < —(llg — qqll) za svaki q € Q, (6.5)

(ii) Za svaku neogranicenu trajektoriju {y(i)} C Q postoji neki j takav da vrijedi

lim sup V(y(i)) > V(y(4))- (6.6)

1—00

Tada ako je qa € Q, qg je globalno konvergentna tocka u Q.

Dokaz: Dokaz je dan u [44].

TEOREM 6.2 (Test stabilnosti po Ljapunovu). Neka skup Q C R™ sadrzi okolinu tocke
aG, Oy ={q € R" | [[g—qqll <n}. Nekaje f:R" = R", f(qc) = q¢ i f(Q) C Q. Neka

!Svojstvo (ii) se moze preskociti ako je Q ogranicen skup.
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postoji Ljapunovljeva funkcija V : Q — [0,00), V(ga) = 0, koja zadovoljava sljedeca
svojstva:

(i) V() je kontinuirana na Oy;
(11) ako je trajektorija {y(k)} C Q takva da klim V(k) =0 tada klim y(k) = qq;
— 00 —00
(iii) V(f(q)) —V(q) <0, za svaki g € O,.

Tada je qa stabilna ravnotezna tocka za (6.1) u Q.
Dokaz: Dokaz je dan u [44].

6.2 Nayvigacijska funkcija

Neka je g¢ ciljno stanje u konfiguracijskom prostoru mobilnog robota Q. Neka je L
lokalni operator koji iz nekog stanja ¢ odreduje susjedno stanje ¢ = L(q) koje ima
najmanju vrijednost funkcije ¢ od svih susjednih stanja (stanje s najmanjom vrijednosti
cijene od svih stanja iz skupa koji vrac¢a funkcija sljednika S, 2.1). Funkcija ¢ : @ — R
zove se navigacijska funkcija ako vrijede sljedec¢a svojstva:

L. ¢(qq) =0

2. ¢(q) = oo ako i samo ako ciljno stanje g nije dohvatljivo iz ¢ (ne postoji putanja
od ¢ do qg).

3. Za svako dohvatljivo stanje ¢ lokalni operator odreduje stanje ¢ = L(q) za koje

je #(d') < ¢(q).

U literaturi postoje brojne navigacijske funkcije. Jedna od prvih navigacijskih funk-
cija jest funkcija umjetnih potencijalnih polja [105]. Funkcija je definirana tako da
zadovoljava sva tri navedena uvjeta, medutim ograni¢ena je na prostore s preprekama
u obliku diskova. Metode potencijalnih polja opcéenito promatraju robota kao tocku u
prostoru na koju djeluju sile odbijanja od prepreka i sile privlacenja k cilju. Vecina
metoda ima problem lokalnog minimuma koji nije cilj. Potencijalna polja spajaju tri
koraka navigacije robota — planiranje putanje, planiranje trajektorije i upravljanje ro-
botom u jedan korak, koristeé¢i upravljacki zakon preko negativnog gradijenta funkcije
potencijalnih polja. Za metodu se lako pokazuje konvergencija prema cilju, odnosno
asimptotska stabilnost po Ljapunovu [105].

Mnoge u literaturi koristene navigacijske funkcije zasnovane su na mrezi (diskretne
navigacijske funkcije) i mogu se shvatiti kao specijalni slu¢ajevi potencijalnih polja. Veé¢
spomenuti primjer je navigacijska funkcija NF1 [68]. Bilo koji algoritam pretrazivanja
grafa moze se iskoristiti za izracun diskretne navigacijske funkcije. Primjerice, Dijkstrin
algoritam s ciljem kao pocetnim ¢vorom pretrazivanja, odreduje optimalnu diskretnu na-
vigacijsku funkciju. Prednost je tih metoda Sto nemaju lokalni minimum, ali nedostatak
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im je racunanje na diskretnom skupu stanja u prostoru. To bi znacilo da trajektorija
robota mora prolaziti kroz centre polja. Ako bi se kontinuirana funkcija cijene puta-
nje koristila kao navigacijska funkcija, tada bi trajektorija mogla konvergirati pravom
optimalnom rjesenju.

U prostorima R? moze se primijeniti kontinuirana inac¢ica Dijkstrinog algoritma za
ratunanje najkrac¢e Euklidske putanje iz bilo koje tocke prostora [83, 19] i tako odrediti
kontinuiranu navigacijsku funkciju. Nedostatak je takvog postupka velika racunska
slozenost.

U [86] koriste diskretnu navigacijsku funkciju prora¢unanu na mrezi iz koje interpo-
lacijom odreduju kontinuiranu navigacijsku funkciju. Nedostatak te navigacijske funk-
cije je koristenje Lo metrike (nema dijagonalnih prijelaza) za proracun cijena puta-
nje u mreznim totkama. Metoda izlozena u [95, 96| koristi brzomarsirajuci algoritam
[118, 23] kojim odreduje diskretnu navigacijsku funkciju u kojoj su vrijednosti cijena
Euklidske najkrace putanje do cilja. Iz takve diskretne navigacijske funkcije racuna se
interpolacijom kontinuirana navigacijska funkcija. Glavna prednost te metode je glatka
navigacijska funkcija, §to poboljsava kvalitetu putanje robota za vrijeme silazenja po
gradijentu. Nedostatak je velika racunska sloZenost interpolacije, §to se nadoknaduje
svojstvom dinamickog planiranja (brzog replaniranja u dinamickim prostorima).

Ljapunovljeve su funkcije usko povezane s navigacijskim funkcijama [69]. U dis-
kretnim navigacijskim funkcijama, svaki prijelaz iz aktivnog polja u polje s najmanjom
cijenom putanje do cilja zna¢i smanjenje cijene putanje do cilja (u novom stanju robota)
sve dok se ne dosegne cijena 0 u cilju G. I navigacijska funkcija i Ljapunovljeva funkcija
osiguravaju da trajektorije ne budu zaustavljene u lokalnom minimumu. Ljapunovljeve
su funkcije opcenitije od navigacijskih funkcija jer ne zahtijevaju optimalnost. Svojstva
navigacijske funkcije vrlo su sli¢na pozitivno definitnom svojstvu Ljapunovljeve funk-
cije. Ljapunovljeve funkcije oznacavaju neki oblik udaljenosti do gg i stvaraju monotono
gibanje prema qg, koje ne mora biti i optimalno.

U ovome se radu predlaze metoda koja koristi diskretnu navigacijsku funkciju odre-
denu algoritmom D* na mrezasto] karti zauzeca, a interpolacija se ra¢una samo u to¢-
kama trajektorija robota. Navigacijska funkcija rac¢una se samo za Kartezijeve koordi-
nate u prostoru, za skup C C R%. Dodatno, ciljno stanje gg odredeno je Kartezijevim
koordinatama (z¢,yq), a orijentacija J¢ je proizvoljna. Pretpostavka je da je pozicija
cilja u centru polja mrezaste karte zauzeca, odnosno (zg,ya) = ca, gdje je G € N ciljni
¢vor.

6.2.1 Interpolacija cijene putanje

Neka je za zadani ciljni ¢vor G algoritam D* odredio optimalnu cijenu putanje iz sva-
kog ¢vora n € N do G, oznatenu s g*(n) (zbog zadanog cilja G koristimo skrac¢enicu
g*(n) umjesto g*(n,G)). Za &vorove iz kojih ne postoji putanja do cilja je g* = oo.
Vrijednosti ¢g* odredene su algoritmom D* samo za tocke centara polja. Vrijednosti
cijene putanje u proizvoljnoj tocki prostora mogu se pak dobiti interpolacijom. Neka
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je kontinuirana funkcija cijene putanje ¢ : R? — Ri ostvarena u obliku simplicijalnog
kompleksa [109] sastavljenog od standardnih 2-simpleksa nalijepljenih jedan na drugog
tako da se nastavljaju bez prekida. Standardni 2-simpleks, oznacen kao A2, definiran
jes

A? = {aapr + asps + asps € R? | o, a0, a3 > 0iag +as +ag =1}, (6.7)

gdje su p1, pa, p3 nekolinearne tocke u R?. Svako polje (kvadrat) mrezne karte podijeljeno
je na Cetiri trokuta jednakih povrsina sa zajednickim vrhom u centru polja, kao $to je
prikazano na slici 6.2, lijevo. Da bi se odredila vrijednost ¢ u proizvoljnoj tocki ¢ € R?,
potrebno je odrediti vrijednosti ¢ u najblize tri tocke od ¢ (dva vrha i jedan centar polja,
na slici 6.2 oznaceni s ¢;, bj i by). Centri polja imaju svoju ¢* vrijednost izracunanu
algoritmom D* pa vrijedi ¢(¢;) = ¢*(i), Vi € N. Skup koordinata vrhova polja definiran
je kao B = {b := % | n,m € Ki e, — el = dpoije}- Vrijednost ¢ u vrhovima
polja ra¢una se prema vrijednostima cijena u centrima polja koja dodiruju promatrani
vrh b; € B,

6(b)) = % + min g*(i)

| (6.8)
wu. i€N, |b — ¢ = dostie

Vrijednosti u vrhovima mogu se izrac¢unati i algoritmom D*, tako da se svi slobodni

Cl

by, -c Vi
Cy)

Slika 6.2. Lijevo: podijela polja na éetiri trokuta. Desno: kontinuirana funkcija ¢ kao simpli-
cijalni kompleks.

vrhovi polja (oni koji dodiruju barem jedno slobodno polje) ukljuce u skup ¢vorova u
grafu G(NV,E,W). Medutim, to nije nuzno, buduéi da su vrijednosti ¢ potrebne samo
u tockama trajektorija robota i potrebno je ra¢unati ¢ za mali broj vrhova. Vrijednost
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¢ u tocki ¢ € R? odreduje se rjeSavanjem sustava triju jednadzbi s tri nepoznanice:

a1¢; + azbj + azb, = c,

o]+ as+ag = 1. (6.9)

Na kraju slijedi
P(c) = ard(ci) + az2p(bj) + azd(by). (6.10)

Primjer kontinuirane funkcije ¢ odredene opisanim postupkom za jedno polje prikazana
je na slici 6.2, desno.

6.3 Ostvarive trajektorije dinamickog prozora

Trajektorije koristene u algoritmu dinamickog prozora kruzni su lukovi, odredeni iz
skupa brzina V,, kojima je dopusSten sudar u nekoj daljoj tocki trajektorije. Takve
trajektorije nisu ostvarive u cijelom horizontu od 7" vremenskih intervala, odnosno ro-
bot ne smije pratiti takvu trajektoriju duz cijelog horizonta. Ovdje definiramo skup
njima ostvarivih trajektorija u trenutku ¢ oznacen s A&; i skup odgovarajuéih ostvarivih
upravljackih sekvenci ).

Ostvariva je trajektorija kruzni luk (ili ravni segment), odreden upravljackom vrijed-
noscu iz diskretiziranog skupa brzina dinamickog prozora (5.2.1) u € V; i parametrom
To, koji ne sijece prepreku i ¢iji je profil brzina odreden kako slijedi (slika 6.3. Prvih

Slika 6.3. Primjer upravljacke sekvence za odabrane u € Vg i Tp.

Ty + 1 upravljackih vrijednosti konstantnog su iznosa u = [v w]? € Vg, a sljedeéih

T linearno su padajuée upravljacke vrijednosti koje ¢ine toc¢ke na istom kruznom luku
v

polumjera » = —. Uraunavajuci ogranicenja (5.9) i (5.10) T i Ty odredene su kako
w

T = m v \w[
NOT U Ao | | Ao | [ (6.11)
Ty = To—1n,

slijedi:

gdje je Ty < T vremenski trenutak u kojem se primijenjuje zavrsna upravljacka vrijed-

nost u, = [0 0]7. Da bi trajektorija bila definirana mora vrijediti uvjet Ty < Ty tako

,To To

da vrijedi Ths > 0. Trajektorija robota 7,"°° i upravljacka sekvenca v;""°, za u € V; i
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parametar T, definirane su u odnosu na trenutni polozaj robota ¢(7) kako slijedi:

o = {u(0),ui(1), .. wi(T — 1)},
T = {g;(0), qi(1), ... (T},
U zak=0,...,Ty,
To — k (6.12)
u.u. ui(k) =< u rak=Ty+1,...,Ty—1,
Tn
Uy ako Ty < T, zak="1Ty,...,T —1,

QZ(k + 1) = f(Ql(k)aul(k))’ k= 0’ s ’T - 1a

gdje je ¢;(0) = q(i) pocetni polozaj robota, a indeks ¢ vremenski trenutak proraduna
trajektorije u sljedeé¢ih T vremenskih intervala. Buduéi da je horizont T" odreden prema
Smax

Umnaz O
nalaziti unutar okoline o kojoj robot dobiva sve informacije o polozaju prepreka u i-

dometu senzora S,q, 1 najvecoj brzini robota vpmee, T = | |, sve ¢e se trajektorije

tom trenutku planiranja trajektorija. Trajektorije su odredene tako da se robot moze
zaustaviti do kraja horizonta T

Parametrom T utjece se na duljinu trajektorije unutar horizonta 7', odnosno na
duljinu niza upravljackih vrijednosti razli¢itih od nule. Parametar 7y odreduje se prema
parametru 7}y optimalne trajektorije iz proslog koraka i — 1. Svaka se trajektorija
ratuna za vrijednosti parametra Ty € {T5 — 2,75 — 1,75, 1§ + 1} za koje su zadovoljeni
uvjeti Ty < T i Ty < Ty. Pozeljno bi bilo racunati trajektorije za sve parametre
Ty < Ty < T, sto je racunski prezahtjevno. Ogranicili smo izbor Ty na Cetiri vrijednosti
podrazumjevajuéi da se optimalna trajektorija nalazi u blizini optimalne trajektorije iz
prethodnog vremenskog trenutka. Optimalna trajektorija iz koraka ¢ — 1 pojavljuje se
u koraku ¢ kao ostvariva trajektorija kojoj je po¢etna upravljacka vrijednost u;—1(0) =

uf(1), a vrijednost Ty = T;f — 1. Okolinu te trajektorije prema parametru Tp ¢ine

1
vrijednosti Ty = Ty — 21 T}7. Dodatno jo§ uzimamo i vrijednost Ty = 77 + 1 tako da se
duljina niza upravljackih vrijednosti razli¢itih od nule moze prosiriti na puni horizont 7.
U slobodnom ¢e se prostoru pri ravnom gibanju parametar 7p, odabirom Ty = 7§ + 1,
postupno povecavati do najvecog iznosa T, a u zaokretima medu preprekama c¢e se
smanjivati odabirom Ty = T — 11 Ty = Tjf — 2.

Potrebno je za svaku trajektoriju provjeriti postoji li sudar s preprekom. Provjera
sudara s preprekom opisana je u odlomku 6.3.1. Ako sudar za neku trajektoriju pos-
toji, ona je zabranjena. Medutim, mogudée je provesti postupak kracenja trajektorija i
odrediti nove ostvarive trajektorije. Trajektorija se ponovno izra¢unava prema (6.12) za
manji broj vremenskih intervala T, tako da se postigne krac¢a kruzna trajektorija koja
ne sjece prepreku. Pritom mora biti zadovoljen uvjet Ty < Tp, tako da se robot stigne
zaustaviti prije sudara s preprekom. Postupak kracenja trajektorija daje vec¢i izbor os-
tvarivih trajektorija u skupu A;, odnosno upravljackih sekvenci u skupu ); koje imaju
vec¢u vrijednost u;(0). Bez postupka kracenja trajektorija odabrale bi se trajektorije
koje su krace zbog manje vrijednosti u;(0), $to bi rezultiralo sporijim gibanjem robota.
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Slika 6.5. Lijevo: Profili brzina ostvarivih trajektorija bez kracenja; Desno: Profili brzina
skraéenih trajektorija.
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Na slici 6.4, lijevo, prikazan je primjer skupa ostvarivih trajektorija bez kracenja
zbog prepreka. Trajektorije su odredene prema brzinama iz skupa V; i prema cetirima
vrijednostima parametra Ty € {1} — 2,1 — 1,1, T + 1}. Parametar Tj utjece samo
na duljinu trajektorije, tako da se one preklapaju. Pripadajuce su upravljacke sekvence
na slici 6.5, lijevo, gdje se mogu razluciti vrijednosti parametra 7y. Prva po redu
prikazana vrijednost brzine je trenutna brzina robota oko koje se rac¢una skup V;. Moze
se primijetiti da sve trajektorije imaju istu vrijednost w. Za ostale vrijednosti w € Vy
trajektorije sjeku prepreku. Na slici 6.4, desno, prikazan je skup skracenih trajektorija,
kojima je parametar T znano smanjen da bi se zaustavile prije prepreke. Pripadajuée su
upravljacke sekvence na slici 6.5, desno. Skracene trajektorije iskoristavaju cijeli skup
V4 i zajedno sa ostalim ostvarivim trajektorijama daju dobru pokrivenost prostora.
Na slici 6.6 prikazane su sve ostvarive trajektorije u prostoru brzina. Prikazane su

40 ‘

3 %nggssmﬁ“"“ m]al:

o0 100 200 300 400 500 600

v [mm/s]

Slika 6.6. Prikaz trajektorija u prostoru brzina. Skup Vg oznacen je kvadratiéima. Zuti pravci
odgovaraju skracenim trajektorijama.

trajektorije u prostoru brzina pravci koji prolaze kroz ishodiste. Pravac oznacuje da se
radi o konstantnom polumjeru kruzne trajektorije, odnosno kruznog luka.

Postupak kracenja trajektorija moze se raditi i kod ulaska u ciljnu poziciju. Prvi
je korak odrediti je li cilj dohvatljiv nekom od ostvarivih trajektorija. To se odreduje
usporedbom duljine trajektorije i vrijednosti ¢ u trenutnoj poziciji robota R(z(7), y(7)).
Ako je duljina trajektorije veca od ili jednaka ¢(R), tada se postavlja zastavica da je
cilj dohvatljiv i od tog se trenutka pa do kraja gibanja svaka trajektorija skracuje tako
da joj duljina bude manja od |cg — R||. Time se postize da niti jedna trajektorija ne
prelazi cilj.

6.3.1 Provjera sudara pomocéu mrezaste karte zauzecéa

Za svaku je tocku trajektorije (z;(k),y;(k)) potrebno provjeriti nalazi li se unutar za-
uzetog polja?. Dodatno, potrebno je provjeriti sjeku li prepreku lukovi izmedu dviju
slijednih slobodnih tocaka na trajektoriji. Oznacimo s a g luk definiran dvijema slijed-
nim to¢akama A(z;(k),vi(k)) i B(z;(k + 1),y:(k + 1)) na trajektoriji. Neka je najveca
duljina luka a4 p (za najvecu translacijsku brzinu) manja od €polje 1 Neka se luk moze
aproksimirati ravnom linijom (kao $to je slufaj u naSoj implementaciji). Postoje tri

2Podsjetimo se da su stvarne prepreke u mrezastoj karti zauzec¢a prodirene za dimenzije robota tako
da su vrhovi progireni /2 puta vise nego to je nuzno (slika 2.1)
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slucaja polozaja to¢aka A i B: 1) obje su u istom polju koje je slobodno; 2) nalaze se
u dvama razli¢itim poljima koja se dodiruju stranicom; i 3) nalaze se u dvama dijago-
nalnim poljima. U prva je dva slucaja jasno da je luk a4 g slobodan, a jedino za treci
slucaj treba provjeriti sjece li luk prepreku. Luk moze sje¢i jedno od dva preostala polja
(slika 6.7). Potrebno je provjeriti zauzetost onom polju koje se nalazi s unutarnje strane

Slika 6.7. Provjera sudara s preprekom.

tupog kuta koji zatvaraju duzine AT i TB, gdje je tocka T zajednicki vrh dijagonalnim
poljima. Prema slici 6.7 trebaju se provjeriti sljede¢e nejednadzbe:
b
y = -
a

ako y < 1/, provjeriti P (6.13)

ako y > 1/, provjeriti Py

U implementacijama u kojima je najveca duljina luka a4 p veca od epgje, treba
napraviti finiju diskretizaciju luka tako da nove tocke budu medusobno razmaknute

manje od e, Tada se na novim to¢kama primjenjuje opisana metoda provjere sudara.

6.4 Optimizacija pomi¢nim horizontom urac¢unavajuéi ogra-
nicenja

Ideja je upravljanja pomi¢nim horizontom [44] optimirati neku kriterijsku funkciju za
fiksni horizont duljine T" uracunavajuéi ograniCenja sustava i koriste¢i trenutno stanje
sustava kao pocetno stanje. Zatim je od dobivene optimalne sekvence od 7" upravljackih
vrijednosti primjenjuje samo prva vrijednost. Vrijeme zatim ide naprijed jedan korak
i isti se optimizacijski problem promatra u fiksnom horizontu duljine 7', koriste¢i novo
mjereno stanje sustava kao poc¢etno. Tako se kontinuirano mijenja trenutna upravljacka
vrijednost na osnovi trenutnog stanja sustava i ograni¢enja sustava unutar optimizacij-
skog horizonta duljine 7.
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Pomié¢ni horizont primijenjuje samo prvu optimalnu upravljacku vrijednost i u sva-
kom koraku ponavlja cijelu optimizaciju za sljedec¢ih T" koraka horizonta. Svaka optimi-
zacija ovisi o trenutnom mjerenom stanju robota u prostoru. Bez ikakvog poremecaja
na sustav (promjene u prostoru mobilnog robota) mjereno stanje bit ¢e jednako onom
stanju koje je predvideno modelom. Ako su model i kriterijska funkcija vremenski ne-
promijenjivi, tada je jasno da ¢e se ista upravljacka vrijednost u; primijeniti kada stanje
sustava zauzme istu vrijednost. Optimizacija pomi¢nim horizontom daje vremenski
nepromjenjiv upravljacki zakon u povratnoj vezi.

U implementaciji pomic¢nog horizonta za upravljanje gibanjem mobilnog robota de-
finiramo sljedec¢i optimizacijski problem. U vremenskom trenutku 7 i za trenutni polozaj
robota q(i) = [x(i) y(i) 9(i)]T rjesava se:

T T-1
T(q(@) = min Y k), yi(k) + Y pvi(k), (6.14)
k=0

uz uvjete:  wv; € Y, (6.15)
ui(k) = [v;(k) wi(k)]F € vy, zak=0,..., T —1, (6.16)

gi(k+1) = f(g;(k),ui(k)), zak=0,..., T —1, (6.17)

4i(0) = q(i) (6.18)

qi(k) = [z (k) (k) %(k)]Y, zak=0,...,T, (6.19)

(6.20)

¢(xi(T), yi(T)) < d(zi(k),yi(k)), zak =0,...,T -1, 6.20

gdje je p mala pozitivna realna vrijednost, ); skup svih ostvarivih upravljackih sekvenca
za trenutno stanje robota i ¢ navigacijska funkcija.

Procedura pomicnog horizonta implicitno definira vremenski nepromjenjiv uprav-
ljacki zakon k : @ — V u obliku

r(q(i)) = u; (0), (6.21)

gdje stroga definicija funkcije () zahtjeva da optimalna vrijednost «;(0) bude jedins-
tvena.

6.4.1 Stabilnost upravljanja pomi¢nim horizontom

Nije trivijalno pokazati da upravljanje pomic¢nim horizontom ¢ini zatvoreni sustav sta-
bilnim. Optimizacijski problem koji rjesavamo definiran je na kona¢nom horizontu, dok
je stabilnost svojstvo koje mora vrijediti na beskonac¢nom horizontu. Taj se problem za-
obilazi na sljedeci na¢in (a) dodavanjem posebnog otezavanja stanja na kraju horizonta
tako da se moZe uracunati utjecaj dogadaja iza kraja fiksnog horizonta; (b) uvodenjem
terminalnog upravljackog zakona koji dovodi sustav u ograni¢eno terminalno podrucje
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unutar optimizacijskog prozora i (c) osiguranjem da je terminalno podrudje invarijantno
u odnosu na terminalni upravljacki zakon, sto znaci da jednom kada stanje dode u ter-
minalni skup ostaje unutar skupa ako se primijeni terminalni upravljacki zakon. Ova
su tri uvjeta nuzna za uspostavu stabilnosti i nazivaju se terminalnom trojkom [44].

Rezultati stabilnosti implementacije pomi¢nog horizonta

Funkciju J*(q(7)) optimizacijskog problema (6.14)—(6.20) koristimo kao Ljapunovljevu
funkciju da bismo dokazali asimptotsku stabilnost implementacije pomi¢nog horizonta,
gdje funkcija J*(q(7)) ovisi samo o pocetnom polozaju pomi¢nog horizonta, ¢;(0) =
q(7). Nadalje, buduéi da je ¢(z,y) > 0 za sve (z,y) osim za cilj (z¢,yq), za koji je
d(ze,yq) = 0, a translacijske brzine nisu nikad negativne, slijedi da je J*(¢) > 0 za sve
q € Q osim za cilj qg. Tako je sustav q(i + 1) = f(q(i), u(i)) funkcija polozaja ¢(i) € Q,
planirane su samo pozicije, a orijentacija 9(i+1) je rezultat upravljacke vrijednosti w(7).
Zbog neholonomskih ograni¢enja robota orijentaciju odreduju pozicija x(i) i y(i) prema
(5.6). Prema tome, dolaskom u ciljnu poziciju z(i) = zqg, y(i) = yg, vrijednost ¥(i) bit
¢e rezultat samog gibanja do cilja. Ako bi se zahtijevala ciljna orijentacija ¢, moze se
primijeniti zakretanje robota u ciljnoj poziciji, dok robot ne ostvari ciljnu orijentaciju.
U nastavku ¢emo fiksirati ciljnu orijentaciju ¥¢ i uz primjenu odgovarajuce procedure
pokazati asimptotsku stabilnost ciljnog polozaja gg.
Prema [11] potrebne su sljedece definicije za dokaz stabilnosti.

DEFINICIJA 6.4. Skup Qr ostvarivih pocetnih poloZaja skup je pocetnih poloZaja q € Q
za koje postoje ostvarive trajektorije i upravljacke sekvence za optimizacijski problem
(6.14)~(6.20).

U ovoj je implementaciji to skup svih polozaja iz kojih postoji putanja do cilja,
odnosno Qr = {g= [z y V)T | ¢ € Qi é(x,y) < 0o}
DEFINICIIA 6.5. Skup Q pozitivno je invarijantan za sustav q(i + 1) = f(q(i),u(7))
uz primijenjenu upravljacku vrijednost u(i) = r(q(i)), ako je f(q,k(q)) € Q
qge Q.

za svaki

U ovoj je implementaciji skup slobodnih pozicija C € R? ograni¢en rubovima unu-
tarnjeg prostora mobilnog robota, a skup kutova ©® C R ogranicen je vrijednostima
0° — 360°. Prema tome skup Q = C x O takoder je ogranicen. Dalje, odredivanjem os-
tvarivih trajektorija i ostvarivih upravljackih sekvenci prema (6.12), koje ne dopustaju
da se polozaj robota ¢ nade u prepreci, ostvarili smo pozitivnu invarijantnost cijelog
skupa Q za f. Za ograniCen i pozitivno invarijantan skup Q za f, prema definiciji
stabilnosti po Ljapunovu 6.1 slijedi da je qg € Q stabilna ravnotezna tocka za f.

TEOREM 6.3. Za sustav

q(i +1) = f(q(i), u(@)), zai =0, f(ga,uz) = qa, (6.22)

upravljan algoritmom pomicnog horizonta (6.14)—(6.20) vrijedi:
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(1) skup Qr ostvarivih pocetnih poloZaja pozitivno je invarijantan za zatvoreni sustav.

(1i) qc je globalno asimptotski stabilan v Qr za zatvoreni sustav.

Dokaz: (i) Pozitivna invarijantnost skupa Qr

Neka je q(i) € Qp. Pretpostavimo da u trenutku i i za trenutno stanje ¢(7), algoritam
pomi¢nog horizonta rjesava optimizacijski problem J*(¢(7)) prema (6.14)—(6.20) i dobiva
optimalnu upravljacku sekvencu i trajektoriju:

vl = {u(0),w (1), ..., ul(T — 1)}, (6.23)

7 i i

7 ={¢(0),¢;(1),..., ¢ (T)}. (6.24)

Tada se na sustav (6.22) primijeni prvi element upravljacke sekvence (6.23),

u(i) = rlq(i)) = u} (0). (6.25)

Neka je q(i+1) = f(q(i), k(q(i))) sljede¢i polozaj robota u trenutku i+ 1. Prema (6.12)
postoji ostvariva upravljacka sekvenca szﬁo € V41 1 pripadna trajektorija T;fg“ € Xit1,
za Ty = T5 — 11 u = u(1l) € V; koje nisu nuzno optimalne u izra¢unu pomi¢nog

horizonta J*(g(i + 1)) i za koje vrijedi:
Vit1 = {ui11(0), wig1 (1), ... uia (T = 1)}, (6.26)

Titv1 = {¢i+1(0), ¢i+1(1), - -, G+ 1(T)}, (6.27)
uip1(k) =uf(k+1), zak=0,...,T -2,
w1 (T —1) = [00]7,

) = +1), zak=0,....,T -1,

b (6.28)
T) =g} (T)

Gi+1(
i1 (
Prema tome ¢(i+1) € Qp, §to pokazuje da je Qp pozitivno invarijantan skup za sustav
s povratnom vezom ¢(i + 1) = f(q(i), k(q(i))).

(ii) Globalna asimptotska stabilnost

Bududi da je ¢(xg,yq) = 0 tada optimalna upravljacka sekvenca u (6.14)—(6.20) za
¢ = q¢ ima sve elemente jednake 0 pa je stoga i J*(¢g) = 0. Stoga k(gg) = u.. Bududi
da je f(qq,u.) = q¢ tada je g ravnotezna tocka za zatvoreni sustav ¢* = f(q, x(q)).
Bududi da je qg € Q stabilna ravnotezna tocka potrebno je jo§ pokazati za J* da
vrijedi konvergencija prema (6.5) teorema 6.1, ¢ime ¢e se dokazati globalna asimptotska
stabilnost zatvorenog sustava.
Za optimalnu upravljacku sekvencu i trajektoriju u i-tom koraku (6.23) i (6.24)
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vrijednost Ljapunovljeve funkcije je

T T—1
=D ol (k). (k) + D pvi (k). (6.29)
k=0 k=0

Neka su u koraku i + 1 za sljedeéi polozaj ¢q(i + 1) = f(q(i),(q(i))) ostvarive i ne
nuzno optimalne upravljacka sekvenca i trajektorija dane izrazima (6.26)—(6.28). Prema
optimalnosti znamo da je

T
T (q(i+1) <D p(ziza (k) yisa (k) + > pviga (k). (6.30)
k=0 _

Dalje, kombinirajuéi (6.29), (6.28) i (6.30) proizlazi:

Jli+1) < ETJ o(; (k), y; (k) + TZ_lpvf(k) + ¢(; (T),y; (T)),
< kJ:*ti) — o(x7(0),y; (0)];:—1 pv; (0) + o (1), y; (1)),
Jqli+1)) = J*(q()) < o(xi(T),yi (T)) — (7 (0),y; (0)) — pv; (0). (6.31)
Supstitucijom (6.20) u (6.31) slijedi
J*(a(i +1)) — J*(q(i)) < —pv; (0), (6.32)

s jednakos¢u samo kada je v (0) = 0. Najmanja vrijednost v7(0) > 0 odredena je
diskretizacijom skupa Vg, koju oznaCavamo s v,;,. Bududi da je skup Q ogranicen
postoji R > 0 takav da je Q C {¢ € R?® | |l¢ — q¢|| < R}. Prema tome moze se

odabrati kontinuirana funkcija «y : [0, 00) — [0, 00), v(t) > 0 za sve t > 0 kao primjerice
Umin
V(t) =

- t, za koju vrijedi

(i +1)) = J*(q(2)) < —pvi (0) < —=y(lla(@) — gal)- (6.33)

Prema tome, izraz (6.5) je zadovoljen za v} (0) > 0.

Potrebno je jo§ pokazati da ¢e se robot zaustaviti na putanji do cilja konac¢an broj
puta, a pri svakom zaustavljanju izvesti odgovaraju¢u proceduru kojom se vrijednost
J* ne povecava.

Razmotrimo slu¢aj u kojem je trenutni poloZaj robota ¢(i) unutar polja kojem je
centar ¢j, j € N i sve ostvarive upravljacke sekvence imaju v;(0) = 0 i proizvoljnu
vrijednost w;(0) € Vy. Takva je situacija prikazana na slici 6.8, lijevo. Robot je usmjeren
prema prepreci u smjeru porasta cijene putanje i niti jedna prikazana trajektorija ne
zadovoljava (6.20). Da bi se realiziralo kretanje prema cilju, robot se mora zakretati
prema slobodnom prostoru i gibati u smjeru padajuce vrijednosti ¢ sve dok ne napusti
kriticno podrucje. Ovdje se uvodi kljucéna procedura koja ukljuc¢uje prvo zakretanje, a
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Slika 6.8. Lijevo: robot je usmjeren prema prepreci i ne postoji ostvariva upravljacka sekvenca
s vf(0) # 0. Nijedna prikazana trajektorija ne zadovoljava (6.20). Desno: robot se pocinje
zakretati prema izlaznoj tocki i ¢im se pojavi bolje rjesenje pocinje slijediti kruznu trajektoriju,
Sto opet dovodi do slucaja vf(0) =0, a jo§ nije stigao do izlazne tocke.

onda gibanje do tocke minimalne vrijednosti ¢ dohvatljive iz trenutne pozicije gibanjem
po pravocrtnoj putanji koja ne sijece niti jednu prepreku. Ta je tocka nazvana izlaznom
tockom, oznacenom s I.

Odvajanje ove procedure od optimizacije (6.14)-(6.20) i nakon toga nastavak optimi-
zacije je opcionalno. Alternativno, moze se provjeravati za vrijeme izvodenja procedure
u svakom trenutku postoji li rjeSenje optimizacijskog problema (6.14)-(6.20) koji ima
v (0) # 0 i primijeniti ovu upravljacku vrijednost. Medutim, moguce su situacije u
kojima je alternativna metoda sporija od prve. Primjerice, situacija prikazana na slici
6.8, desno. Robot pocinje zakretati prema izlaznoj tocki i ¢im se pojavi bolje rjesenje
pocinje slijediti kruznu trajektoriju, sto opet zbog ogranicenja gibanja dovodi do slucaja
v (0) =0, a jo$ nije stigao do izlazne tocke.

Izlazna je tocka definirana s obzirom na polozaj robota. MoZe biti vrh polja ili centar
polja. Postoji opd¢i slucaj definiranja izlazne tocke (i), i dva specijalna sluc¢aja (ii) i (iii)
(slika 6.9).

i) ii) iii)

bk bl

Slika 6.9. Odredivangje izlazne tocke.
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(i) Dva vrha polja najbliza tocki R(x(i),y(7)) i centar polja (koji formiraju trokut
unutar kojeg se nalazi tocka R) su ¢;, by, b;. U opcem je slucaju izlazna tocka definirana
kao jedna od te tri tocke s najmanjom vrijednosti ¢:

I = argmin{é(c;), $(bi), d(br)}- (6.34)

Ako dvije totke imaju jednaku najmanju vrijednost, proizvoljno se odabire jedna od
njih. Gibanjem do izlazne to¢ke po pravocrtnoj putanji, vrijednost od ¢ se smanjuje
zbog konstrukcije 2-simpleksa nad kojima je funkcija cijene putanje interpolirana. Zbog
numerickih izracuna pozicioniranje u izlaznoj tocki unutar je male € okoline od izlazne
tocke. Moguce su situacije u kojima je robot tik ispred izlazne tocke, ali ju nikada ne
dosize jer ne moze ostvariti proizvoljno mali pomak. Stoga su razmotreni specijalni
slucajevi (ii) i (iii):

(ii) Ako je pozicija robota R(x(i),y(i)) unutar € okoline od ¢;, tada su razmotreni
svi vrhovi od polja u kojem se nalazi R i svi centri susjednih polja koji imaju zajednicku
stranicu s tim poljem:

I'= min {d(cn), o(b)}

)

wu. neNI|e — el = epoije, (6.35)
d
beBi ||cj—b||:%”e.

(iii) Ako je poricija robota R(x(i),y(i)) unutar e okoline od vrha polja by, tada su
razmotreni svi vrhovi polja koji leze na istoj stranici polja s by i svi centri polja kojima
je zajednicki taj vrh:

I'= min {¢(cn),0(b)}

n,b
d olje
wu. nENI by — e = pTl]’ (6.36)

be Bi[lby—bll = epotse-

Gibanje do izlazne tocke za slucajeve (ii) i (iii) uglavnom je po bridu trokuta (2-
simpleksa) duz kojega se vrijednost ¢ smanjuje. Jedino u slucaju (ii), ako je izlazna
totka u centru susjednog polja (od polja u kojem se R(x(i),y(7)) nalazi), gibanje je do
izlazne tocke po pravocrtnoj putanji koja prolazi kroz dva trokuta. Duz te linije vrijed-
nost ¢ takoder se smanjuje jer vrijedi ¢(I) < ¢(c;). Ova nejednakost ne vrijedi jedino
u slucaju ako je c; ciljna koordinata, §to znaci da je robot dostigao ciljnu poziciju.

Nakon dolaska u izlaznu tocku, ako ni dalje ne postoji v}(0) # 0 u optimizacijskom
problemu, robot mora zakretati i gibati se prema novoj izlaznoj tocki. Izlazna tocka
moze od pozicije robota biti udaljena najvise duljinu e, a kut za koji se robot mora
zakrenuti iznosi najvise 180°. Prema tome, procedura zakreta i dolaska u jednu izlaznu
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tocku zavrsava u kona¢nom vremenu ograni¢enom odozgo

T 180°
© At - wmm,
Epolje
T, < —pelic
° At - Umin’
T’izlaz = T@ + TS, (637)

gdje su |wmin| < Awmaz 1 [Vmin] < AUmee najmanje odabrane brzine iz diskretizira-
nog skupa brzina, razli¢ite od nule. Najmanji razmak dviju susjednih izlaznih tocaka

d .
e —Lolje Duljina putanje koju bi robot presao uzastopnim gibanjem od trenutne po-

zicije (x(i),y(i)) preko nove izlazne tocke sve do cilja, usko je povezana s vrijednoséu
¢(x(i),y(7)). Stoga je najvedi broj zaustavljanja ogranicen s

(6.38)

6.5 Eksperimentalni rezultati

Implementacija pomi¢nog horizonta testirana je u prostoru predstavljenim mrezastom
kartom zauzeca. lako je u dosadasnjim ilustracijama bio koristen diskretizirani skup
brzina Vy s 35 parova (7 rotacijskih brzina i 5 translacijskih), to za izvodenje algo-
ritma predstavlja zahtjevan vremenski izrac¢un. U trenutnoj implementaciji iznosi do
50% trajanja vremenskog intervala (50 ms). Testiranja algoritma pokazuju vrlo dobre
rezultate s najmanjim skupom V; koji uklju¢uje samo rubne i trenutne brzine, odnosno
za devet parova brzina. Tada je srednje vrijeme izra¢una, utroSeno na rac¢unanje svih
ostvarivih trajektorija i optimizaciju funkcije J*, 5 ms, a najvece vrijeme izrac¢una 14
ms. U testovima je zadana samo pozicija cilja, a orijentacija je proizvoljna. Zadana
ciljna orijentacija u ovoj implementaciji ostvaruje se samo dodatnim zakretom na ciljnoj
poziciji. Algoritam prekida izvodenje kada odabere v*(0) = 0, a nalazi se unutar kruga
pola polumjera robota od cilja. Dakle, ne ¢eka se zavrSetak procedure zakreta i dolaska
u izlaznu tocku - cilj. U tablicama 6.1 i 6.2 dani su parametri koje koristi algoritam:
najveca translacijska i rotacijska brzina vVmez 1 Wmaez, Najveée promjene brzina Avp,qq
i Awmaz, trajanje jednog vremenskog intervala At, duljina horizonta 7', najveci kori-
Steni domet senzora Sp,qz, broj upravljackih vrijednosti u diskretiziranom skupu V,,
polumjer robota r, i Sirina polja epyje- Izvedena su dva testa algoritma. Prvi je test

Tablica 6.1. Kinematicka i dinamicka ogranicenja robota

Umaz [MmM/s] | wmaz [°/8] | AUmaz [mm/s] | Awpmas [°/s] | At [s]

600 100 30 10 0.1
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Tablica 6.2. Vrijednosti parametara koristenih u implementaciji pomicnog horizonta

T [intervali| | Syae [mm] | [Vg| | 7 [mm| | eporje [mm]

20 3000 9 260 100

izveden u prostoru u kojem su prepreke gusto rasporedene, tako da na nekim mjestima
robot ima slobodu gibanja unutar samo jednog polja, slika 6.10. Start i cilj odabrani su
tako da se robot pocetno mora udaljavati od cilja. Sve su prepreke upisane u mrezastu
kartu zauzeca i tijekom cijelog gibanja robota kroz prostor nema nikakvih promjena.

~ — <start

— s

-23 =22 =21 -20 -19 -18 =17
x [m]

Slika 6.10. Trajektorija robota u prvome testu.

Odvozena je trajektorija robota glatka i niti na jednom mjestu ne prolazi kroz prepreku,
Sto je osigurano postupkom opisanom u 6.3.1. Tako od algoritma nije zahtijevano to¢no
pozicioniranje u cilju, zavrsna tocka trajektorije u ovom testu udaljena je 0.6 mm od po-
zicije cilja. Profil brzina dan je na slici 6.11. Najveca translacijska brzina ostvarena je u
svim dijelovima prostora u kojima robot ne mora naglo skretati. Na slici 6.12 prikazane
su vrijednosti funkcije J* po svakoj tocki trajektorije. Vidljivo je da vrijednosti funkcije
J* nikada ne rastu povec¢anjem vremenskog koraka. Na slici 6.13 prikazan je uvecani
dio odvozene trajektorije. Strelice predstavljaju pokazivace algoritma D*, a kvadratici
putanju koja je odredena algoritmom D* od starta do cilja. Tocke na trajektoriji oz-
nacavaju poziciju robota u vremenskim trenucima prorac¢una upravljackih vrijednosti.
Gusce tocke upucuju na sporije gibanje robota.

Drugi test izveden je u prostoru u kojem se nalaze tri skupine nepoznatih prepreka,
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Slika 6.11. Profil brzina robota u prvome testu.
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Slika 6.12. Vrijednosti funkcije J* u tockama trajektorije prvog testa.

oznacene na slici 6.14. Inicijalna optimalna putanja prolazi kroz nepoznatu prepreku
1. Robot otkriva nepoznatu prepreku svojim senzorom kada joj se priblizi na udaljenost
Smaz- Informacije o novoj zauzetosti upisujuju se u mrezastu kartu zauzec¢a. Vrijednosti
cijena ¢g* azuriraju se minimalnom broju ¢vorova algoritmom D* i preusmjeravaju se
pokazivaci tako da tvore nove optimalne putanje iz svakog ¢vora do cilja. Nepoznata
prepreka 2 nalazi se na novom optimalnoj putanji i ponovo se azuriraju cijene g* i po-
kaziva¢i. Zadnja promjena u ovom testu je otkrivanje prepreke 3. Promjene cijena zbog
nepoznatih prepreka vidljive su u skokovitim porastima vrijednosti funkcije J* na slici
6.15. Nad svakim skokom u vrijednosti J* naznacena je prepreka koja ga je uzrokovala.
Nakon skoka u vrijednosti J* u daljnjim koracima vrijednost J* nikada ne raste (do
novog skoka zbog promjene u prostoru). Za svaku promjenu u prostoru algoritam se
ponasa kao da je u tom trenutku poceo rac¢unati, osim $to mu pocetna brzina nije 0 nego
neka trenutna. Profil brzina dan je na slici 6.16. Najvec¢a moguca translacijska brzina
ostvarena je u svim slobodnim dijelovima prostora udaljenijim od prepreka. Vidljivo
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Slika 6.13. Trajektorija robota u prvom testu (uveéano) s pokazivacima i putanjom algoritma
D*.

prepreka 3 | |
r
L

Slika 6.14. Trajektorija robota u prostoru s tri skupine nepoznatih prepreka.

je da je u svim trenucima replaniranja translacijska brzina ostala na najvec¢oj mogucoj
vrijednosti. Na slici 6.17 prikazan je uvec¢ani dio prostora u blizini prepreke 1 u tre-
nutku prije otkrivanja prepreke.  Ostvarive trajektorije prikazane su bojama prema
parametru 7y, kao i na slici 6.4, a optimalna trajektorija prikazana je svjetloplavim
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Slika 6.15. Vrijednosti funkcije J* u tockama trajektorije sa skokovima u trenucima replani-
ranja.

60 | T | ‘ o |
| | |
J— | | |

L 400 ! : : 1
g | | |

——200- 1 : : 4
> | | |
1 1 1

0 | L | L | L L
0 10 20 30 40 50

w [°/s]

t [s]

Slika 6.16. Profil brzina robota u drugom testu s naznacenim trenucima replaniranja.

zvjezdicama. Optimalna putanja prikazana je kvadrati¢ima, a strelice predstavljaju po-
kazivace algoritma D*. Trenutni poloza]j robota oznacen je s R. U sljede¢em je koraku
robot otkrio prepreku 1 svojim senzorom, slika 6.18. Crne trajektorije predstavljaju one
koje ne zadovoljavaju uvjet (6.20) zbog promjena cijena u prostoru. Valja primijetiti,
iako nova putanja nakon replaniranja zbog prepreke 1 prolazi kroz uski prolaz izmedu
dviju prepreka, da robot odabire trajektoriju u skladu s ogranic¢enjima, koja ima naj-
vec¢u brzinu i prolazi kroz &iri slobodni prostor. Praé¢enje optimalne putanje zahtijevalo
bi zaustavljanje, zakretanje u smjeru optimalne putanje i dalje nastavljanje gibanjem,
Sto u ovom slucaju i prema kriterijskoj funkciji (6.14) nije optimalno rjeSenje. Ovaj test
pokazuje da je algoritam efikasan i u dinamickim prostorima. OdvoZena je trajektorija
glatka i zaobilazi nepoznate prepreke. Zavrsna tocka trajektorije udaljena je 0.4 mm od
pozicije cilja.

Za uspjesnost algoritma u dinamickim prostorima mora vrijediti pretpostavka da
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Slika 6.17. Trajektorija robota u trenutku k, prije otkrivanja prepreke 1.
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Slika 6.18. Trajektorija robota u trenutku k + 1, nakon replaniranja zbog prepreke 1.
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se promjene dogadaju najvise jednom u vremenskom koraku tako da ih senzor moze
otkriti. Bududi da algoritam D* ima sposobnost brzog replaniranja, prostor se moze
svaki vremenski korak smatrati staticnim. U dinamickim prostorima nije moguce jamciti
konvergenciju gibanja do cilja u konatnom vremenu. Algoritam D* samo uzima u obzir
moguce putanje u svakom koraku, i tako postoji mogucénost da zapne u alterniraju¢em
otvaranju i zatvaranju moguéih putanja do cilja.

6.6 Sazetak

U ovom je poglavlju predlozen algoritam planiranja gibanja pomoc¢u upravljanja po-
micnim horizontom. Predlozena je kriterijska funkcija J* koja objedinjuje algoritam
dinamickog prozora i algoritam D*. Kriterijska se funkcija J* minimizira po unaprijed
slozenim ostvarivim trajektorijama dinamickog prozora s obzirom na trenutno stanje
robota i njegova ogranicenja, a vrijednosti kriterijske funkcije rac¢unaju se prema vri-
jednostima navigacijske funkcije u tockama trajektorija dobivene interpolacijom cijena
algoritma D*. U svakom diskretnom trenutku izvodi se optimizacija kriterijske funkcije
J* za T vremenskih intervala. Primjenjuje se samo prvi ¢lan proracunane optimalne
upravljacke sekvence duljine T'. Definiranjem ostvarivih trajektorija dinamickog prozora
s odgovarajué¢im profilom brzina, odnosno upravljackim sekvencama, omoguceno je da
u sljede¢em koraku optimizacije postoji barem jedna ostvariva trajektorija koja ¢e sma-
njiti iznos kriterijske funkcije. Za predlozeni je algoritam planiranja gibanja dokazana
asimptotska stabilnost ciljne tocke koristenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti, gdje je
kriterijska funkcija J* iskoristena kao Ljapunovljeva funkcija. Dodatno, odredivanjem
kontinuirane navigacijske funkcije jednostavnim postupkom interpolacije, omoguceno
je da trajektorije konvergiraju pravom optimalnom rjesenju. Kontinuirana navigacij-
ska funkcija odreduje se samo u toCkama ostvarivih trajektorija robota $to omogucuje
izvr8avanje algoritma u stvarnom vremenu i u sluéaju promjena u prostoru. Eksperi-
mentalni rezultati potvrduju ocekivane prednosti ovoga algoritma planiranja gibanja i
za smanjen skup diskretnog prostora brzina. Algoritam pokazuje dobre rezultate i u
dinamickim prostorima pod pretpostavkom da su promjene spore dinamike.
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Zakljucak

U ovom su radu istrazeni algoritmi planiranja gibanja autonomnih mobilnih robota u
dinamickim i nepoznatim unutarnjim prostorima. Istrazivanja su posebno bila usmje-
rena razvoju algoritama koji su prikladni za rad u stvarnom vremenu i koji osiguravaju
ucinkovito gibanje robota u velikim unutarnjim prostorima uz zajamceno izbjegavanje
gibajué¢ih prepreka u prostoru. Problem planiranja gibanja razlozen je na dva glavna
potproblema: (1) planiranje geometrijskih putanja robota i (2) generiranje trajektorije
gibanja robota radi osiguranja dobrog slijedenja geometrijske putanje robota, postujuci
njegova kinematicka i dinamicka ogranicenja i raspored prepreka u njegovoj okolini.

U kontekstu planiranja geometrijskih putanja robota u poznatim prostorima, ali s
moguénoséu pojave nepoznatih statickih i dinamickih prepreka u njima, istrazeni su
algoritmi zasnovani na pretrazivanju mrezastih karata zauzeca. Posebno su istrazeni
algoritmi D* i FD* jer imaju svojstvo dinamickog planiranja putanje, tj. jer omogucuju
promjene putanje u stvarnome vremenu pri promjenama u prostoru. Medutim, algo-
ritmi planiranja putanje zasnovani na mrezastim kartama zauzeca imaju dva znacajna
nedostatka: (1) dobivena je putanja sastavljena od niza povezanih linijskih segmenata
s promjenama u orijentaciji segmenata koje su visekratnici od 45° i (2) ra¢unski su pre-
viSe zahtjevni za planiranje putanje u velikim prostorima. Prvi se nedostatak odrazava
u potrebi za znatnim usporavanjem (Cesto i zaustavljanjem) gibanja mobilnoga robota
zbog skokovitih promjena orijentacije pri prelasku s prac¢enja jednog linijskog segmenta
putanje na drugi. S ciljem rjeSavanja toga problema, u ovom je radu razvijen algoritam
planiranja putanje, nazvan dvosmjernim algoritmom D*. Razvijeni algoritam izracu-
nava najkrac¢u putanju u geometrijskom prostoru na osnovi mrezaste karte zauzeca, pri
¢emu orijentacije segmenata putanje nisu viSekratnici 45° ve¢ su proizvoljne. Algori-
tam nasljeduje svojstvo dinamickog planiranja putanje od algoritma D*. Razvijeni je
algoritam provjeren eksperimentalno i usporeden sa standardnim algoritmom D* pod
istim uvjetima. Eksperimentima su potvrdene ocekivane prednosti razvijenog algoritma
planiranja putanje.

Problem planiranja putanje u velikim unutarnjim prostorima, primjerice prostorima
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sastavljenima od viSe katova ili ¢ak viSe zgrada, rijesen je hijerarhijskom apstrakcijom
prostora. Izvedena je nova hijerarhijska organizacija karte prostora kojom je osigurano
optimalno horizontalno (u jednom katu) i vertikalno planiranje putanje (izmedu katova
zgrade). Razvijena je metoda automatske izgradnje takve hijerarhijske karte iz mrezaste
karte zauze¢a. Metoda jamci konzistentnost stvorene hijerarhije i omogucuje optimalno
hijerarhijsko planiranje putanje u dinamickim prostorima. Nadalje, razvijen je hijerar-
hijski algoritam planiranja putanje, nazvan FHD*, koji osigurava optimalnost putanje i
poboljsava dinamicke karakteristike Cagigasova hijerarhijskog algoritma D*. Znacajno
su smanjeni vrijeme izrac¢una, cijena puta i utrosak memorije. Razvijena je strategija
optimalnog postavljanja tzv. mosnih ¢vorova izmedu kojih su izra¢unani predodredeni
parcijalni putovi, ¢ime je postignuto znatno ubrzanje procesa planiranja. Uspjesnost
algoritma FHD* usko je povezana s hijerarhijskom kartom, koja koristi znatno manje
parcijalnih putova izmedu mosnih ¢vorova od Cagigasova algoritma i time Stedi memo-
riju. Eksperimentima je potvrdena ocekivana prednost razvijenog algoritma FHD*.

Problem planiranja geometrijske putanje dodatno se usloznjava ako se mobilni robot
mora autonomno gibati u nepoznatome prostoru, tj. u prostoru za koji mu karta nije
dostupna. Taj se problem naziva problemom istrazivanja prostora. S ciljem rjeSavanja
toga problema razvijen je algoritam istrazivanja poligonalnog prostora, kao prosirenje
Ekmanova algoritma istrazivanja. Razvijenim su algoritmom istrazivanja uklonjena
stroga ogranicenja izvornog Ekmanova algoritma koji pretpostavlja idealnu lokalizaciju
robota i idealni senzor udaljenosti. Razvijeni algoritam nasljeduje svojstvo konver-
gencije izvornog algoritma, a stvorena karta prostora objedinjuje utjecaj nesigurnosti
senzorskih ocitanja i polozaja mobilnog robota, ¢ime je postignuta konvergencija al-
goritma istrazivanja u realnim uvjetima. Eksperimentalnim rezultatima na stvarnom
robotu potvrdene su prednosti razvijenog algoritma istrazivanja nad izvornim Ekmano-

vim algoritmom.

U kontekstu generiranja trajektorija gibanja istrazeni su algoritmi slijedenja putanje
iizbjegavanja prepreka. Algoritmi izbjegavanja prepreka podlozni su problemu lokalnog
minimuma pa ih je potrebno kombinirati s algoritmom planiranja globalne geometrij-
ske putanje. Opisane su metode slijedenja isplanirane putanje zasnovane na algoritmu
dinamickog prozora koje prorac¢unavaju moguce trajektorije s obzirom na kinematicka
i dinamicka ogranic¢enja robota. Uveden je kriterij objedinjavanja algoritma planiranja
putanje i algoritma dinamickog prozora, prema kojemu se usporeduju trajektorije dina-
mickog prozora s globalnom putanjom. Razvijenim objedinjenim algoritmom planiranja
gibanja jamci se sigurno gibanje robota do globalnog cilja u prisustvu statickih prepreka.
Algoritam je zatim progiren tako da osigurava sigurno i glatko gibanje i medu gibajuc¢im
preprekama, uz pretpostavku da najvece brzine gibajucih prepreka nisu veée od najvece
brzine robota. Gibanje prepreka predstavljeno je gibanjem zauzetih gibaju¢ih polja u
mrezasto] karti zauzec¢a. Predvidene trajektorije svakog gibajuceg polja koriStene su
u procjeni tocke sudara s trajektorijama dinamickog prozora. Eksperimentima je po-
tvrdena ucinkovitost razvijenog objedinjenog algoritma planiranja gibanja. Dodatno,



185

ostvareno je ucinkovito gibanje vise robota koji su upravljani prosirenim objedinjenim
algoritmom bez uvodenja prometnih pravila i uz pretpostavku da svaki robot zna zad-
nju odluku drugih robota. Nadalje, da bi prosireni objedinjeni algoritam planiranja
gibanja bio primjenjiv u dugotrajnom gibanju robota kroz prostor popunjen mnogim
gibajué¢im preprekama uvedena je strategija koja rjesava problem zastoja u uskim prola-
zima. Zastoj se javlja u situacijama kada se robot i neka gibajuca prepreka (npr. drugi
robot ili ¢ovjek) sretnu u uskom prolazu i jedno drugom onemoguce nastavak gibanja
prema cilju. Uz pretpostavku najstrozeg uvjeta, tj. da robot s gibaju¢im preprekama ne
moze komunicirati ve¢ njihovo ponaSanje opaza samo svojim percepcijskim senzorima,
razvijena je strategija sprjecavanja zastoja zasnovana na konceptu sprjecavanja zastoja
u ethernet mrezama. Uspjesnost razvijene strategije provjerena je eksperimentima na
stvarnom robotu.

U zavrsnom je poglavlju rada opisan integrirani algoritam planiranja gibanja mo-
bilnog robota koji osigurava konvergenciju gibanja robota prema zadanoj ciljnoj pozi-
ciji. Razvijeni se algoritam planiranja gibanja zasniva na konceptu pomicnog horizonta.
Uvedena je takva kriterijska funkcija koja objedinjuje unaprijed slozene trajektorije di-
namickog prozora i navigacijsku funkciju izvedenu iz cijena algoritma D*. Uvedenom
kriterijskom funkcijom osigurano je da u sljede¢em koraku optimizacije postoji barem
jedna ostvariva trajektorija koja ¢e smanjiti iznos kriterijske funkcije. Za razvijeni je
algoritam planiranja gibanja dokazana asimptotska stabilnost ciljne tocke koristenjem
Ljapunovljeve analize stabilnosti. Eksperimentima su potvrdena ocekivana svojstva
ovoga algoritma planiranja gibanja, kao i moguc¢nost njegova izvrSavanja u stvarnom
vremenu u slu¢aju promjena u prostoru.






DODATAK A

Opis mobilnog robota PIONEER
3-DX

Ultrazvuéni
senzori

Slika A.1. Mobilni robot PIONEER 3-DX.

Mobilna platforma PIONEER, 3-DX koriStena u svim eksperimentima prikazana je
na slici A.1. Kretanje omogué¢uju dva pogonska kotaca, koje pokrec¢u dva nezavisna
elektromotora. Zahvaljujué¢i tome ovakav robot posjeduje svojstvo holonomi¢nosti, tj.
mogucénost okretanja u mjestu. Trec¢i kota¢ je kastorski kotac¢, koji osigurava staticku
stabilnost. Maksimalna linearna brzina robota je 1.6 m/s. Na osovine pogonskih kotaca
ugradeni su enkoderi. Oni omogucuju odredivanje prijedenog puta na temelju podataka
o zakretu osovine kotaca. Zastitu pri sudaru robotu pruzaju odbojnici, tj. kontaktni
prekidaci koji signaliziraju dodir tijela robota s okolinom. Ultrazvucni senzori — sonari
rasporedeni su u dva polukruzna polja smjestena na prednjoj i straznjoj strani plat-
forme. Iznad sonarskih polja montiran je laserski senzor udaljenosti (engl. laser range
finder, LRF), koji se vrlo dobro moze nadopunjavati sa sonarima za potrebe npr. lo-
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kalizacije i izbjegavanja prepreka. Njegove prednosti su vrlo visoka preciznost i kutna
razlucivost, znatno veé¢i domet od sonara, te vrlo velika brzina rada i vrlo mali broj
laznih ocitanja. S druge strane nedostatci su mu $to pokriva samo vrlo tanku plohu
u prostoru i ne moze detektirati opticki prozirne objekte. Robot je takoder oprem-
ljen i elektronickim kompasom, ¢iji je osnovni problem osjetljivost na vanjske smetnje.
Pogonski su motori i senzori (osim laserskog senzora udaljenosti i kamera) upravljani
Siemens-ovim C166 mikrokontrolerom s P20S ugradbenim operacijskim sustavom za
rad u stvarnom vremenu. Sve upravljacke akcije vise razine odvijaju se na prijenosnom
racunalu postavljenom na robotsku platformu, pod Linux operacijskim sustavom.
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SAZETAK

U ovom je radu istrazen problem planiranja gibanja autonomnih mobilnih robota u
dinamickim i nepoznatim unutarnjim prostorima s posebnim naglaskom na algoritme
prikladne za rad u stvarnom vremenu koji osiguravaju ucinkovito gibanje robota uz
zajamcéeno izbjegavanje gibaju¢ih prepreka u prostoru. Razvijen je algoritam planira-
nja geometrijske putanje zasnovan na mrezastoj karti zauzeca koji izracunava najkracu
putanju u geometrijskom prostoru. Razvijen je algoritam izgradnje hijerarhijske karte
prostora te algoritam hijerarhijskog planiranja putanje ¢ime je osigurano planiranje gi-
banja mobilnog robota u stvarnom vremenu u velikim unutarnjim prostorima. Problem
planiranja gibanja mobilnog robota u nepoznatim prostorima rijeSen je razvijenim algo-
ritmom istrazivanja prostora kojime je postignuta konvergencija algoritma istrazivanja
u realnim uvjetima. Opisane su metode slijedenja isplanirane putanje, zasnovane na
algoritmu dinamickog prozora, koje prorac¢unavaju moguce trajektorije s obzirom na ki-
nematicka i dinamicka ogranic¢enja robota. Uveden je kriterij objedinjavanja algoritma
planiranja putanje i algoritma dinamickog prozora. Razvijenim objedinjenim algorit-
mom planiranja gibanja osigurano je sigurno i glatko gibanje bez zastoja medu statickim
i gibaju¢im preprekama. Naposlijetku, razvijen je algoritam planiranja gibanja zasno-
van na konceptu pomic¢nog horizonta, za koji je dokazana asimptotska stabilnost ciljne
tocke koristenjem Ljapunovljeve analize stabilnosti. Svi su predlozeni algoritmi testirani

simulacijski i eksperimentalno na stvarnom robotu.

Kljuéne rijedi:
mobilni robot, planiranje putanje, hijerarhijska apstrakcija prostora, hijerarhij-
sko planiranje, istrazivanje prostora, planiranje gibanja, izbjegavanje prepreka,
izbjegavanje gibajuc¢ih prepreka

197






ABSTRACT

Motion planning of autonomous mobile robots in dynamic
and unknown indoor environments

This thesis focuses on the problem of path planning for autonomous mobile robots
in dynamic and unknown indoor environment. Special emphasis is set on algorithms
suitable for real-time applications which should ensure the efficient movement of a robot
with guaranteed moving obstacles avoidance in the environment. A path planning al-
gorithm based on the grid map that calculates the shortest path in the geometric space
is proposed. An algorithm of automatic creation of the hierarchical graph is propo-
sed together with the hierarchical path planning algorithm suitable for mobile robot’s
motion in real-time in a complex indoor environment. The problem of motion plan-
ning of mobile robot in unknown environment is solved by the proposed exploration
algorithm, by which convergence of the exploration task in real terms is achieved. The
path following methods based on dynamic window approach are considered, which take
into account kinematic and dynamic constraints of the robot. The criterion for integra-
tion of the path planning algorithm and the dynamic window algorithm is introduced.
The integrated motion planning algorithm is proposed which ensures a safe and smooth
motion among moving obstacles. Finally, the motion planning algorithm based on the
concept of receding horizon control is proposed, for which asymptotic stability of the
goal point is proven via Lyapunov stability analysis. All proposed algorithms are tested
by simulation and experimentally on a real robot in laboratory environments.

Keywords:

mobile robot, path planning, hierarchical abstraction of space, hierarchical plan-
ning, exploration, motion planning, obstacle avoidance, moving obstacles avo-
idance
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